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Sur l’extension du théoréme limite du calcul des 
probabilités aux sommes de quantités dépendantes. 


Von 


Serge Bernstein in Charkow ‘Ukraine). 


Introduction. 


La théorie des probabilités est un des rares domaines de la science 
mathématique, ot le génie de Riemann n’ait pas laissé sa profonde em- 
preinte. Mais sa pensée indirectement a pénétré partout; et j’espére, cn 
consacrant ce modeste travail 4 la mémoire du grand géométre, avoir choisi 
un sujet qui ne lui aurait pas déplu. 

Les principaux résultats de ce Mémoire ainsi que l’idée générale de 
la méthode ont été résumés dans mon article’) «Sur le théoréme limite 
du calcul des probabilités». On donne le nom de théoréme limite du 
calcul des probabilités 4 l’affirmation que, sous certaines conditions, la 
distribution intégrale des probabilités de la quantité S, a pour limite, 
quand n croit indéfiniment, l’intégrale connue de Gauss-Laplace. Ainsi 
application & S, du théoréme limite signifie que, pour des valeurs de n 
plus ou moins grandes, sa distribution des probabilités satisfait approxi- 
mativement 4 la célébre «loi des erreurs» de Gauss. Le cas pratiquement 
le plus important est celui, o S, se présente comme une somme de n 
quantités indépendantes ou non indépendantes, le cas le plus général 
pouvant d’ailleurs étre toujours ramené a cette derniére hypothése. 

L’étude des conditions suffisantes (et nécessaires) pour |’applicabilité 
du théoréme limite (ou loi de Gauss) 4 une somme d’un trés grand nombre 
de quantités indépendantes a fait l’objet de plusieurs travaux importants 
de Tchebyscheff, Liapounoff, Markoff et, plus recemment, de M.M. Lindberg 
et P. Lévy. En particulier, dans son Mémoire*) « Nouvelle forme du théo- 
réme sur la limite de probabilité» A. Liapounoff a donné une forme trés 


1) Math. Ann. 85. ; 
*) Mémoires de |’Académie de St. Pétersbourg (8) 11 (1901). 
Mathematische Annalen. 97. 1 
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générale au théoréme en question qui comprend comme cas particulier 
celui qu’on rencontre le plus souvent dans les applications, ot l’on suppose 
seulement que le maximum de chaque terme de la somme S, est trés 
faible relativement & la racine carrée de l’espérance mathématique du 
carré de S,. 


N’ayant pas en vue ici de pousser plus loin l’étude déja trés avancée 
dune somme de quantités indépendantes, nous nous bornons seulement 
dans le premier chapitre 4 démontrer le théoréme de Liapounoff, en l’ex- 
posant d’une fagon qui se préte facilement aux généralisations qui seront 
faites dans les chapitres suivants pour le cas des sommes de quantités 
dépendantes. Le second Chapitre sera consacré & une étude systématique 
du cas d’une seule somme de quantités dépendantes. Le méme sujet a 
été étudié dans quelques Mémoires remarquables*) par A. Markoff qui lui 
applique la méthode des espérances mathématiques, dont l’idée premiére 
remonte & Tchebyscheff. Nous examinons aussi en détail «les chaines 
simples d’expériences» de A. Markoff, en retrouvant et étendant par l’ap- 
plication de nos théorémes généraux les résultats de l’illustre géométre & 
de nombreux cas, ot la probabilité de l’apparition de l’événement con- 
sidéré dans l’expérience suivante tend vers 1 ou vers 0, pour n=©co, 
lorsqu’on connait le résultat de l’expérience précédente. Enfin, dans le 
troisiéme Chapitre, nous étendons les principaux théorémes concernant 
une seule somme au cas de deux sommes dépendantes, en donnant ainsi 
des conditions générales pour l’applicabilité de la théorie de la corrélation 
normale qui jusqu’a présent n’a pas, il me semble, de fondement mathé- 
matique suffisant. Les applications des résultats obtenus dans ce Mémoire 
me paraissent nombreuses, mais leur étude détaillée ne pouvait pas 
trouver place ici. Je me suis borné & des indications sommaires 4 ce 
sujet, en traitant seulement quelques exemples simples, moins 4 cause de 
leur intérét pratique, que pour illustrer les résultats mathématiques et 
les méthodes générales de calcul. 


*) «Extension des théorémes limites du calcul des probabilités aux sommes de 
quantités liées en chaines» (en russe), Mémoires de |’Acad. des Sciences de St. Péters- 
bourg (8) 22. — «Etude du cas général dee ex, riences, formant une chaine», 
ibidem 25 (en russe). — «Sur un cas d’expériences formant une chaine complexe», 
Bulletin de l’Acad. Impériale de St. Pétersbourg 1911 (en russe). — «Sur les quan- 
tités dépendantes ne formant pas une véritable chaine», ibid. (en russe). — «Recherches 
sur un cas remarquable d’épreuves dépendantes», Acta Mathematica 83 (en frangais). 
— «Application de la méthode des espérances mathématiques 4 des sommes de quan- 
tités dépendantes», Bulletin de l’Acad. Impériale des Sciences 1915 (en russe). 
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Chapitre L. 
Propositions préliminaires. Théoréme de A. Liapounoff. 


§ 1. Nous désignerons d’une facon générale par IN(u) Pespérance 
mathématique de u. Soit, en particulier, =, une certaine grandeur in- 
connue, dont la loi des probabilités dépend du paramétre n; on pourra 
alors construire la fonction 
(1) (2) = M (ef**n) 
qui jouera un réle important dans la suite. Commengons par établir le 
lemme suivant. 


Lemme. Sott 2, une grandeur jouissant dela propriété que, N étant 
un nombre donné arbitrairement grand, on a, pour n assez grand *), 


N N 
(2) _f|Me(et*"*) | dé = Sy, (6)|db <A, 


oi A est un nombre fixe (indépendant de n et N); dans ces conditions 
quel que soit t, et quel que petit que soit le nombre donné «, 1) on peut 
choisir 4 suffisamment petit, pour que le probabilité P de Pinégalité 


(3) tp —A< Zi<tj+A 


soit inférieure & &, 2) et @autre part, on peut choisir N assez grand, 
pour avoir 


(4) M 


[eared ae Jas 





N 
pourvu que n soit suffisamment grand. 

Démontrons d’abord notre premiére affirmation. 

A cet effet, remarquons que 

_ |Z —- bl 
(5) 1=M(e : )> Pe-, 
_ |Za—tel 

car, si l’inégalité (3) est satisfaite, on a e + >e-1, Par conséquent, 
il suffira de prouver que, pour m assez grand, on a 


(6) I<-. 


*) Il est, bien entendu, sans importance que n> oo au lieu de tendre vers une 
autre limite quelconque: nous faisons cette hypothése qui se présente le plus souvent 
et 4 laquelle le cas général se raméne par un changement de paramétres, uniquement 
pour fixer les idées. 


1* 
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Or, en remarquant que 





oll a ney 
on peut écrire J sous la forme 


008 (25 — fy) ye 
(7) 1=m+ <font ne 





ws 
me! cos (~,— ty) 208 (S,—&)E cos (5, — t, eg 
oe =| 5 ee def Fs +fseiee eT as). 


Mais il résulte de (2) que, quel que soit N, on a, pour m assez grand, 
N 
Mi [cos (>, — &) F 
| es ae| sf 


et, d’autre part, on a évidemment 


M (ef~a5) 
A* #7 +1 








dg <A, 


| ( cos(S,—t,)= ,,| ( dé 1 
fomact a he dé|< A2e241 = +(% — aretg iN), 
N 


| f Grey de | <> (J — aretgay). 


fx . 
Donec, en posant 4 =357, eb en prenant N assez grand pour avoir 





|x eaN 
(8) lz ——_ Bote <i> 
on conclut de (7) que 
» _4A e & 
(om) 1<*h45=%) 


et notre premiére assertion est ainsi démontrée. 
Pour établir Pinégalité (4), posons 


(9) M | fees) gel - B+B,, 
N 
ou B se rapporte aux valeurs de >, qui satisfont a l’imégalité (3) et B, 
représente la partie de l’espérance mathématique 92 qui contient celles 
des valeurs de Z, qui ne satisfont pas 4 cette inégalité. 
Remarquons d’autre part que, pour toute valeur de a> 0, on a, 
quel que soit 5, 


£ ’ 8 bé > 3 
(10) leony dé\< 5 if ~. dé\< tabi = 
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en supposant |ab| >. En effet, on a 


sin bg sin z 
[ures — dz. 


jad} 
Or, en posant 
(k+1)2 
k sin Zz 
eo, = (— 1) ; a2, 
kx 
on a 


Op < Opa S++ SOQ <%; 
done de l’égalité 


sin z x 
CP ee 
0 
nous concluons que 


0<O—O4it--<F> 
quel que soit k, et par conséquent, pour 0 << @<1, 


| [S22 de|—|00,—enss t+ err veel < =: 

|ab| 
car on a toujours une valeur entiére k, telle que ka <|ab| <(k+1)za. 
Pour établir la seconde des inégalités (10), il suffit de constater que 


ae a 
Oo, — Orga t---|<a< & <= feblos 
(sous la restriction que |ab| > 2). 


Cela étant, en vertu de (3), nous avons 


(11) B<PZ<Fe; 


et, d’autre part, puisque, pour toutes les valeurs de =, entrant dans B,, 


on a | --t,| >A, en supposant N assez grand pour avoir 


(12) Ni-a>=, 
on aura 

a _a 
(13) B, <VWicn a td 


Done, finalement, de (11) et (13) nous tirons 
n , a | 
(4) ar JSR ae | <ae, 


pourvu que, N étant fixé d’aprés les inégalités (8) et (12), on ait choisi 
n assez grand pour que la condition (2) soit satisfaite. 
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§ 2. On peut déduire & présent du lemme que nous venons d’établir 
le théoréme général suivant: 

Théoréme. Si ona 
14) P, (z) = M(e**=*) = F(x)(1+,), 
1 
n 
pour “la < N, quelque grand que soit le nombre donné N, la probabilité 
de Vinégalité 
(15) i.< Zz, <6, 
tend unitformément vers 


mJ? P(g) Sn E—ein tok eset ge, 


(ow f | F(x)|dx a un sens, «, tendant uniformément vers 0 avec 


n > 


quels que soient t, et t, dans un intervalle donné aussi grand qu'on veut. 


En effet, soit 6 un nombre positif arbitrairement petit; nous pouvons 
fixer le nombre N suffisamment grand pour satisfaire aux inégalités 


x -N 
(16) S\F(z)|\dx<6, Jf\F(x)|dx<s, 
N -@ 


et ensuite, il sera possible, par hypothése, de prendre m assez grand pour 
que dans l’égalité (14) on ait |«,| <6, lorsque |z|< N. Or, il résulte, 
en particulier, du lemme précédent que la probabilité de chacune des 
égalités > — 1, et S,—t, a pour limite zéro. Donc, en tenant compte 
de ce que, suivant le signe de k2 0, 
7 ie ore ag = +1, 

nous voyons que, pour nm assez grand, la probabilité de l’inégalité (15) 
différe aussi peu qu’on le veut de 


(17) n= gean[ fH ae fete 28 ae]. 


D’autre part, de la seconde partie du méme lemme nous concluons 
que H différe aussi peu qu’on veut de 


(18) qa! n[ [= te) Ege fan =F ae], 


—-N 


pourvu que NW et m soient assez grands. 
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Par conséquent, on a entre les limites d’intégration (— N, + N) 


M (cos 2, F) = F(E)[1+ B,], 
M (sin 2, F)—= F(E)-y,, 


oa |8,| <4, |y,| <6 (car a,=—f,+4y,). Ainsi, 


(19) 





(20) Q=-=mM 





N 
si é — 
=1 [yg tapas 
-N 











LT intipteantttte 
-N 
sin tog er 
et, puisque F < Sa on voit que 





(21) pg ob F : —— 


-N 


es t.—t N 

1 vom 1 
-N 
Done, tant que (t,—%,) ne dépassera pas un nombre positif fixe L, 


aussi grand qu’on veut, Q et aussi par conséquent (par l’intermédiaire 
de H), la probabilité de l’inégalité (15) tendra uniformément vers 





t,—t, t+t, 
+z F cos é 





nlite aoghi th 
oa = 
<5N° 














t+f . 


t, —t es 
sin -- — Ecos ; : 
(22) 1 {re 2 P 2 eon - [ ar(g Send cant ge, 





is) 


lorsque n croitra indéfiniment °). 


5) La convergence uniforme vers la limite indiquée pourrait étre rendue indé- 
pendante de Ja grandeur L, si l’on savait qu la fonction F(a) satisfait aux con- 
os. te di=2F(0). C’est ce qui a 

2? 
lieu dans le cas particulier important que nous examinons plus loin, ob F(x) =e *. 
et nous ne discuterons pas ici cette question dans le cas général. 





ditions trés larges, d’aprés lesquelles = a fr (€)- 
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§ 3. Théoréme. Si 5, jouit de la propriété que, 6 étant un nombre 
donné aussi petit qu'on veut et N un nombre donné arbitrairement grand, 
on a, lorsque |=|< N, pour des valeurs de n suffisamment grandes, 


= 
(23) e* M (et?) — 1] <4, 
la provabilité de Vinégalité 
(15) t< 2, <t, 


tend uniformément vers la limite 


t 


a fetat, 
17 

to 
lorsque n croit indéfiniment. 

En effet, d’aprés le théoréme précédent, la limite de la probabilité 
considérée est égale a 
(24) fe sin § — ponte’ te diS fe “dt. 

La convergence uniforme vers la limite indiquée résulte du théoréme 
précédent pour le cas, oi ¢, et ¢, se trouvent 4 l’intérieur d’un segment 
donné aussi grand qu’on veut. Mais, si L a été pris assez grand pour que 

L 


| fe edt—1}<5, 
}=z 6 
-L 


ou ¢ est un nombre aussi petit qu’on veut, on pourra prendre m assez 
grand pour que la probabilité de l’inégalité (15), pour |¢,|< Z,|t,| < 
différe de sa limite moins que de = et, en particulier, la probabilité de 
—L<Z,<L sera supérieure 4 1 —«; donc, si L <t,<t,, la proba- 
bilité de linégalité (15) devient inférieure & ¢, et par conséquent, pour 
toutes valeurs de ¢,,#,, et pour les valeurs de n choisies plus haut, la 
différence entre la probabilité de (15) et lintégrale correspondante sera, 
dans tous les cas, inférieure, eu valeur absolue, 4 $e. 

Nous allons démontrer 4 présent une proposition auxilaire importante 
relative aux espérances mathématiques énoncée par A. Liapounoff®*). 


§4. Lemme. Quels que soient h>0,q>pl0, oma 
(25) [Me] wer) }?(M |x|]? = [Marra]. 
On remarque d’abord que le passage 4 la limite permet de se borner au 


5*) «Nouvelle forme du théoréme sur la limite de probabilité». 
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cas, ot la grandeur x ne prend qu'un nombre limité de valeurs, qu’on 
peut supposer toutes non négatives: ainsi, l’inégalité (25) pourra étre 
remplacée par 

(26) [Shel Dhat yl? S( Shaky, 


oi f,>0. De plus, en posant fext = q;, et en admettant que Sy, = 1, 
ce qui ne restreint pas la généralité de l’inégalité, car celle ci est homo- 
géne par rapport aux /,, on est amené & prouver que 


(27) [Seat]? =j(Lex?)’. 

Enfin, le passage & la limite permet de se borner au cas oi les 
nombres gy, sont rationnels, et par conséquent, on peut supposer tous les 
%;,= :, n étant le dénominateur commun des gy, qui représentera aussi 


le nombre de valeurs x; différentes ou non. Ainsi, il suffit de voir que 
1 rr 
lm ai) > io af)’, 

c’est-a-dire, en posant . =A>1 et ze? = y,, que 


. es 
(Zy)* = ni 
Or, cela est évident, puisque le minimum de L est atteint, lorsque 
tous les y; sont égaux, ce qui donne précisément 


1 
nani’ 


L= 





c. q. f. d. 


3 
—_ eis 


En particulier, on déduit de (27) que l’existence de Yt|z/| entraine a for- 
tiori l’existence de I|2f|, et on a 


P 
(27) M\x?| <[MIze\]* (p<g). 
Soit, d’autre part, u,,u,,..., u,, une suite quelconque de quantités non né- 
gatives, telles que M(u;)—=b,, M(uzg)=c,, M(uf**)—d,; on déduit 
alors (en supposant g > 1) de (26) que 

(Sb) (Sd) > (Te), 


1 


(28) ( a4, 2 2% 
—— 





1+! Zb)* 
(lb) * 


§ 5. Passons & la démonstration du théoréme de A. Liapounoff: 


(29) 2, =U, +ugt+...+4u, 
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une somme de quantités indépendantes. Soit (sans restreindre la géné- 
ralité) M(u;)—= 0; swpposons de plus que M(u;)—=b, et M\u| —c,. 
Si, n croissant indéfiniment, 





(30) B, — 0, 


= By 


ot B, = 3'b,= M(E2), la probabilité de Vinégalité 
1 


(31) t, 2B, < 5, < t,)2B, 
a (uniformément) pour limite 
ty 

= fetat. 

I. 
A cet effet, posons aE =y,; alors 
(32) T= M (et tn+-..+¥0 ) — ME (etme)... M (etwas), 
Or, 
q ‘ b, =" 3 
(33) M (efmet) — 1 — Pe + 4,6 ’ 
ou 
(34 é — an 
7) | tl <SeRy 
car 


ei? — cosb-+isinb=1— 44 4 4 5(640,%) (10,)<1, 10) <1), 





en utilisant les développements de Taylor de cosb et sin b avec le reste 
de Lagrange. A cause de (30), 4, tend vers 0 avec -, et il en est de 
3 2 
méme de - car by < cf, de sorte que BS 5 
Nous pouvons donc, en fixant un nombre WN aussi grand qu’on le 
veut, prendre nm suffisamment grand pour avoir 


(35) BEL let <a, 





oa ¢ est un nombre donné arbitrairement petit, tant que |f|< N. Par 
2 
conséquent, en posant o, = — mae a 6,8", on aura 


log I = log(1 + o,) + log(1 + o,) +....+ log(1+<,) 
= 6,(1+4,)+9,(1+4,)+...+9,(1+4¢,), 


Théoréme limite du calcul des probabilités. 1l 
ot |a,|<e. Or, 
6, +o,+...+ tan Dara —E ta, 


ou, en vertu de (30) et (34), m peut étre pris assez grand, pour que ¢, 
soit aussi petit qu’on veut; d’autre part, 


Siaal<eSlal<e [+214] <n; 


é, tendant aussi vers 0 avec - (pourvu que |é|< N). Done, 


log I= — +e, (len| < | en| + en’); 


d’ou nous concluons que, 6 étant un nombre arbitrairement petit, on a, 


your des valeurs n assez grandes, 


lee? ales. 


pourvu que |é|< NW. Le théoréme (3) est done applicable a a ¥,= Tm 
1 nm 
ce qui prouve que la probabilité de l’inégalité (31) tend uniformément 


vers la limite 
t 
1 fe-e dt. 
is, 


Comme le remarque A. Liapounoff, son théoréme comprend le cas 
particulier important, ot il existe un nombre LZ qui ne sera dépassé par 


2 
aucune des quantités u,, tel que lim a 5 =0. En effet, ona manifestement 
¢, <b, L, done x 


n 
= %& 
L 
(36) + <=. 
Bis VB, 


Liillustre géométre a d’ailleurs présenté son théoréme sous une forme un 
peu plus générale, en considérant, au lieu de la condition (30), la con- 
dition 

z ef?) , 
(30%) 70 

B® 
ot cf” = M|uz**|, 6 étant un nombre positif donné quelconque; comme 
il est aisé de voir, le cas de d>1 est une conséquene (a cause de (28)) 
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du théoréme tel que nous l’avons démontré, mais le cas of 56 <1 est 
plus général. Toutefois n’ayant pas besoin dans la suite du théoréme de 
Liapounoff sous sa forme la plus générale j’ai préféré me borner, pour 
fixer les idées, au cas de 6=1. II est, d’ailleurs, aisé de vérifier que, 
e, désignant la probabilité que | u,| > L, le haa limite sera applicable 


toutes les fois que l’on a en méme temps m0 et 3 &,—> 0 (la valeur 


de B, étant calculée*) dans l’hypothése que | w,|< Pa en choisissant L 
convenablement). L’examen de ces généralisations n’entre pas dans le plan 
de notre étude actuelle. 


Chapitre II. 
Etude des sommes de quantités dépendantes. 

§ 6. Commengons par établir une proposition trés simple qui nous 
sera cependant d’une grande utilité: 

Lemme. Soit 
(37) 8,= 2, + 4 
ot M(S,)=M(o,) =O et M(ZI)—B_, M(or)—B,; si pour n tres 
grand la probabilité de Vinégalité 
(38) ty 12B, <5, <1t,)2B, 
a pour limite 


Vinégalité 
(39) t, 12d, < S, < t, 2b, 
aura la méme limite, pourvu que lim fe =0, en posant b, = M(S;). 


*) Ainsi, par exemple, si u, recoit toutes les valeurs possibles + }m avec une 
probabilité am ™ étant un nombre entier, M (u?) et a fortiori B, n’a pas de sens. 
Cependant, si on pose L*= An Jiogn, ot A est un aes donné quelconque, on a, 


n 
en ne considérant que les valeurs de | u,|<L, 2% < Tice: i et, sous la condition 
1 
r* 2 
indiquée, B, == 2 - ~ ss logn, de sorte que é +0. Donc, la probabilité de 


Vinégalité y= log n- <3 m < y=" logn-t, a pour limite — Jen @dt. Onre- 
connait facilement, grace a (26), que dans le cas général de Liapounoft la valeur de B, 
est indépendante de L. 
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En effet, en vertu d’un théoréme classique de Tchebyscheff, la proba- 
bilité de l’inégalité 


(40) \o,| 218, 

est supérieure & 1 — * Par conséquent, la probabilité p, qu’on a 
(39) t, 126, < 8, < t,126,, 

satisfait d’une part, 4 l’inégalité 

(41) Pp, > P.— Ze 

ot P, est la probabilité que 

(42) t, 120, +218, < 3, < t,12b, —21Z,, 


car l’inégalité (39) sera certainement satisfaite, si l'on a simultanément *) 
(40) et (42); et, d’autre part, en désignant par P, la probabilité de 
Vinégalité 


(43) tp 12b, — IB, < 3, <t, 126, +212, 
on a aussi 

, 1 
(44) Py < Pat se» 


car linégalité (43) doit avoir lieu, sion a en méme temps‘) (39) et (40). 
Or, « étant un nombre donné arbitrairement petit, on peut poser 
a= se et prendre ensuite m assez grand, pour avoir (a cause de |’hypo- 
thése hoe : = 0 qui entraine ba z = 1) 
t th 
[p,— + fe-ral<s, |pr— | e-eat| <<. 
|" |xy co a ae |~3 


Donc, on a aussi 
th 
|p, — + fe-tdt|<e, c. q. £. d. 
! EF 


§7. Avant d’aborder le cas yénéral des sommes de quantités dé- 
pendantes, nous examinerons pour plus de netteté l’hypothése, oi les 
quantités suffisamment éloignées sont entiérement indépendantes, et nous 
tacherons d’élargir autant que possible la distance des termes dépendants 
pour que le théoréme limite des probabilités (c’est-a-dire la loi de Gauss) 
reste applicable. Comme précédemment, nous supposerons toujours, pour 





*) Nous nous appuyons sur |’inégalité générale (A B)+1>(A)+(B), ot (A) 
et (B) sont les probabilités de deux événements quelconques, et (A B) la probabilité 
de leur réalisation simultanée. 
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simplifier l’écriture, que les différents termes z, de la somme S, ont 
@ priori leurs espérances mathématiques nuiles, It(z;)=0. Nous dési- 
gnerons, en général, par Wt’ les espérances mathématiques a posteriori 
qui pourront preudre diverses valeurs suivant les événements réalisés qu’il 
faudra toujours indiquer. Ceci posé nous démontrerons le théoréme suivant: 

Théoréme A. Soit S,=—z, -+-2,+-...+ 2, une somme de termes 
dépendants jouissant des propriétés culvanioe : 1. B, = M(S;)> Mn’, 
ou A>s; 2. 2; ef 2;,,, sont indépendants, si g > Hn®; 3. quelles que 
sotent les valeurs déja connues de certaines des quantités x,, Tl espérance 
mathématique de |x; |, o k >, reste inférieure*) @ un nombre fixe L; 
4. quelles que soient les valeurs connues de certaines des quantités z,, 
on a*), pour k>#, 


(45) M’ (2,4, +--+ M4)" < Ng’, 

st Al, et 

(45>) M'(z4.+- ++ +245) *< Ngn'-, 

si 4>1. Dans ces conditions, la probabilité de Pinégalité 
(46) 2, (2B, <8, <2, 2B, 


a pour — quand n croit indéfiniment, a fe -*dz, pourvu qu’on 


ait®*) o<i. 
A cet effet, faisons le groupement suivant des termes z; de S,: 
¥,=%,+2%,+.--+%, UW, = Zyap tig t--- $Byae 
(47) Yo = Tinta bees > Tansee Us = entnta b+-+ > Tensor 


. iowa 2 ieee oe. @ 8's me & ee ee ee... 4 S Cae. 


0: = Za-yatwss tees FH Masw—e> Mp = TMatw—eta tess + 


oi k= Hne est un nombre entier (ce qui ne restreint pas la généralité). 
Dans ces conditions les termes y; de la somme 


(48) 2 =H t+ Yat---+yY, 

seront indépendants, par hypothése. Posons ensuite / = n’, ot le nombre 
positif 6 satisfait 4 l’inégalité 

(49) 0<d<i— 20; 


*) Il est aisé de vérifier, que d’aprés cette condition, 4<2; et, si on tient 
compte de 2., il en résulte 4< 1+ 0. 

®) Dans tous les cas, c’est celle des deux inégalités (45) et (45>is) qui est la 
moins restrictive qui est suffisante, car, pour 4< 1, (45) est une conséquence ed 
(45bis), et, pour 4>1, c’est l’inverse qui a lieu. 

**) M, H et N sont, bien entendu, des constantes fixes. 
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on aura alors 4videmment 
(50) h+kon'-*>h, 


si l'on veut que u, ne contienne pas plus de k termes; supposons de 
plus, A=>k. Cela étant, on a 


(37) 8,=2,+% 
: ; . M97) 
ol o,=u,+u,+...+ u,, et il est aisé de montrer que lim 3 = 0. 
En effet, les quaatités u; étant indépendantes, on a 4 
(51) ‘ M (o?) < 1k*C, 


oi C= L? est un nombre positif fixe, car, & cause (27), 
M (at) <([M| ae} < Li, 


de sorte que M(u;)— M*asy-aeate>st tin+py) <k*C. Done, 

en tenant compte des égalités k= Hne, 1=n*, on voit que 

M(o7) H*Cns+ze H*C 
= 

tend vers 0, lorsque nm augmente (grace a (49)). 

En vertu du lemme précédent, notre théoréme sera donc établi, si 
nous montrons que le théoréme limite des probabilités s’applique 4 la 
somme 2, des yuantités indépendantes y,. Pour cela, cherchons une borne 
supérieure de WM’|y;| et, d’une facon plus générale, limitons supérieure- 
ment WM’ | #;,,,-+--..-+2;,,| , quel que soit g. Examinons d’abord l’hypo- 
thése que 4<1. Je dis qu’on peut fixer une constante C, telle que 


(52) 


n>t2e-4 








(53) M' ea te- + a4,| < Cg"; 
supposons d’abord que g = 2°, s étant un nombre entier. Alors l’inéga- 
lité (53) est bien vérifiée pour g—1; il suffit de voir que si elle est 
vraie pour une valeur de g, elle le sera également pour 2g. Or posons 
8p = ipa ees TU gs 83 = Tage F--> Urey 
et remarquons que 
M’| s, + 8,|°< M's, |° + M’|s,|° + IM’ | s, 2| + 3M’ | 2s, | 


$ Hf 


<2Cg' +6N'g , 


en vertu de (27>!*) et (45). 


Donec, l’inégalité (53) sera vraie pour 2g, si 


(20+6N')g' <0(29)' , 
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c’est-a-dire, si 


-,. 
20+6N <2° C, 
d’ot 
gn? 
(54) c> ya 


Cette valeur de C sera admissible, pourvu que 4> 4. Notre affir- 
mation étant ainsi démontrée pour g=2*, plagons nous dans le cas 
général, of g, = 2°+-f avec f< 2°. II est évident que dans le raisonne- 
ment fait plus haut pour le passage de g 4 2g nous pouvons supposer 
une partie des termes de S, identiquemeént nuls; par conséquent, si g, < 29, 
on a a fortiori 


8 


2 24 $2 22 
M’| a4. t+ rete +t 44,|°<C(29)° <C(29,)° =C2 (9) ; 
done, pour g quelconque *®), 











; ’ ' \ 3 3N 
(55) Mest rate + t,) <a 
ar 
Il est aisé de voir 4 présent que le théoréme de Liapounoff est 
, U L : 3 gh (1—d) fA+d . 
applicable & Sy;, car SM’ |y;| <Alh <An , ot A est un 
1 1 
nombre fixe, de sorte que 
l 
M | y3| 
pel 4 
B, M* 


tend vers 0 avec . » pour 7 <i. 


Soit & présent 24> 1, et supposons donc que c’est la condition (45"") 
qui est remplie. Dans ce cas, nous pouvons indiquer une constante C, 
telle que 
(56) M’ |a +--+ 44," < Cginte-, 

En effet, en raisonant comme précédemment, supposons que S, et S, 
satisfont 4 (56). 

Alors de 


M’ 8, + 8y|* <M’ | sf | + M’ | sf | + IM’ le? sg) + 3M’ | s, 82 | 


< 20gin?*” + 6Nigi ni?” 


) A moins que le facteur de * ne soit inférieur & L, auquel cas c’est par L 
qu’il faudra le remplacer. 
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nous tirons que l’inégalité (56) s’appliquera aussi 4 S, + S,, si 
(204+ 6N!)g' nl’ < o(ag)* nto, 


c’est-a-dire, si 


20+6N' <2"0; 
done, si g est une puissance entiére de 2, il suffit de poser 
(57) O=3Nn'(1+72). 


Comme plus haut, on reconnait qu’il suffira de doubler la valeur de N pour 
que l’inégalité (56) devienne applicable, quelque soit le nombre entier g. 
Donc, on aura un nombre fixe A, tel que 


mR 7 
TMIy,|< Athi nto” < Ante? 
1 
dou 
i 
2 Ry" 


. ) ae 
Bis 


< un” 


Le théoréme est donc démontré dans les deux hypothéses. 


§ 8. Il importe de remarquer que si les conditions du théoréme A 
ou des théorémes B et C, démontrés plus Join, sont remplies, leur nature 
n’est pas changée aprés la connaissance d’un nombre limité des termes 
de la somme S, qui, par conséquent, continuera 4 satisfaire 4 la loi de 
Gauss (pour m trés grand); nous allons montrer sur un exemple que la 
situation a priori et a posteriori pourront étre bien différentes, si 9 > = 
et, en général, le théoréme limite ne sera plus applicable ni a priori, ni 
@ posteriori. ‘ 

Considérons m expériences indépendantes, oi la probabilité de 
Papparition d’un événement Z est égale & 3; on effectue ensuite encore 
l expériences, dans lesquelles !’événement Z se réalise nécessairement, s’il 
a eu lieu dans la m™ expérience, et ne se réalise jamais dans le cas con- 
traire. Supposons que z;= +1, suivant que Z s’est présenté ou non & 


la ¢™* expérience. II est aisé, en appliquant le théoréme classique de 
Laplace, de trouver la loi de distribution des probabilités de 


8, = 2, +... + Bq t+ lqay tee $2» 
en posant n=m--l. En effet, la probabilité limite de l’inégalité 


at * <a tm+...t2,<21,)/% 
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est égale a vs fete. Dene, dans le cas of 2, =—1, on trouve la 
a 


te 
méme valeur pour la limite de la probabilité de l’inégalité 
™ im 
at, // <8,—I1<2t, / z3 
et dans le cas contraire, ol z= —1, cette méme valeur correspond & 
Pinégalité 
2t, V$ <S8,+1< 24, "BP 


Par conséquent, en remarquant que It(S;)=B,—m-+l°+ 21, 
on trouve par un calcul facile que la. probabilité limite de l’inégalité 


2,12B, <8,<2,V2B, 
est égale a 


are 


2) — few atl, 


ate Ae a 
mafEtie ea 


Donec la condition nécessaire et suffisante pour que la loi de Gauss 






- r 


F 


soit applicable est que lim ae =. Ainsi, conformément au théoréme A, 
na=oym 


ce cas se présentera, si 1 < Hn?, ot 9 <3}, et alors limt, = limi; =z, 

lim t, = limt; = z,; au contraire, la loi de Gauss ne serait plus appli- 
1 . 

cable, lorsque 1 =n’, car on aurait 

1 

==2,1 


- 


to! 


; 1 . 1 _ ‘, 1 : 
lim ¢ — = lim 4 — —=<z, 1/2 et lim# — = lim tj — 
ots 0 y2 0 iTS 1 


Dans ce dernier cas la loi de Gauss est cependant applicable a posteriori 
(aprés la connaissance du résultat de la m™* expérience seulement). 
Mais il suffirait de modifier notre exemple en ajoutant une nouvelle 
expérience indépendante des précédentes qui influe sur les / expériences 
voisines de la méme fagon que la m™ pour que la Joi de Gauss soit 
également inapplicable aprés la connaissance du résultat d’une seule ex- 
périence quelconque. 

Sans insister sur l'étude plus détaillée des conditions nécessaires pour 
la loi de Gauss, considérons un schéma qui correspond aux conditions 
du théoréme A et qui dans une premiére approximation peut étre utilisé 
pour l’interprétation de certains phénoménes naturels. Soient u,, ue, ..., Ux 
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un grand nombre de quantités indépendantes et soient x,—f,(u,,%,,..-,%,), 
Tg = fig (Uys Uys e+ Uppy over Ly=h (Uys Ugyys---y ty), N= N—*t+1 fone- 
tions bornées de ces quantités, le théoréme A sera applicable a 
S,=2,+2,+...+2,, si, M(x ., +2 4.4+--. +-2;,,)° étant de l’ordre 
g*, of 4>2, quels que soient les x, antérieurs, le nombre ¢ de variables 
dont dépend chaque fonction est inférieur & n¢, ol 9 < cs ; 

Supposons, par exemple, que 2, = /;(u,;-+-u;,,-+...-+4,,,) prend 
la valeur +1 ou —1, suivant que o,=u;+ u;,,-+...+4;,,, est positif 
ou négatif, et z,=0, lorsque o,=0. Si nous admettons que 

M(u;)=— 0, M(uZ)—a, Ml uz] <b, 
le théoréme limite sera applicable 4 o; pour ¢ trés grand. Dans ces con- 
ditions, lim M (x,) = 0, lim M (xj) = 1; il est évident aussi que M(x, 2,)—0, 
si 5=k—i>t, car dans ce cas z, «t x, sont indépendants. Pour cal- 
culer lim M(z;2,), lorsque 6 <¢t, supposons d’abord que S$ ne tend pas 
vers 0; dans ce cas, comme on le verra au Chapitre III, o; et o;,5 
seront en corrélation normale, et puisque 


M (6; 0543) = Me (wirs +... + use)? = (t — d)a, 
le coefficient de corrélation entre o,; et o;,3 est égal a oe et par con- 
séquent la limite de la probabilité que o,;>0 et o,3>0 est égale.a 


e+e 


1 ere os: 
e 


a 
t 


dydz 


0 0 


2 o* [1— (1-4) sine] 

_. We. 
eet ald ododé 
» Ee 

t t? 


}25t—s° d0 ah 2 t—é 
= Qa J t—(t—8) sin 20 zg et x ares an 





i" 


I 


we] 





Donc, en tenant compte de ce que la probabilité de o,>0 est 
égale 45, nous voyons que la probabilité de l’inégalite o;,3 > 0, lorsqu’on 
sait que o, > 0, a pour limite 


; Pe eR SS ee eee 
(58) P.3= o + wets at a + = aresin —"> 


Q* 
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Il est évident maintenant que, 4 tendant vers 0, la formule (58) 
subsiste et donne limP;,—1, car on voit sans aucun calcul que 
Ps =4+ (6), ot (4) doit diminuer de } 40, lorsque 6 croit de 0 at. 
Donec, finalement, pour 6 < ?, 

t—é 


lim M (aj 243) = = arcsin ak 


et on a asymptotiquement pour g trés grand (quel que soit ¢) 


M (24, +--+.) ~ 2S arcsin — Fw! [waned 


* a=0 


=gt(1— 2). 


Par conséquent, si t= n* (9 <1), les conditions du théoréme A 


(en particulier (45>*)) sont remplies, et B, ~ n'+e (1 - =) . 


a 

Nous avons 14 un exemple, ot le coefficient de dispersion croit in- 
définiment avec n, car si les quantités z, étaient indépendantes, tout en 
conservant la valeur M(2;)—1, on aurait B,—n; le coefficient de 

ie £f, 2 
dispersion est done égal a n* | i—-. 

Le plus souvent les fonctions x; =f, que nous avons introduites plus 
haut dépendront de toutes les variables indépendantes, mais il y aura 
seulement un groupe relativement petit de variables dont l’influence sera 
prépondérante. Ce cas sera examiné plus loin. [II est certain, par 
exemple, que la pression barométrique maxima de chaque jour de l’année 
dépend d’un trés grand nombre de causes, mais ce n’est que les journées 
voisines qui sont principalement influencées par les mémes causes. Ainsi, 
admettons qu’a l’intervalle de 10 jours les pressions deviennent indépen- 
dantes; d’une fagon plus précise, supposons que si l’on note pour chaque 
jour donné du calendrier la pression barométrique maxima, pendant 100 ans, 
par exemple, et que l’on calcule sa valeur médiane pour chaque jour déter- 
miné (soit, le 1° janvier), le fait que la préssion du 1% janvier de cette 
année est supérieure 4 la médiane de ce jour, ne permet pas d’attribuer 
pour le 11 janvier ou les jours suivants une probabilité plus grande au fait 
que la pression dépassera la médiane du jour correspondant qu’a l’hypo- 
thése contraire. Si cette supposition est vraie, on devra trouver que dans 
chaque année l’excés du nombre de jours ov la pression barométrique 
est supérieure 4 sa mediane sur le nombre de jours de nature opposée 
satisfera approximativement 4 la loi de Gauss; naturellement, la con- 
statation plus ou moins précise de cette conséquence ne prouverait pas 
Pexactitude de notre hypothése. 
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Passons donc 4 présent 4 l’étude du cas de la dépendance générale 
de tous les termes x,. 

§ 9. Lemme fondamental. Soit 8, == u,-+u,+-...+u,, M(S2)— B,, 
M (us?) + M (uz) +... + M(u2) — By (on suppose toujours, pour simplifier 
Pécriture, que M(u;)—= 0). Si, quel que soit Pensemble des valeurs déja 
connues de U,, Uy, ...,U;_,, les écarts que recoivent les espérances mathé- 
matiques de uz et uj ne dépassent pas respectivement «, et 8, et en méme 
temps Tespérance mathématique de |u;| reste inférieure & c,, la proba- 
bilité de Pinégalité 
(46 ) 2,V2B, <8, <2,¥2B, 


aura pour limite 
2, 


ral e~** dz, 











pourvu que 
n n n 
= % = 8; ao 
1 1 1 
VB. ’ B, ’ Bs 


1 
tendenit vers 0 avec —. 


Dans la suite nous dirons, en général, pour abréger, que les qvantités 
u, sont presque indépendantes, si elles satisfont aux conditicns de ce 
lemme. : 


Passons & la démonstration. Commengons par établir que 
(59) lim 2s — 1, 


A cet effet, posons, en général, S,, =u, + U+ .-. + Um, Bm = M (Sa), 
B,, = Mu?) +... + M (uz), pour m<n. Nous aurons 


(60) By = Bo + 2M[S, thy + Sq ty +. +. + Sy g Uy]; 
or, on a évidemment, 
|M(S,,-. u,,)| < e, M| S,,—3| < On Fas < On Ba,» 
si m, est la valeur de m pour laquelle B,, atteint son maximum. 
Par conséquent, l’égalité (60) peut étre mise sous la forme 
—_ a 
(61) Bu = By, + 20VBy, S a,, 
3 
oi |8}<1. En posant m= n et divisant les deux membres par B, on 
obtient 
(62) 1—P+e, — ou «, tend vers 0 avec +, 











2 & 
car rE tend vers 0 par hypothése; or, en posant d’autre part m= n, 
et divisant les deux membres de (61) par B,,, on a 
(63) oo = +e, 
é, tend a fortiori vers 0, car B,, > B,. De (62) et (63) nous tirons 
_ Bs _ Ba 
a + Fn Ba(1—en)’ 


et puisque By <B,, on « a fortiori 


Bi, Be 
et “lek 


ou a, tend vers 0, d’ou il resulte immédiatement que 


(59) lim 2* = 1, 


n=@ B, 
Ur 


Ce résultat étant acquis, posons y, = isa et calculons 
2 Ba 


sm 

(64) @,=m(e i”) 
pour m<n et |é|< N, ot N est un nombre donné aussi grand qu’on 
veut. A cet effet, remarquons que, quels que soient y,, Y¥.,---, Y¥,—,» On 
aura toujours 

: M (uz) 
(65) M(ettme) —= 1 — a e446, 
ou 

ee Be 

(66) || <A( 2 +B +5 a) Mes 


A éant une constante fixe qui ne dépend que de N. Or, si on a 
deux quantités liées d’une fagon quelconque, z et z, telles que, x étant 
donné, Vespérance mathématique de z devient égale 4 R+ d(x), ot R 
est une constante, on a 


(67) M (xz) = RM(x) + M(x d(z)); 
par conséquent, si |z|< C et |d(x)| <e, il vient 
(68) IM(xz)— RM(x)| < Ce. 


En appliquant ceci au calcul de G,,, nous tirons donc de (64) que 


m~-1 
(69) G,—=M(e i ".etem) ag, (1 os “ é ‘) + Yn 
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ot |y,,|<,- L’équation de récurrence (69) conduit immédiatement 4 
la valeur de G,, 








(70) G, = £,,+ ES) H 
1 
ou 
ae _ Ruf) ‘( _ Muy) ) ( _ M(up) ) 
(71) z, =(1 sary Ot are pe — are 


™m 
Or, en remarquant que, pour m2>k, \m|<1 et > |r! tend 
1 
vers 0, lorsque m croit indéfiniment, nous voyons 
m 
1 


tend également vers 0, quel que soit m<n. 
D’autre part, en prenant les logarithmes des deux membres de (71), 
aprés y avoir posé k =n, on vérifie facilement que 


(73) lim E, = “F 

et par conséquent, on a ein Ml 

(74) lim G, = ef 

Done la probabilité de Pinégalité 

( 46 >is) 2 V2oR, <8, <2, VOB, 


Z; 
a pour limite (en vertu du théoréme 3) referee, et, grace 4 (59), on 
a 
Zo 


peut remplacer B, par B, dans (46%), ©. q. f.d. 

Remarque. Avant de passer aux applications du lenime démontré, 
remarquons qu’il aurait pu étre généralisé de la fagon suivante: la con- 
clusion du lemme subsiste égalemeit, si ses conditions cessent d’étre véri- 
fiées, lorsque les quantités u, prennent certaines valeurs ayant pour pro- 

n 
babilités ¢,, pourvu que »’e, tende vers 0 avec > . Il faudra, bien en- 
1 
tendu, que toutes les espérances mathématiques qui interviennent dans 
Pénoncé soient calculées dans l’hypothése qu’aucune de ces valeurs excep- 
tionnelles ne soit réalisée; il se pourrait méme que sans cette hypothése 
certaines des espérances mathématiques n’aient pas de sens. (Voir la page 12.) 
En effet, la probabilité p, que l’une au moins des valeurs exception- 
n 
nelles se réalisera est non supérieure & S’e,; donc, la coéxistance de ce 
fait avec l’inégalité ’ 
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(46) 2, 12B, <8, <2, V2B, 

a une probabilité qui tend vers 0 avec =, et la probabilité a priori de 
Pinégalité (46) a, par conséquent, la méme limite que la probabilité de 
sa réalisation avec la non-existence des valeurs exceptionnelles, c’est-a-dire 


lim (1 — p,) 4 fevas oe fevae. 
n=@ 1s ¢ iz/ 


§10. Théoréme 3B. Soit 8, —2,+2,+...+2, une somme de 
quantités dépendantes entre elles jouissant des propriétés suivantes: 
é. M(S,) = BL > Mn’, ot 4>%; 2. quelles que sotent les valeurs déja 
connues de certains des z,, on peut fixer un nombre L, tel que, pour 
t>k, Pespérance mathématique de | arp | reste inférieurea L; 3. dans 
les mémes conditions, on peut fixer un nombre N, tel que Ton ait l'une 
des inégalites*): 
M' (x54, +--+ 4_)° < Ng* ou bien M'(z,,. +... +2445)" < Ngn*-, 
quel que soit g; 4. dans les mémes conditions, pouri—k>n*%, o& 
0 <; est un nombre positif fixe, la variation de Tespérance mathéma- 
tique de x, ne dépasse pas —., ou pris, et lorsqu’on a de plus 

n 

j—k>né, la variation de Tespérance mathématique du produit x,x; ne 


dépasse pas —,. Dans ces conditions, la probabilité de Pinégalité 
n 


(46) 2, 12B, <8, <2, 2B, 
2 
a pour limite 1 feds. 
yx J 
La démonstration est analogue 4 celle du théoréme A; seulement au 
lieu de réduire S,, aprés l’élimination de certains termes et un groupe- 
ment convenable des termes restants, 4 une somme de termes indépen- 


dants, nous devrons remplacer 4 présent S, par une somme de quantités 
presque indépendantes. A cet effet, posons encore 


Y¥, = 2%, + 2%, Feet Uy, = Tr a 
Yo = Tynes. ee he er a er 

(47™) 
%: = Za-yat+wsi t+: + Mas+w-e , = Zyey—nta t-+- + Lys 


4) Pour 4<1, c’est la premiére qui est moins restrictive; pour 4>1, la se- 
conde inégalité est la moins restrictive. On peut aussi remplacer ces inégalités par la 
condition un peu plus générale que l’une des inégalités M’ (xz, 1+ ...+2%4,)" < NB, (2) 


i - 
ou M’ (x 41+... +2445) <N Be (5) soit satisfaite. 
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ou, comme auparavant k=n?¢, l=n’, h+ko>n'-*>h, "avec 
0<6<1A—20 eh hSk, en ajoutant encore linégalité 6 < yu. 
On a alors 


(37™) 8, == + % 
on 2,= 9, +4. t--- +Yp SRE Rs: HEM En remarquant que 
2 
M (uj) < k* Li et | ME (u,;u;)|< kM (isl) < —, nous en concluons que 
n n 


2,274 
(75) M (7 ) < Lk? Li oa a — L¥ n@+2e a L* n28+20e-«, 
n 
Donc, A étant une constante fixe, le rapport 
3 
(76) aL < A[n*+e-4 + n24+8e-4-#] 


tend vers 0 avec <, puisque 6<A—20 et d< yw. Par conséquent, en 
vertu du lemme**) §6, notre théoréme sera établi, si nous montrons 
que le théoréme limite est applicable 4 2,. [I] suffira ainsi (§ 9) de 
prouver que les quantités y, sont presque indépendantes. Dans ce but, 
remarquons que l’accroissement de Mt’ (y,), lorsque certains des y précé- 
dents sont connus, ne peut dépasser a; = =a donc 


i 
77 ¢* Bie : 
cpt 
pa a i 


tend vers 0. Dans les mémes conditions V’accroissement de ®t’ (yj) ne 
rg 


pourra dépasser £; = ai, de sorte que 
n 


I 
Zh nt 1 


B, + Mn*~ yp? 





tendra également vers 0. 
Il ne reste plus qu’d démontrer que, c, étant le maximum de M’ | y;'|, 
i 





zu 
lorsque certains des termes précédents sont connus, on a lim + = 0. 
n=@D 


Bs 
A cet effet, remarquons que par un raisonnement absolument identique 
& celui du § 7, on peut fixer une constante C, telle que 


M’ |e4. +... +24,|° < Cg" ou 
M’ |e, +--+ ay 4,|°< Cginte» 
suivant que 4< 1 ou A> 1, 


2 
12) [] résulte aussi de ce lemme que lim pn 


n=@ B, 


(78) 


= 1, 
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quels que soient ¢ et g; donc, en particulier, en nous plagant, par exemple, 
dans la premiére hypothése, 


6, < Ch¥ < Ont*4-%, 


D’ou 
i 

(79) ll © ygta-a+s-g2 _ © 490-43) 
B ‘3 MM M 


tend vers 0 avec ., si A> s; le théoréme est ainsi démontré. 


§ 11. Considérons l’exemple suivant. Un joueur A répéte un grand 
nombre n de fois un jeu équitable, de sorte que dans chaque partie son 
gain algébrique z; a l’espérance mathématique Y(z;)—0. Nous suppo- 
sons que les différents jeux se distinguent par les enjeux seulement qui 
sons liés de la fagon suivante. Soient u,, u,,.-., u, les valeurs algébriques 
du gain possible z, dans le premier jeu, et supposons que |u;| << L 
(¢=1,...,¢). Ainsi, par hypothése, p, désignant la probabilité de léga- 


& 

lité z,=u,, on a M(z,)— Sp,u,=—0 et soit M(r?)—5,. Nous 
1 

supposons que, si dans le premier jeu la valeur du gain algébrique a regu 


une valeur déterminée z,, alors dans le second jeu p, représentera la pro- 
babilité de VPégalité z, = u,(1 + *%), ou « est une constante positive 


qui doit satisfaire 4 linégalité e< 5 - 
Du moment que le résultat z, du second jeu est également connu, 
p, dans le troisiéme jeu est la probabilité d’un gain algébrique 
r= u, (1 + ex, +<2,) et ainsi de suite; en général, dans le (¢ + 1)™* 
jeu p,, aprés la connaissance des valeurs de 2z,, 2,, .-., %;; = la 
probabilité du gain algébrique z;,, = u, (1 l+ex,+- gia t- ta — z,). 
Il est évident que l’on a bien non seulement a priori, mais, quels que 
soient les résultats des jeux — M(x,) = 0 et M(x,x;) = 0, pour 
. D’autre part, la condition « < P + améne que le signe du gain z,,, 


est rere celui de u,, quels que soient les résultats des jeux précédents 
(qui ont ainsi pour seul effet d’augmenter ou diminuer dans une certaine 
proportion les enjeux du joueur A suivant qu'il ait été précédemment 
favorisé ou non par la fortune, l’influence de ces résultats antérieurs dimi- 
nuant en progression géométrique 4 mesure que la succession des jeux 
avance). En effet, soit ¢ la plus petite valeur de l’indice pour laquelle 


le facteur 1 + ez; +3%- at:- +m 


& 3; ainsi, par hypothése, pour les mémes valeurs de 2,, 2,,...,2%;—4, 


=o, pourrait devenir inférieur 
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la somme o,;_, = 1+ 2%,_,+ .-+ sins serait positive; donc, o; serait 
le plus petit possible, lorsque z; prend sa plus grande valeur négative 
possible qui correspenderait & u,— — L, c’est-a-dire, pour 

2, = —L(1 a emt... + at) = — Lo;,_,; 
en tenant compte de l’identité 

1 1 

(80) %=FG4-rt zt ey, 
nous en concluons que, pour avoir o;< }, il faudrait que 


ex, — 57 <0, 


ce qui n’est pas possible, puisque z;< 0 et « — iT < 0; par conséquent, 


quel que soit ¢, o,>%. On voit facilement que l’espérance mathématique 
b, = M(x?) a priori est déterminée par la relation de récurrence 


2 
b= b,[1+e* pate tae ba], 
d’ou lon tire d’abord 
1 3 
b= b, (eb, + x) vs b, 
et, finalement, 
3—4e*b, (+7) 


b= b, 3— 40d, 





D’aprés la condition «< 5 sr: b; est borné supérieurement par sa 


valeur limite, pour «= oo, eas. iy car on a, a fortiori, e< Vi . 
1—}e*), : 2/5, 
L’espérance mathématique du carré du gain total est donc égale a 





1 n 
—(s*d, 4+ — 
B - >» ae poke sued | ( +4) 
a i + 840", + (8—4e%b,) 
et, asymptotiquement, 
3 nb, 


B,~ 3-400, 


Pour yeouver que le théoréme B est applicable, calculons encore 
bf = M’ i dans l’hypothése que z,,..., 2; ont pris des valeurs dé- 
terminées x°,..., 22; Om @ encore Boa de récurrence 


= (al) +... + gore (28), 


steed [t betes. +5 iat 








= 
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de laquelle on déduit, comme précédemment. 


1 s~1 

’ 2 =. 

* 3—G(« b,+5) 
bi+s = by 3—42*bd, ’ 











oa C est déterminé par l’équation sas, =1+6%(29)*+.. 


t-1 
Mais d’aprés (80) on voit facilement que z, est borné BP, 
— L’ d’ot il résulte que C est également borné, et, par 





par la valeur 


conséquent, bi, — b;,, décroit avec la croissance de s comme une progres- 
sion géométrique décroissante, c’est-a-dire, méme beaucoup plus rapidement 
que cela n’est exigé par notre théoréme. Les conditions 2 et 3 du théo- 
réme sont manifestement remplies. On peut donc bien affirmer que la 
probabilité de 


Wok 6nb, 6nd, 
5 3— ae), <% +2 +-- +, <4 3—4e*b, 


zZ 
a pour limite ye fetae. 
a 
Zo 


$ 12. Comme seconde application de notre théoréme, nous allons dé- 
montrer un théoréme de A. Markoff. Rappelons la définition d’expériences 
formant une chaine simple introduite par lillustre géométre russe. 

Soit donnée une suite d’expériences, dans chacune desquelles se pro- 
duit P’événement Z ou son contraire EF. 

1. L’événement EZ dans la k™° expérience a une probabilité a priori 
p, (la probabilité de E est dans les mémes conditions g, = 1 — p,). 

2. Dans le cas, ot l’on sait que l’événement Z s’est produit dans la 
k™® expérience, mais qu’on n’a aucune connaissance supplémentaire sur 
les résultats des expériences ultérieures, la probabilité de l’événement Z 
dans la (k + 1)° expérience regoit une valeur p;,, (différente, en géné- 
rale, de la probabilité a priori p,,,) qui ne dépend pas des résultats 
des expériences antérieures, supposés connus ou non. De méme, si l’événe- 
ment E ne s’est pas produit dans la &™* expérience et qu’on ne sache 
rien de nouveau au sujet des expériences ultérieures, l’événement HZ dans 
la (k+1)™* expérience regoit une nouvelle probabilité p,’,, quels que 
soient les résultats des expériences antérieures (premiére, seconde etc. jusqu’a 
la (k —1)™* inclusivement). L’événement contraire recevra, évidemment, 
dans chacune de ces deux hypothéses, les probabilités respectives 


va =i- Pris , G41 ai-— Pris . 
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Dans ces conditions, nous dirons avec A. Markoff que les expériences 
considérées forment une chaine simple. 

Il est clair que les probabilités a priori p, seront liées aux pro- 
babilités conditionnelles p;, p/’ par la relation générale 


Pass = PrPass + Press 
ou bien, en posant 


P,— P, = 4,, 


(81) ” , 
Pass = Pensa + Phar = — Mess + Piss? 
dou 
Poss = Pass — Py Og41> Poss = Pass + Mess. 


Désignons, en général, par P,"’, la probabilité de Z dans la (k+s)™ 
expérience, lorsqu’on sait que l’événement EZ s’est produit dans la k™® ex- 
périence, sans rien savoir sur les expériences ultérieures 4 cette derniére; 
de méme, nous désignerons par P,”, la probabilité de 2 dans la (k + 8)” 
expérience, lorsque E ne s’est pas produit dans le k™* expérience. (Ainsi, 
en particulier, P= pi.., Pi, =pf,,). 

On a ainsi ia relation récurrente 
(82) od 2 epee O45 + Pris 
analogue 4 (81), o& &-+1 est remplacé par k-+-8, et, en retranchant 
celle-la de (82), il vient 

Pate ee Pris 24 4. Pirers — Pyss—1)' 


de la on tire immédiatement 


k) 
(83) Pre — Pass = Ones 9 psa ' ++ Spee 
et d’une facon analogue 
2 bis Dp (k) 
(83) Pas — Pare = — Ser %eee ++ Ont ePe- 


Posons x;= X;— p;, ot X; regoit la valeur 1 ou 0, suivant que Z 
se réalise ou non dans la i™ expérience. On a alors M(2z;)=—0, 
M(x?) = ,9;, et, pour i< k, 

(84) M(x, x,)= v.9:[9, Pe? — P,(1— Py”) + v, (1— PP) — 9 Pe”) 
= D9; 41 +++ Oy: 
Done, 
(85) B, = M(2,+2,+...+2,)* 
= 7,4, (1 + 28, + 24,0, +... +284, --.4,) 
+ 929, (1 + 26, +... + 26,...6,) +... +7, q,- 
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A. Markoff a étudié le cas, ot l’on peut fixer deux nombres P, et p,, 
tels que l’on ait, quel que soit ¢, 


(86) 0<pSyRSP,<1, Po SP; SP. 


En d’autres termes, aprés la connaissance des résultats des expériences 
antérieures, l’événement Z dans l’expérience suivante ne devient jamais 
ni certain ni impossible et méme sa probabilité ne s’approche jamais in- 
définiment de 0 ou 1. Pour le moment, nous allons nous restreindre a 
Yhypothése de A. Markoff, en nous réservant de généraliser un peu plus 
loin ses résultats. 


Nous remarquons immédiatement que l’hypothése (86) entraine également 


(87) PoSP:5P et (|6/5PR—p=db<1. (#>1) 
Par conséquent, on a 

n 1+4 
(88) B.<Z:To3~ 


et, en général, 
(89) Maj. +--- +24.) < Ng. 
Or, pour l’application du théoréme B, nous avons besoin encore de prouver 
Pexistence d’un nombre positif M, tel que 
B,> Mn. 


A cet effet, nous allons présenter B, sous une forme remarquable due a 
A. Markoff. Posons 


(90) F148 448,,, +--+ dabecas-&, 
de sorte que 
(91) T,., = 1+ 6,7,; 


par conséquent, en remarquant que 
1+ 26,+26,6,,,+...+246,6,,,...6,=7,-—dTf, 


on met (85) sous la forme 


(92) B, = 7,9, (7, — 8; TZ) + P9q(T3 — 53 TZ) 
Lo. + py g,-1 (To, — 0373) +7,9,T, 
= Ti 4,+Tl4,+...+724,, 
ou 
(93) A, = PG — OE Px—a Me-1 (k= 2,3,...,m), 
et 


A, = Py. 


Théoréme limite du calcul des probabilités. 31 
Or, @aprés (81), 
Pea Gers = (PuOess + Poss) (GM Ons + Ms) 


a8 Obs, Pe Qe + 9x42 (Peers + Pheer Ge) + Peer Gers 
et, pareillement, 


Pair QGers =(— Wess + Pass) (— O42 Pet % +1) 
i Opes PG, — One. ( Pe Pass + Ue Grr) + Pass Mes: 
Donc, 
(94) A, = 9, (Pe- 1% + Pe Me-1) + Pe NG 


st 


= — 4b, (Py—a Pe + Ge-1 %) + PEM 
est dans tous les cas positif, et, de plus, 4 cause de (86), 
(95) A, =] Pyo(1 — Py). 


D’autre part, de (91) nous tirons 








ee ; 1 1 
(96) Tey + Te =14+26,7,+(1+8)%S yap iget 
Done, 

(97) B. > Poll-Po) , 


= 2(1+8°) 


Si nous remarquons, enfin, que, pour k — i > = (oa o< =) , les valeurs 
WN’ (w,) correspondant aux différents résultats "ditermsinks des 7 premiéres 
expériences ne différent pas de plus de 5°, et que dans les mémes con- 
ditions, pour k — t > - 


et l—i > —, il en est de méme des variations 
n 

de M(2x,2z,) (car on vérifie sans peine que, l’événement EZ s’étant produit 

i la i expérience, on a 

(100) M(x, 2) = MyM Du oa +++ OG (Gu — Pu) O41 +++ D+ 4, (OL RSI), 


et dans le cas contraire 


(100) M(x, ©) = Py Oya <> 8+ Di (Py — Me) Oi 41 «++ 4) 
nous voyons que le théoréme B est applicable, et nous obtenons ainsi le 

Théoréme de Markoff. St dans une chaine simple dexpériences 
les probabilités conditionnelles p; et p;' satisfont aux inégalités (86), la 
probabilité que le nombre m dapparitions de Tévénemenit E dans n ex- 
périences satisfera a Vinégalité 
(98) 2,12B, <_m—(p,+ p,-+----+-p,) <2, 12B, 

2 
a pour limite : fewae, lorsque n croit indéfiniment. 
a 


Zz 
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§ 18. La méthode qui nous a servi pour établir le théoréme de 
A. Markoff permet de généraliser considérablement son résultat. Nous nous 
bornerons d’abord aux chaines simples, en cherchant seulement & remplacer 
la condition (86) par des conditions moins restrictives. A cet effet, nous 
allons supposer que **) 


(99) j4|<1-—, 


ou « est un nombre positif fixe (a fortiori, la condition (99) est évidemment 
remplie, lorsque |6;|=1— Ss, oa ¢; est un nombre positif borné in- 
+ 


férieurement). En tenant compte de (84) et (100), nous voyons que, 
pour k—i>ne, l—iane, k<l, les variations de M(z,), M(x, z,), 
quels que soient les résultats des ¢ premiéres expériences ne dépasse- 
ront pas 


ne 
(101) [e+ --- 441 (1— =.) mw enne tic t 


’ 
n? 


c’est-i-dire, satisferont & la condition (4) du théoréme B, si ae<o< 1. 


Nous arrivons ainsi 4 une premiére généralisation du théoréme de 
A. Markoff: 


Si |d,|<51—- (a@<1), la probabilité de Pinégalité 
n 
(98) 2, V2B, <m—(p,+p,+---+7,)<2,12B, 


aura pour limite 
yz fetae. 
)z 
Zo 


pour n—+ co, toutes les fois que B,> Mn’, ot 4>2a,1>3 et que 
M'(z,,, +--+ 4,,,)” est (quels que soient les résultats des expériences 
précédentes) inférieure au plus grand des nombres aB,% ed aB, (£)’, 
ou a est un nombre positif fixe. 

En effet, dans ces conditions, on peut satisfaire 4 la double inégalité 
(102) 2<o< z . 

Considérons certains cas, oi les conditions de cette propositions sont 
remplies. 

**) Tl n’y aurait rien & changer dans les raisonnements, si ae était remplacé par 

n 


*. dans (99), ¢ étant un nombre positif fixe. 
n 
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Admettons qu’il existe un nombre positif fixe b, tel que*‘) 


(103) > Pg > bn 
1 
et supposons 
(104) 1- = <4,<1-—., 


ou ¢ est une constante donnée (pour simplifier l’écriture, nous poserons 
¢=1). Dans ces conditions, le théoréme limite est applicable, quel que 
soit «<1. 

En effet, en vertu de (104) 


(105) +88 a bo + O-8,> (8 —1)(1—(1- FB) 


1 , -a 
> 3(t —1), 
si i*<n—4, et, a fortiori, si i <n—n*. Done (d’aprés (85)), 
n—n® 
(106) B,> S 7a(t+1)*; 
1 


or, en vertu de (103), 
n-—n® 


rn 
2 Pits > bn — zur g™ 


d’oi (a cause du fait que p,g,< }) 


2bn 2bn 
: 1 > a. 1 2bn)'** 
(107) B,> 72 (6+) > rf 2* dz — C7") = Mn. 
0 
Mais, d’autre part, 
1 
ee 
(108) 8, + 8,8,,,+.--+&...8, <—— =a*—1; 


1 
ne 
par conséquent, en remarquant, qu’aprés la réalisation de Z dans la 7*™* 
expérience (¢ < k), on a, en tenant compte de (100), 
1*) Cette inégalité (103) sera réalisée, par exemple, si on a 


1 1 
PSz ZO Pe SPP SP, (EPpy), 





et, en particulier, si pj’, , = : =e, dans ce dernier cas on a d’ailleurs lim p, =} 
=@ 
_ 2h 4 1 
de sorte que lim ——-==, et si de plus p ==, on a, pour toute valeur de k, 
a=-0 ” 2 i 2 
> 
>™ _* 
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(109) M' (a4 + eet %+,) = (Peta Metat % Gees — Poss) 942-+- Fea] 
(1+ 26... +.-.+26,,4.--5,4,) 

+ [Pera Geta t % Gera — Para) 941-49) 

(1+ 26,,,+...+24,,,...4 


+ [Pag M+g + %(M+—— Proig) 941° b+ 9) 
on en conclut que, quelles que soient les circonstances antérieures, 


’ \ 5 
(110) M24. +--- +24.) < Fgn*- 


L’existence des relations (107) et (110) prouve l’exactitude de notre 
affirmation. [Il importe de remarquer que dans le cas mentionné, la 
probabilité de l’inégalité 

aie Poe 


1 
——i_—\<e 
n n 





tend vers 1, quelque petit que soit « (on dit, pour abréger, que la loi 
des grands nombres s’applique), mais le coefficient de disperson croit 
indéfiniment. Au contraire, comme je I’ai montré 4 un autre endroit**), 
si dans (104) on avait «>1, la loi des grands nombres ne peut étre 
applicable; et il est évident que, B, étant dans ce cas de l’ordre de n’, 
m 


/2B, 





la loi de Gauss ne saurait aussi étre applicable & 
borné. 


=2, car z serait 





1%) Sur la loi des grands nombres“ (en russe). Communications de la Soc. 
Mathématique de Kharkow 16 (1917). Ce travail contient la démonstration et 
quelques applications du théoréme suivant: Soient A,,..., A,,..., A, une suite 
quelconque d’événements dont les probabilités a priori sont, respectivement, 
Dan cvcy BOs ov <5 Mad pi? et 7? sont les probabilités respectives de A,, lorsqu’on 
sait seulement que A, a été réalisé (n’a pas été réalisé) (i<k). La condition né- 
cessaire et suffisante pour que, « étant arbitrairement tit, la probabilité de |’in- 
égalité 





m Pt Pet... +Pn 
n n 





<e 

tende vers 1, lorsque n —+ co, est que, « étant arbitrairement petit, on puisse prendre 
Sp yso 
= Py = Py 


m assez grand pour avoir p, % = — $+3 
n 





<a, quel que soit i <n. 


En particulier, dans le cas d’une chaine simple, si 4-1-4, la loi des grands 
nombres sera applicable ou non, suivant que p,q, tend vers 0 ou non, Jorsque i croit 


indéfiniment, et elle ne sera jamais applicable, si 5, =1 -< , or a >1, 
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Supposons & présent que tous les 4, sont négatifs ou, d’une facon 
plus générale, que les valeurs négatives de 6; se rencontrent périodiquement. 
Tl est clair que, dans ces conditions, une somme de la forme 6; + 6,6;,, +... 
sera nécessairement bornée; on pourra donc toujours fixer une constante 
N telle que dans toutes les circonstances 


M' (Ap. +--+ 24,)°< No. 
Ainsi, dans l’hypothése indiquée, le théoréme limite sera applicable pour 
« <% toutes les fois que 
B,> Mn, 

M étant une constante. 

En particulier, sion a un nombre fixe <1, tel que | 4,| < 4, le théo- 
réme limite restera applicable, méme lorsqu’on a **) pj = 0 pour toute valeur 
de k, pourvu que p, > b> 0. 


Signalons aussi que, si 6;= — (1 —+) , oL a<}, le théoréme limite 
sera applicable, pourvu qu’on ait pj > <, qi > 4, ou A est un nombre 


fixe. En effet, en tenant compte de (92), (94) et (96), on peut fixer un 
nombre M tel que 
B,> Mn'-*. 


Mais d’autre part, en transformant (109) de la méme fagon que (85), on 
pourra écrire 
(92>) M’(aye yy tes + pay) = Seer Ths) +--+ Abe (TMie)* 
ou 
Te = 1+ Sera t Sete Sees t+... + Sere... Set, 
Ages = Pasa esi + 9; (Gers — Perr) O¢4+1-+- Opts 
Absn= Ansan t+ G6 5¢41--- Seen [Gera — Perk — Oe+n(Ge+n—-1— Pe+n-1))- 


Donec, puisque actuellement on a TY, <1, on aura 
h=g-1 
’ 2 
M (Span tees + Peay) < Prog Mery t+ ae o Prin Me+nr 
h=1 
; A=g-1 
"+9: 9:41+++ Ons g (Gry — Prog) be Py D42++-Onsn(Geen — Pern) 
A=1 


<2+ “e < 4g3-*. 
Nous reviendrons encore sur ce sujet, mais il nous sera utile de dé- 
16) On a alors, en effet, gk =1+4,; donc de (94) on tire 4,>06(1+4,), 


nb(1—8) 
2(1+68*) 





done B, > 
3* 
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montrer auparavant un théoréme général analogue au théoréme B, dont 
les conditions sont quelquefois plus commodes pour les applications. 


§ 14. Théoréme C. Soit 8,—2,+ ...+ 2, une somme de quan- 
tités dépendantes jouissant des propriétés: 1. B,—IM(s,)> Mn’, ow 
4> 4; 2. quelles que soient les valeurs déja connues de certains termes z,,, 
on peut fixer des nombres L, tels que, pour i>k, Vespérance mathé- 
matique de |z,\*, o q est un nombre entier quelconque, reste inférieure 
aL,; 3. si de plus |i—k|>n2, la variation de M'(x;) ne dépasse 
pas e~**, « étant un nombre positi{ donné arbitrairement petit. Dans 
ces conditions, le théoréme limite sera applicable a4 la somme S,, pourvu 
que Ton ait 0 < = . 

La méthode de démonstration reste la méme que pour le théoréme B. 
Ainsi, en conservant les mémes notations, on trouve pareillement que 
za % Zh 


iz et = tendent vers 0 avec ; seulement au lieu de prouver direc- 


tement que lim ae =(, nous allons montrer que, pour 2q suffi- 
a= a 
samment grand, 
i 
TR (yZ*) 
(111) lim *- —=0, 





q 
n 


ce qui sera suffisant, en vertu de la remarque qui termine le premier 
Chapitre (& cause de |’inégalité (28)). 
A cet effet, remarquons que 
a SR 
(112) M(g2*)— =m (Zs,...2,), 
ot a,b,..., m. sont 2q nombres quelconques compris (47°*) entre 
(¢—1)(h+k) et #(h + k)—&-+-1. Considérons un produit z,7,...z,,, ot 
a<b<...<m. Il y aura deux cas 4 distinguer: 1. au moins un des 
indices f jouit de la propriété que |f—/f’| > ne, oa f’ est un quelconque 
des indices des autres facteurs du produit considéré; 2. aucun des indices 
ne jouit de la propriété indiquée. Dans le premier cas, 


(113) |M (a, 2,.--2,)| < Ly, e-*'; 


q~1 , 
dans le second cas, 


(114) | M(x, 2,...2%,,)|< L,,. 


Pour obtenir des produits de la seconde espéce, on pourra choisir 
arbitrairement les indices croissants f,,f,...f,,., du premier, troi- 
siéme,..., (2g—1)™* facteurs, le nombre de ces choix possibles étant 
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inférieur & h*; ensuite, les indices /,, /,,..., fg, des facteurs occupant les 
places paires devront satisfaire respectivement aux conditions que 
fax — fax—-1 M*® OU fay 4, — fo, Sm, car si Pun des indices f,, ne satis- 
fait & aucune des deux inégalités indiquées, il jouit précisément de la 
propriété qui ferait rentrer le produit correspondant dans la premiére 
catégorie. Par conséquent, le nombre des produits de seconde espéce est 
inférieur 4 (2hn2)*; le nombre des produits de premiére espéce est in- 
férieur & A*’. Donec, en tenant compte des permutations des indices qui 
ne dépassent pas 2q!, nous voyons que 


M (yf) < Bq! [L,,-, h**e-** + Ly, (2hne)*] < Ano", 


ou A, est une constante qui ne dépend que de g, pour n suffisamment 
grand. Donec 


: 2 
EM yi") 
a is 


< Ay nii-s+ o—A)qt+d 
M¢ . 


(115) 
et, puisqu’on peut attribuer & 4 une valeur positive satisfaisant aux in- 
égalités 
1+e0—1i<d<i—2o, 
car 
o< 24-1 ) 

lexposant de n dans (115) devient négatif, si q est assez grand. Par 
conséquent, qg étant fixé, 

M (y?4 

Bt 


n=@ n 


§ 15. L’application du théoréme C aux chaines simples conduit 
immédiatement 4 une généralisation nouvelle du théoréme de A. Markoff: 


Le théoréme limite est toujours vrai, si 


1 , 1 1 ” 1 
(116) =< ge hms =, Ge Ki oe 


ou a<t. 
En effet, nous tirons de (94), Ag=— ge-1d¢(pi— Gt) + PEM 
= — Pr-s Ox (PE — Gt) + PEG; donc 


' 1 1 1 

(117) 4,> +(1-+) > 5h. 

Par conséquent, en tenant compte de (92) et (96), nous voyons que 
1-a 

(118) B,> 3-3: 


Or, d’autre part nous avons déja (101) vu, que la variation de IM’ (x,) 








38 8. Bernstein. 


est inférieure & e-"°~“, quels que soient les résultats des i premiéres 
expériences, si kK —i > ne; et l’on reconnait immédiatement*’) qu'il en 
est de méme de M’(z;), lorsque ce sont les résultats de la k™* expérience 
et des suivantes qui sont connus. Ainsi, il suffit de remarquer que, sous 
la condition « <4, on peut réaliser l’inégalité 
2(1—«)—1 
——- kame 

I] y a lieu de signaler que ce dernier résultat s’étend évidemment 
au cas d’une chaine S, = z, + 2,-++...-+ 2, de quantités, dont chacune 
peut recevoir k valeurs déterminées a,,...,a@,, telle que, z, étant fixé, 
la probabilité P,,, , de Pégalité z,,,—a, ne dépend pas des valeurs 
GB Bas Bas o009 Manas 


Le théoréme limite est applicable a une telle chaine, si 


“<x 


3 < Pasa<l— a 
ob a<}. 

Comme nous l’avons vu plus haut au § 13, en introduisant des 
hypothéses supplémentaires, on peut élargir encore les inégalités (116). 
Mais la question reste ouverte de savoir, si la valeur de « dans (116) ne 
pourrait étre augmentée d’une fagon générale. I] est certain cependant 
que le théoréme limite peut cesser d’étre applicable pour «=. II 
suffira d’indiquer un exemple, ot ceci se présente. 


Soit p, = 3, et (a étant un nombre donné positif) 


pi = Gi = —;, lorsque i<n' 


(119) Pi =a ==», lorsque i >nt+1 


_ 


PA =Pi => » lorsque =n -1. 


Dans ces conditions, 6,4,,—0, de sorte que l’on peut considérer 
Yensemble des » expériences comme deux chaines indépendantes, dont la 
premiére et composée de n* et la seconde n— nt expériences. Si le 
théoréme limite était inapplicable & la seconde chaine, celle-ci nous 


17) P\® désignant la probabilité de E dans la ime expérience, lorsqu’on sait 
que E est arrivé dans la kme, on a 


Py P= p, Pi; done Pan = = pio = Pt (1 +Op45 +5 Oe ) , 
A 


et dans les mémes conditions I (z,;) = es S41 Oc nee—ne-Fc e-n@’—*, quelque 
soit o’<o. 
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donnerait déja elle-méme l’exemple cherché. Admettons donc, au con- 
traire, que le théoréme limite est applicable 4 cette derniére, de sorte que, 
m, désignant le nombre d’événements HZ dans la seconde chaine, la pro- 
babilité de l’inégalité 





(120) Zo 12Bi < m, — > M<% 12B%, 
P nbss 
ov 
_ aati] gt 
Bs =2(m, - 39) - an|m, — 2 | ~> 
\ n as 
a pour limite 


1 few dz. 
is 


Supposons & présent, pour rendre la conclusion plus intuitive, que 
le nombre a dans (119) croit indéfiniment d’une fagon quelconque avec n. 
Alors, la premiére chaine est caractérisée par cette propriété que, si 
Pévénement FE s’est produit dans la premiére expérience, la probabilité 
qu’il est arrivé dans toutes les n} expériences a pour limite 





1! -1 
lim (1 — ) = lime * =1; 
an* 
e’est le contraire qui a lieu, si l’événemert EZ ne s’est pas produit dans 
la premiére expérience. 
On en conclut que dans le premier cas, c’est la probabilité de l’in- 
égalité ad tgige hd ion 
ty V2B, + 5Vn <m—5<5Vn+2,V2B;, 
et dans le second, la probabilité de l’inégalité 
2, V2B,— 4 Vn<m—*%<—1Vn+2,V2B,, 
2; 
qui a pour limite 7 e-?" dz. 
a 
z 


Done la probabilité de l’inégalité 


red 3— 
zVn<m— > <2z,Vn 


2)x ts ferart fer a. 


aurait pour limite 
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ou 
atb 2 


3 1 1 5 
= Yam ——+2I3, = -—-—+2,)3, 
~ ne iit ; ae 


jj cel 


=p tel, ta qtale. 

Ainsi, dans la seconde hypothése, c’est la chaine entiére qui ne satis- 
fait pas au théoréme limite. On peut done affirmer que la limite supé- 
rieure des valeurs de « dans (116) pour lesquelles le théoréme limite est 
applicable dune facon absolument générale est comprise entre } et }. En aban- 
donnant ce sujet, nous n’avons donc pas complétement épuisé le probléme 
de la géneralisation des conditions (86) de A. Markoff, 4 propos duquel 
Pillustre géométre s’etait exprimé ainsi**), «on peut, certainement, poser la 
question de la généralisation des résultats définitifs aux cas, ot certains 
des nombres p,, 1 — p,, 5,,, peuvent s’approcher indéfiniment de l’unité. 
Mais nous ne nous occuperons pas ici de cette question difficile, en la 
laissant ouverte pour d’autres chercheurs». 


§ 16. Je me suis arrété assez longuement sur l'étude des chaines de 
A. Markoff, non seulement parcequ’elles fournissent un des exemples 
assez rares, ot les formules explicites qui interviennent dans les calculs ne 
sont pas trés compliquées et permettent ainsi mieux d’entrevoir la nature 
des choses, mais aussi parce que je crois qu'il y a plusieurs phénoménes 
réels que l’on peut interpréter mathématiquement, en introduisant directe- 
ment ou indirectement des chaines analogues 4 celles que nous venons 
@étudier. L’idée de A. Markoff consiste, en effet, & exclure l’action a di- 
stance entre les expériences successives, en admettant que leur dépendance 
réciproque ne se manifeste que par |’intermédiaire des liaisons immédiates 
entre les expériences adjacentes. Or, ce point de vue, qui est conforme 
& celui de la physique moderne, est, en particulier, adopté dans les théo- 
ries nouvelles de lhérédité, basées sur les découvertes de Gregor Mendel; 
on admet, en effet, aujourd’hui que, pour l’étude des générations succes- 
sives, ce n’est que la constitution génotypique des parents qui détermine 
celle des enfants conformément aux lois des probabilités de Mendel, de 
sorte que les propriétés connues des ancétres ne précisent en rien notre 
pronostic sur la nature des enfants, du moment que le caractére génoty- 
pique des parents est fixé. On voit ainsi que nous avons 14 une dépen- 
dance identique 4 celle des chaines simples. Le probléme se complique, 
mais se raméne également d’une fagon indirecte aux mémes chaines, si 


**) A. Markoff, «Etude du cas général des expériences formant une chaine» p. 5. 
(Mém. de l’Ac. de St. Pétersbourg 25.) 
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cest la constitution phénotypique (apparente) que l’on examine, pourvu 
qu’on fasse des hypothéses déterminées sur les relations (exprimées fonc- 
tionnellement au moyen de coefficients des probabilités) entre les pro- 
priétés génotypiques et phénotypiques. Mais, quelque vaste que soit le 
champ d’application des chaines simples et de leurs généralisations’*) im- 
médiates, ce schéma ne peut, comme on le voit par les exemples des § 8 
et 11, comprendre tous les cas qui se présentent d’une facon naturelle. 

En généralisant ce qui a été dit au § 8, on est ameué a considérer 
les variables dépendantes entre elles z,, 2,,...,%, comme des fonctions 
(qui n’ont pas besoin d’étre complétement connues) d’un trés grand nombre m 
de quantités indépendantes*) u,, u,,..., ¥,,- Supposons, pour simplifier, 
les quantités u; ainsi que les fonctions x, = f,(u,, %,,---,U,,) eb leurs 


dérivées partielles oe bornées en valeur absolue. Admettons de plus que f, 
4 


ne dépend d’une fagon sensible que d’un certain noyau des variables u,, 
de sorte que les oscillations de M’(x,), lorsque u, prend des valeurs 
quelconques, ne dépassent pas e~*’, si |k —h| > ne, oe est un nombre 
positif donné, aussi petit, d’ailleurs, qu’on le veut, et réciproquement; le 
nombre 9, conformément au théoréme C, sera assujetti 4 la condition 
o< = ; , en supposant qu’on a B, = M(x, +2,+...+2,)° > Mn’. 
Il est aisé de voir que, dans ces conditions, la loi de Gauss sera applicable 
a S,—2,+2,+...+2,, lorsque n croitra indéfiniment. 

En effet, pour pouvoir appliquer le théoréme C, il suffit de prouver 
que, quelles que soient les valeurs de z,, les oscillations de IM’ (x,) 


ne dépassent pas e~**, oa e’>0, pourvu que |k—i|>2n2. Or, l’ac- 
croissement de 2, 





donc, en vertu de nos hypothéses, 


an’| rat sm 


i—n? 


| Me’ (x,) — Me(x,)| < + Lme-** 








<(2n¢+ L)me-™* <e-™, 


oi ZL est un nombre fixe qui limite supérieurement Ks , tb e'<e. 
A 





Le cas que nous considérons 4 présent, oi nous avons simplifié, pour 


”) A. Markoff, «Sur un cas d’expériences formant une chaine complexe» (en 
russe), Bullet. de l’Acad. Impériale de St. Pétersbourg 1911. 
%) Supposons, pour fixer les idées, que m= n. 
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abréger, les hypothéses concernant les fonctions f,, comprend aussi comme 
cas particulier les chaines de A. Markoff. 

Soient u,, u,,..., %,,.--, %,, une suite de nombres indépendants, tels 
que le nombre u, peut prendre les valeurs +-1,0,—1, ayant respec- 
tivement pour probabilités p;’, 6, et gj. Construisons la suite de fonctions 


(121) X,=—u,+(l — up) wm-.+(1 — up)(1 — Up—1) Up-2 +... 
+(1—uj)...(1— uj). 


On voit ainsi que X, ne pourra prendre que les deux valeurs + 1; 
X,=1, si u—1, ou bien, si u,—0 et u,_,—1 ete. De plus, on 
tire de (121) 


(122) X, =u, +(1— uf) X,-;. 


Par conséquent, si X,_, = 1, la probabilité que X, = 1 prend la valeur 
parfaitement déterminée py -+- 4; qui représente la probabilité que u, = 
ou u,=0, de méme la probabilité que X,—1, lorsqu’on sait que 
X,_, = — 1, devient égale & py qui correspond & u,—1. Nous voyons 
que ces deux probabilités p; = pj’ + 6, et pj restent les mémes, quelles 
que soient les valeurs des X,, ob i< k—1. II suffit donc de poser 

X,+1 , caliaats 
x, =—*;—, pour que z,=1 et z,=0 corresponde 4 la réalisation ou 
non-réalisation de l’événement HZ dans la k™ expérience d'une chaine 
simple avec les probabilités conditionnelles p;, p;. En partant de l’équa- 
tion de récurrence plus générale 


(123) X, = F,(u,, X,-;), 


les quantités u, étant supposées toujours indépendantes, mais admettant 
une distribution des probabilités donnée arbitrairement, on peut construire 
la chaine simple générale de grandeurs, ot les probabilités des différentes 
valeurs de X, sont parfaitement déterminées, lorsque la valeur de X,_, 
est connue. En considérant les équations de récurrence d’ordre supérieur 
& un, on trouvera des chaines complexes d’ordre correspondant. Sans 
entrer dans plus de détails remarquons seulement qu’une équation de 
la forme 


X, = Fi, (%,. Uy-1» X,-1) 


ne conduirait certainement pas & une chaine; c’est ce qui se présente dans 
Pexemple du §11 qui correspond a l’équation 


Xyes = “ess B + X, (c + 7) ’ 
ayant pour solution 


x= it G+em) + Geen) +e) +] 
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Chapitre III. 
Fondements de la théorie de la corrélation normale. 


§ 17. Nous commencerons par établir un théoréme préliminaire qui 
présente une généralisation immédiate du théoréme du § 3 que |’on pourrait 
étendre aussi d’une fagon analogue 4 un nombre quelconque de grandeurs. 


Théoréme. Si deux quantités 5, et 3, dépendant d'un méme para- 
métre n jouissent de la propriété que, N ant un nombre fixe arbitraire- 
ment grand et 5 étant un nombre donné arbitrairement petit, on a 

§*+n? : 
(124) e * MletAn’+2.n] 1) <4, 
tant que |é|< N, || <N, lorsque n est suffisamment grand, alors la 
probabilité de Pexistence simultanée des inégalités 
(125) h<2,<t, & H<B<t 
a pour limite, quand n croit indéfiniment, 
t tt 
Lf fewsemarar’, 
b 

Remarquons d’abord, en faisant successivement § = et 7 =0 dans 
(124), que chacune des égalités = —¢,, 2 =1t,, 3, =t 3, =t admet 
une probabilité (§ 1) qui tend vers 0 avec <. Tl en résulte que la limite 
de la probabilité P de l’existence simultanée des inégalités (125) est la 
méme que celle de l’espérance mathématique 











eae a m { f ee os sin(Za— hE) dé 
fps to) mz ti) "| an}. 


Mais, d’autre part, en vertu du lemme du §1, en prenant N et n 
suffisamment, grands, on peut rendre 


a fee =Hta|, ms ml f tray 





inférieures & tout nombre donné d’avance. Par conséquent, en tenant 
compte de ce qu’on a 


E. [feats [eeiata,) | <m| [Ota 
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et d’autres inégalités analogues, nous concluons que la limite de C est 
la méme que celle de 


N 
iis gir | Sew es—s t,) Pe ting 7 





42° 


sin® * =f sein tacos (2, a =e cos (3g 8%) y 
os ~iaff [7 = — — atan} 


Ey 
-N -wN 


- oe 1" ein cia t. tie, ate 
—1m aff f 2 eens EV azan}. 


Enfin, en vertu de (124), pour m assez grand, D différe aussi peu 
qu’on veut de 




















(titte, tito 
pe —¢(——§+ ——4 
fir sin aT no" = a ( ‘ . 
"3a af dy 
-N -N 
qui a pour limite 
, , , 
eo =» 
* ete? gin > ® & 608 + % g win 1-0 | og ttt 
1 rae 2 2 2 
x? e i, —_ didn 


4 t 
ae J ferwsracar’ 
a 


fo to 


Nous pouvons d’abord déduire de 1a un théoréme fondamental qui 
joue le méme réle pour la théorie des corrélations que celui de Liapounoff 
pour la loi de Gauss. 


§ 18. Théoréme. Soitent (x,, xj), (2,23), .--, (Zn» Zn) des quan- 
tités telles que x, et xj sont liées @une jacon quelconque (x; pourrait 
étre méme une fonction parfaitement déterminée de z,), mais 2x, et x; 
sont indépendantes de x; et xj, si i 2 k; soient 

S,=%+%+...+2,, a= M(z,), = M(x, —,)°, 
Op=2i+a3+...+ 2, a= Maz), es ed 


(127) w= Sa,, m= Saji, 4,=5b,, C.— sbi, 
1 1 1 1 








, , . Be 
6, = M(x, — a,) (zz — af), B= 24, R= Fa 
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Dans ces conditions, la probabilité de Vexistence simultanée des inégalités 
,12A,< 8, — M, <1,V24,, 
(128) 0 oe n n 1 Drm. 
i 120,<6,—m,<t12C,, 
pour n suffisamment grand, différe aussi peu qu’on veut de 


ti _fee t*+t'?—2Ratt’ 


a fe ~ a-Re dtdt’, 
TS rye - 


Ee Sel 
(129) lim ae Ser == lim Piss. fe 7 — = 0, 
n= “a= n=@[(1— Bn) CG)” 


pourvu que 


ot ¢,=M\z,—a,|", c= M\2{—aj{|*. 
‘ —. i . ‘bee \ 


En effet, nous pouvons ramener le cas général a celui, ot le coefficient 
de la corrélation R,=0. II suffira de poser 


y; =A2z;,+ 2%, 


ol A= — 4.” car on a alors 
130) *— Bm =Aa,+aj, B;=M(y,—«,)* =1°b, +246, + b;, 
: 74 = M(x; — a;)(y, — %) = 1b, + 4,, 
done 
B= >'y,—14,+B3,=0 &@ RB —-—*_—0,* oa 
(131) ' jag 


D, =>) bi; =4°A,4 $1B. +0, = “2S—* a (i— R2)C é 
1 


Ainsi, nous allons considérer les deux grandeurs 


n n 
(132) s,=Su, ¢ =S»,, 
1 1 
ol u, = bet. v, = a2. 
)2A4, y2D, 
Calculons 


(133) J= M [et(Snb+ Fan] = Mets +e] .-M [et+enn] Mt [etins+enn) , 


en profitant du fait que (w,,v,) sont indépendants de (u;,, v,), pour 1 2 k. 
Or, 


b 
(134) M[etoes+en] — 1 — (ee +syap *" + ik ” *) +, 
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ou, en ea que N est un nombre donné arbitrairement grand, 
lal<% M [|w,| +], ]°s (pour |&| < N, || < N) 

en tenant compte de ce que 


OM | of | — op LE (n= ae) + (we — ab) |e glt* leat ct 
|= 














(2D,)"" (2D : 
on a donc 
4N°[ Ce 4 4() Bal c+ An cb) 
(135) lel<* x (2.4 yal (2D, Aa)” | 
N*y2 








at 44 | Ba |ex+ An ce 
cee Ce Ta — RE) G, An) 








N* 2 Ck +; Ck 
= 8 [(@—Ba) 4a) © (1—Ba)G)"4) 
Nous en concluons que, quel que soit N, on pourra prendre n assez 


grand pour avoir |e,| < +, oi go est un nombre donné arbitrairement 
petit, et en méme temps 


(136) o<qpe a 





25 tk <f. 


car M[u,é-+ v,7]° <{M|u,8 + 49! "e Nous avons donc, en vertu 
de (134), 


(134i) M [etuec+am)] —1+,, ot |o,|< oe, 
de sorte que 
log I = log(1 + 0,) + log(1 + o,)+...+ log(1+o 
=4¢,(1 +0,)+.---+4,(1+e,), 
oi |o,|< 0. Par conséquent, 





(137) bee fas — os. +e, 


ou « tend vers 0 avec -. 
E*+n? 
Il en résulte que, pour ‘|é|<N, jn|<N, e * I tend vers1, 
lorsque n croit indéfiniment, et en vertu du théoréme du § 17 la proba- 
bilité de l’existence des deux inégalités 


t< 2% <6, 
(125 ™*) 


n 
%< Py v, <2, 
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différe, pour m assez grand, aussi peu qu’on veut de 


a ff fe ~wsen aide, 


Si nous considérons ¢ = 3 %,s= By v, comme l’abscisse et l’ordonnée 


d’un point M du plan, nous en concluons également que la probabilité 
Po que M se trouve & lintérieur d’une aire carrable donnée 2 (c’est-a- 
dire telle qu’il existe deux domaines Q, et 2, formés d’un nombre fini 
de rectangles, le premier contenu dans 2 et le second contenant 2, 
ot 2,— 2,<«, quel que soit le nombre positif ¢) différe, pour n assez 
grand, aussi peu qu’on veut de 


(138) Fo = ff ewrratas. 


En effet, les domaines rectangulaires 2, et Q, étant fixés, on pourra 
prendre m assez grand pour que 


|Po,— Fo|<=, |Po,— Fa,|<—; 


par conséquent, en remarquant que Fo,< Fo < Fo, et Po,< Pox< Po,, 
on & 
Fo, — Pa,< Fa — Pa< Fo,— * 


et puisque 0< Fo,— Fo,< <, done | Fo, — Pa,| <5 » |Fa,— Pa,| < ee. 
on a finalement 
(139) | Fo— Po| < =. 


Cela étant, revenons 4 nos sommes S, et o, et aux inégalités (128) 


que nous pouvons, aprés les avoir divisées respectivement par} 2A, et 12C,, 
écrire sous la forme 


n 
<u <t, 
a 


</ S+k, Su, <t. 
i 1 


Ainsi, nous n’avons qu’d déterminer, en utilisant le résultat obtenu, 
la probabilité Pg que le point M(t, z) se trouve 4 l’intérieur du parallélo- 
gramme {2 correspondant aux inégalités 

yp<t<t, 
tj<2V1—R3+Rt< tf. 


(140) 


(141) 
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On a donc 
nn Bes 
t, Vi-R3 ty t _t*+t'?-2 Ratt’ 
(142) Fo= >| f e429 dtdz = he i-Rn dt dt’ 
zli— 
to to-Rat 
Vi-3 Ri 


qui représente la limite vers laquelle tend Po, c’est-a-dire la probabilité 
des inégalités (128), lorsque n croit indéfiniment. C. q. f. d. 

Remarque. L’énoncé de notre théoréme n’exclut pas le cas ot 
lim R,=1, pourvu que la convergence de R, vers 1 ne soit pas trop 


rapide pour empécher la réalisation des conditions (129)™*). Mais dans ce 
cas la substitution directe de 1 4 la place de R, dans (142) conduit & une 
expression illusoire, et pour trouver la véritable limite de cette intégrale 
il faut utiliser la premiére expression de cette formule 


t, — Rat 
, ho 
(142%) Fo - if f e~ @ +2) dtdz. 
t t— Rat 
ji—ne 
Nous voyons ainsi que deux cas sont 4 distinguer. 1. Si tj >, ou bien 
t>t}, on @ Fo=limPg=0, car, pour i, >¢> ,, les limites d’inté- 


a=@ 

gration par rapport 4 z sont toutes les deux -+co ou toutes les deux 
— co (géométriquement parlant, le parallélogramme 2 s’en va 4 l’infini). 
2. Dans le cas contraire, c’est-d-dire, si on a t, >t) et tp) < tj, en dé- 
signant par 7, le plus grand des deux nombres ¢, et t} et par 7, le plus 
petit des nombres ¢, et #{', on a**) 


T, 
(143) Fo = [e-rat, 
ry 


car ce n’est que pour ¢ compris entre J, et 7, que l’intégration par rapport 


. 


& z conduit & une valeur différente de 0 qui est égale & Vx, car chacune 
des limites d’intégration tend alors respectivement vers — co et vers + oo, 


**) Il est évident d’ailleurs que si R, tendait encore plus rapidement vers 1, la 
conclusion qui suit subsisterait a fortiori; voir le § 21. 
*) La conclusion serait analogue pour lim R,=—1: les quaiitités S, et o, 
n= 
devraient respectivement se trouver, & la limite, dans des intervalles symétriques 
par rapport 4 lorigine. 
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(Le parallélogramme 2 se réduit dans ce cas & une bande infinie comprise 
entre les droites t= 7, et t = T’,.) 

§ 19. Le théoréme que nous venons de démontrer contient des con- 
ditions d’une généralité assez considérable pour légitimer l’application de la 
théorie des corrélations normales dans des cas étendus. Je n’ai pas en vue 
d’exposer ici cette théorie. Je me bornerai & indiquer quelques exemples 
simples. 

Supposons que deux joueurs A et B participent au méme jeu qui 
admet trois issues possibles «,, a, @,, ayant respectivement pour proba- 
bilités p, = 7 ?,= *, ?, = 73 dans le premier cas, ils gagnent tous les 
deux 1 fr., dans le second cas, A perd 2 frs. et B perd 4 frs., dans le 3™° 
cas, A gagne 4 frs. et B gagne 16 frs. Dans chaque jeu particulier le 
gain (ou la perte) 2 d’un des joueurs détermine sans ambiguité celui x? 
du second. Si on répéte le jeu un grand nombre de fois, la relation fonc- 
tionnelle disparait et donne naissance, d’aprés le théoréme démontré, 4 une 
corrélation normale entre les sommes gagnées (ou perdues) par les deux 


joueurs. Un calcul facile montre que le jeu est équitable pour les deux 
joueurs: M (2) = 5 — 2244. 5 =9, M(2’)——4 3 +16- a 


de méme, on a af M (a’*) = 24; Maz’) —8. Done A, = 


n, 


C,=24n, R, = —— -/i. Par conséquent, pour des grandes valeurs 
iE 24 


de n, la probabilité des inégalités simultanées 


32 32 
p/n <8< Pn, 


t,)48n <0, <t, )48n 


mf (e+e = ea 
to ty 


On vérifiera, en particulier, Se la probabilité que So, <0 est égale a 
: = - arctg —=— = =+-: —-=arctg¥5=—0,13..; ainsi il n’est pas trés 
yi—Rp 

erat que la fortune pa A un des joueurs en étant défavorable 
& Vautre pour l’ensemble des jeux, quoique cela ne soit pas possible pour 
un jeu particulier. (Naturellement un gain considérable d’un joueur sera 
pratiquement incompatible avec une perte plus ou moins grande de l’autre.) 

Soit » un grand nombre d’individus pris au hasard (indépendamment 
Yun de l’autre) d’une certaine population. On admet que p, est la proba- 

Mathematische Annalen. 97. 4 


différe trés peu de 
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bilité qu’un individu posséde une premiére qualité A, et p, est la proba- 

bilité qu'il posséde une seconde qualité A,, on suppose de plus que  p, p, 

est la probabilité qu’un individu pris au hasard jouisse des deux qualités. 

On peut alors affirmer que les nombres m, et m, d’individus qui poss+- 

deront respectivement les qualités A, et A, seront en corrélation normale. Ici 

M(z)=—p,, M(z’)=—p,, M(z—p,)*=7,q, M(z’—p,)*= PQs, 
M(x — p,)(z’— Py) =(u — 1)P, Pr. 

Pi Pa 

nt 

Je n’ai pas 4 discuter ici les conditions réelles, oi l’on peut avec une 
certaine approximation affirmer l’existence des probabilités p,,p,. De méme, 
dans étude de l’hérédité qualitative, lorsqu’on étudie le pére et le fils au 
point de vue de la présence ou absence d’une certaine qualité A, si l’on 
admet que P est la probabilité qu’un pére pris au hasard jouisse de la 
propriété A et p’ et p” sont les probabilités respectives de retrouver la 
qualité A chez le fils suivant que le pére la posséde ou non, les nombres 
m et m, de péres et fils, respectivement, possédant la qualité A seront 
aussi en corrélation normale. 

On pourrait aussi rattacher au théoréme démontré l’existence approxi- 
mative d’une corrélation normale entre les grandeurs de divers organes 
chez des individus d’une méme race; mais, comme nous l’avons déja 
remarqué plus haut, les différentes causes dont l’action commune détermine 
la grandeur de lorgane ne sont pas, en general, indépendantes, et il importe 
de mettre en évidence quels sont les degrés de dépendance qui n’excluent 
pas la possibilité d’une corrélation normale. A cet effet, nous allons établir 
un théoréme analogue au théoréme B. 


Ainsi le coefficient de corrélation R, = (u — 1)| 


§ 20. Commengons par démontrer la proposition auxiliaire suivante : 

Lemme. Si les grandeurs >, et 3), jouissent de la propriété que, 

N étant un nombre donné arbitrairement grand et 5 un nombre arbi- 
tratrement petit, on a, pour des valeurs de n assez grandes, 

| #+2Razy+y 


(144) le . mM [ei(=ne ! >.0)j ~1tl<4, 


tant que |x| < N, |y|< N, ot |R,|<L<1, dans ces conditions la 
probabilité de Texistence simultanée des inégalités 


(125) << Seance 





difjére, pour les valeurs correspondantes de n, aussi peu quon veut de 


tt  @+e?-2 Ratt’ 

1 1- R? 

¥ ry e “s dtdt’. 
x 1— Ra? ty 
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En effet, le changement de variables 
(145) 2t+R.y=t y)1l1—Ri=n 


donne 
z*+2R 2y+ y*= + 9%, 


(146) 22+ 2 y=F,&+0,0, 
ou 

%~ Rk. 

G,, — 

b1--Ra 

Done, pour || << N, = (1—|R,|), |9|<N, <NY1 — Ri, la condition 
& + 0° 

(147) ‘ We [etzt+en) al <a 


transformée de (144) se trouve remplie pour les mémes valeurs de n. 
Il en résulte, d’aprés le théoréme du § 17 que, pour nm suffisamment, 
grand la probabilité des inégalités simultanées 


. 


i< 2<8 


Pe E 
a= "39 %< 5, < 2 


différe aussi peu qu’on veut de 


t, 2, 


Lf fe-ws+ndtde; 


a 
to Zo 


d’ou nous concluons |’exactitude du lemme annoncé, en répétant le raisonne- 
ment qui termine la démonstration du théoréme précédent. 

Remarque. L’application de ce lemme nous obligera de nous limiter 
aux cas, ol lim|R,|< 1. Nous examinerons un peu plus le loin le cas, ot 


limR,—1. 


§ 21. Théoréme*). Soient 5, —2,-+2,-+...+2,, 3, =2,+...+2,, 
deux sommes de quantités dépendantes, telles que les variations de Mt’ (x;,. ,) 
et M'(x?,,) ne dépassent pas «a, et f;, respectivement, les variations de 
M’ (xj4,) e M’ (xj7,) ne dépassent pas «; et B; respectivement, et la va- 
riation de M’ (2441 241) ne dépasse pas y;, quelles que soient les valeurs 
supposées déja connues de 2, 2{,%q,...,2{. St, pour n assez grand, on 
peut rendre aussi petit qu’on veut les nombres 




















Se, Sa Sh ER o> Be 
a & ma & — awe ae 

ae . Ee: ae ee 
[mS G6 4° ££ ee a ae 


™) Nous supposons, pour simplifier |’écriture, M (x,) = M (xj) = 0. 
4* 
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ou cy et cj; sont les maxima respectifs de M'|x;| et M’|z,°\, lorsque 
x, et x{ (i < k) prennent des valeurs connues, A, = M(23), Cp = M(S,°) 
alors la probabilité de Pexistence simultanée des inégalités 
(148) ,V¥24,<5,<t,V24,, hV20,< 2 <4120, 
difjérera, pour les mémes valeurs de n, aussi peu qu'on veut de 
t, &  #+e*-BRatt’ 

ae | {0 “Re dtd?’ 

oli~ mag Ps 
M (2, Zs) 





soit inférieur en valeur absolue a un nombre 





pourvu que R, = 
fixe quelconque L <1. 


Tans la suite nous dirons que les quantités 2, et xj, qui satisiont 
aux conditions du lemme sont presque indépendantes mutuellement. La 
démonstration qui est analogue 4 celle du § 9, consiste 4 prouver que le 














lemme précédent est applicable & o,—-="- et o, ——>*-. Il s’agit done 
de calculer }24, y2c, 
(149) G = M [etenE+ ean), 


en supposant |¢|< N, |4|< N, ot N est un nombre donné arbitraire- 
ment grand. Posons d’une fagon générale u, =, vv, = *:_ et cal- 
culons 1540 





y2C, 

6F (ug? +2, 9) 
G.=Mie ’* , ainsi G=G,. 
On aura donc 


= ’ 
tS(u,F+0,9) | 
r a 4 etme E + mat | 


(150) 6.4. |e 
Or, quelles que soient les valeurs de u, et v, (kK << m), on aura 

MR [efttnne +0001) oe 1 — FM (hy ss E+ 00419) +e 
ou 

wir, Smtr, A y Basi, % cy 

(151 |< M|—SeP yy REP eee cet mth yt cass] , 
{ ) |e, | | A, 1c, A, ) 4, at Cc, + A, + ov Cn 
M étant une constante qui ne dépend que de N. Donec 


(152) Gass = Gu (1 —F M(t s rE +410) ] +4 








m+1°? 


ou |4,..,|< 0,» de sorte que 


1o,—{[1- 4 M(m +0, 9)*|... [1 1M (u, é + v,,7)*|}) 


m n 
< J/Al< So. 
r i 


Théoréme limite du calcul des probabilités. 53 


Par conséquent, en vertu des conditions du théoréme, la différence 
entre G et 


(158) H=(1—M(uF+0,n)*]... [1— FM(u,E+0,n)*| 


peut étre rendue aussi petite qu’on veut (pour |f|< N, |y|< WN). Or, 
en prenant les logarithmes des deux membres de (153), et en tenan 
compte de ce que, n étant assez grand, on a), quelque petit que soit ¢, 


5) M(uz) — 5 >) (v3) — 3 





<8, <8, 











(154) 


> M(u,v,) _ 78, <8, 
1 


on voit que H et, par conséquent, G également, différera aussi peu qu’on 
veut de 








4 (+ 07+2 Ray) 
> 


et la démonstration s’achéve sans difficulté. 


Remarque. Le raisonnement qui précéde s’applique aussi sans modi- 
fication au cas, ot lim R, = +1; seulement le lemme du § 20 ne serait 


na=@ 
plus applicable. Mais alors on pourrait affirmer que, pour jz| <1, |y| <1, 
on a, en prenant n assez grand (R, > 0, pour fixer les idées), 





(a+y)* » 
(155) e 4 M [ettonztonw] — ] <3; 
done, en particulier, en faisant y= — z, 
(156) | M(etZnz)—1| <4, 


ou Z, = dn — Og. 

Or, il est aisé de montrer que, si, quelque petit que soit d, Tin- 
égalité (156) est satisfatte pour des valeurs assez grandes de n, lorsque 
z=1 e& «=A, i &ant un nombre irrationnel arbitraire donné, la pro- 
babilité de Tinégalité 
(157) |Z,|<e, 
ou e est un nombre positi{ aussi petit qu’on veut, tend vers 1, lorsque n 
croit indéfiniment, pourvu qu'il existe une fonction monotone f (|Z,|) 
croissant indéfiniment avec son argument, telle que N[f(|Z,|)] reste bornée. 


*) Les deux premiéres inégalités sont des conséquences directes de (59), quant 
& la troisiéme, elle résulte de |’égalité facile 4 établir: 


M (Zn Zh) = EM (uxt) +0 [Vou Bex+ \dn Za, 
ot |0/<1. 
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Actuellement on peut poser f(|Z,|)=Z,, car M(Zz)<1; pour 
fixer les idées, nous nous placerons dans cette derniére hypothése, mais 
on verra facilement que cette spécification de la fonction f n’est pas 
nécessaire pour la validité du raisonnement. 

Ainsi, d’aprés un résultat classique de Tchebyscheff, la probabilité de 
linégalité 
(158) |IZ,|>T 
est inférieure & D’autre part, de Pinégalité (156) il résulte a fortiori 
que lon a 
(159) M(1 — cos Zz) < 4, 
et en appliquant le méme raisonnement de Tchebyscheff 4 la quantité non 
négative (1 — cos Zz), on voit que la probabilité de l’inégalité 

1—cosZ,2> di? =2 sin* 5, 
qui est équivalente 2 
(160) |\Z,2 —2ka|>e (e=0, +1, +2,...) 
est inférieure a ro Or, si nous considérons toutes les valeurs entiéres de 
ket ’, telles que 0 <|2ka|<7, 0<|*4* 
assez petit pour avoir, quelque grand que soit le nombre donné 7, 


(161) gkx—*A*|>044; 
I 


|< T, on pourra supposer « 





par conséquent, pour toutes ces valeurs (non nulles) de & et k’, les inégalités 
|\Z,—2ka|<e et |Z A—2k'al<e 


soat incompatibles. Donc la probabilité qu’une au moins des inégalités 


(162) |Z, —2ka|<e (0<2ka<T) 
aura lieu est inférieure a * et, par conséquent, la probabilité de linégalité 
|Z,| Se 


in. c’est-a-dire, en faisant ¢ et 7’ aussi grands 
T 


qu’on veut, elle peut étre rendue aussi voisine de 1 qu’on veut, pourvu 
que n soit pris assez grand. 

En appliquant ceci au cas qui nous occupe, nous voyons qu’actuellement 
la probabilité de l’inégalité | o,, — o,| < e tend vers 1, de sorte que [existence 
simultanée des inégalités 


est supérieure a 1-5 - 


<6, <4t,, 
t<a< tf 
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a une probabilité aussi voisine qu’on veut de 


T, 
ae f e-“dt, 
}2 
1. 


ot T, est le plus grand des nombres ty et to, et T, le plus petit des 
nombres t, et ti. 

§ 22. Passons 4 présent & la démonstration du 

Théoréme D. Soient S,=2,-+2,+...+4, Sp=%j+...4+2, 
deux sommes de quantités dépendantes, ot %M(S;)=—A,> Mn’, 
M (S,°) = C,> Mn+, les quantités x,, xj satisfaisant aux conditions 
des théorémes B ou C, étendues a Vensemble des lettres accentuées et non 
accentuées; “lors la probabilité des inégalités simuitanées 
163) #'34,< B, <A FS Aap 

to 120, << 8, < 4, 120C,, 


pour n trés grand, différera aussi peu qu’on veut de 
tt _@+t?-2Ratt’ 
A qe ee, 
all -_ Ra to to 
~ ne tend*) pas vers +1. 


En effet, en effectuant le groupement de termes indiqué pour la 

démonstration du théoréme B, c’est-i-dire, en posant 

S,, = =,+4,, 8; = +0, ou 

2, = (By Byte + By) + (Mpg nsat--> + Sense) +-- 
(164) =W Yate +I 

=/= (ay + ay + ...+ Lh) + (@heest + +s + %3n+1) + 0. 

=y tyte- +H 

on a, comme nous l’ayons vu, 


Miof) .. M(of*) 
zZ -2-_ 7? 8 








lim 

a==x 

2») Dans le cas contraire, c’est-a-dire, lorsque lim R, = + 1, les inégalités (163) 
a=@2 


sont incompatibles ou bien, conformément 4 la remarque faite plus haut, ont une 
T, 


. [ e-ar. 
x, 
T. 


probabilité qui tend vers |’intégrale 
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et par conséquent 


lim R, = lim (8,8y) 


noe a=2 ) i, G 





ad tl [Bsr 4 Mor) Mio), M (set) | 








a=el Y4.C, yA, Cn VA, C, VA, Cn 
= lim 221) — tin BF) __ 
a=e J4,C, n=e Vm (5,*)- MZ") 


car on a, par exemple, 


M (Zoi)! — y/ M(S*) Moy) 
y4.c. |= 4. C, 

Il ne reste plus qu’é répéter sans modifications les raisonnements 
des théorémes B et C pour voir que les quantités y,, y; sont presque 


indépendantes mutuellement, et la démonstration s’achéve sans difficulté, 
en admettant que lim R, + +1. 


na=@ 

§ 23. Soit, par exemple, une chaine simple de 2 expériences; on vérifiera 
sans peine que, m, désignant le nombre d’événements E dans les n expériences 
d’ordres impaires, et m, étant le nombre d’événements EF dans les n ex- 
périences paires, les nombres m, et m, sont en corrélation normale**), 
pour n infini, toutes les fois que la loi de Gauss s’applique a la chaine entiére. 
Pour avoir des cas typiques, nous supposerons d’abord 46; = 6 et p;=q;=} 

2 
On a alors A,~ CL, ~ ae =, limRk, = —e ainsi la corrélation 


oo ane.” 








sera positive ou négative suivant le signe de 5, et R, tendra vers +1 en 
méme temps que 6. Supposons encore 6, = (—1)*d, alors A, ~ C,~ a ° 5 
et lim R,=0; done dans ce dernier cas, méme si 5 tend vers ‘1, les 
aiaibens m, et m, se comportent a la limite comme des nombres in- 
dépendants, satisfaisant & la loi de Gauss tant que 6 < 1 — = , mac Ly 
Placons-nous encore dans des conditions un peu plus générales pour 





*) A moins que le coefficient de corrélation R, ne tende vers +1. On se rend 
compte que cette exception ne peut se présenter dans les cas étudiés par A. Markoff, 
car si on suppose tous les résultats des expériences impaires connus, les expériences 
paires deviendront indépendantes entre elles avec des probabilités qui différeront de 
1 et 0 d’une grandeur finie, de sorte que, m, étant donné, l’oscillation probable de 
m, ne sera pas d’ordre inférieur & Jn. 
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avoir loccasion d’appliquer au cas de deux sommes les considérations 
générales du § 16. 


Supposons données deux séries d’expériences formant deux chaines 
simplement liées entre elles. Ainsi nous admettons que, si l’on connait 
les résultats de la k”™° expérience pour les deux séries, les probabilités 
des événements E de la premiére série et Z, de le seconde recoivent dans 
la (k+1)™° expérience des valeurs données indépendantes des résultats 
des expériences antérieures. Pour fixer le probléme il faudrait donc 
8 constantes pour chaque valeur de k>1 (sans compter les trois pro- 
babilités initiales de EE,, EE,, EE,, dans la premiére expérience). 
Nous simplifierons les caleuls, si nous supposons que les apparitions et 
les non-apparitions sont liées d’une fagon symétrique: en d'autres 
termes la probabilité de Z aprés HE, est la méme, p’, que celle de E 
aprés E E,; la probabilité de EZ aprés FEE, est égale & p”, ainsi que 
celle E aprés ZE,; alors la probabilité de Z apres EE, et EE, sera, 
respectivement, égale & g” et g’. De méme nous aurons encore seulement 
2 constantes pour £,: les probabilités pi et p’ de H, aprés HE, et 
E E,, respectivement. En général, ces 4 grandeurs pourront varier avec k 
et il n’y aurait rien d’essentiel & changer dans ce qui va suivre, mais, 
pour simplifier l’écriture, nous les supposerons indépendantes de k. 

Considérons deux suites de grandeurs X, et Y,, telles que X, = +1, 
suivant que EZ arrive ou non dans la k””® expérience, et ¥, = +1, suivant 
que E, arrive ou non dans la k™ expérience. I] s’agit de prouver que 
YX, et SY, sont en corrélation normale sous des conditions analogues 

1 


1 
& celles que nous avons trouvées pour l’applicabilité du théoréme limite 


aux chaines simples. 

A cet effet, introduisons deux suites de quantités indépendantes 
U,, Ug,--+5%,, Ob U,,Ug,...,0,, telles que u, ainsi que v, ne sont sus- 
ceptibles de prendre que les trois valeurs +1 et 0. Posons ensuite 


X43 = 44. %,+(1 — Up +1) xX, 
Yuta = e+2 Y,+(1- +1) X,- 

Il est facile de voir alors que les quantités X, et Y, satisferont 
justement aux conditions exigées, si nous admettons que p”, 6 = p’— p”, q’ 


sont les probabilités respectives des égalités u,,,=—1, u,,,=0,%4,—=—1, 
et pi’, 6,=p, — py’, 9, les probabilités respectives des égalités v,,,—1, 


(164) 


%41= 9, %,=—1. 
En admettant que dans la premiére expérience les probabilités de E 


et EZ, sont égales & }, nous voyons qu’on aura pour toute valeur de k, 
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M(X,) = M(Y,) =O. On a aussi évidemment M(X;) = M(Y?) = 1, 
puisque X;—Y¥;—1. Pour caleuler la valeur de %M8(X,X,,,) et 
MY, ¥,.,), Temarquons que 


1 x 1 
(165) M(X, X+,) = 3 (aie — Gnk), M(X, Krsa) = 3 (One im bat k)> 


ou ay”, est l’espérance mathématique de X, , , dans l’hypothése que X, = 1, 
et a), correspond & l’hypothése que X,——1, la signification de by, 
et BY, étant analogue. Or, de (164) nous tirons les équations 


Gyres1 =(p”" —q’) dare + Saye, 


(k) (k) 


(166) = 
+h+1 = (pi — 91) Ove +46, an+2; 


auxquelles satisfont également a ,, bi», avec les conditions initiales 
( ~~ (ki Zz ( 
ai® =, a Pow. Gs 1, bi” oak oh by; donc 


M(X,X,4,) = area— Crier + C,e3; 
(167) 





(k) 
X.Y my eT Ce ee ee 22 
( +a) -— oe Pp” —4q 


ot o, et g, sont les racines de |’équation 


gp -_ te 
Pi —-Gi-e 6, 

les constantes C, et C, étant déterminées par les relations C, +-C, =1 
C, 0, + Cy0,=46+ by” (p” —q’); on vérifie facilement, en supposant, 
pour fixer les idées, p” <q’, que |o,| et |o,|! sont inférieurs au plus grand 
des nombres 6 et |p;/—q{|. Ainsi en désignant par 4 < 1 le plus grand 
des nombres 6, 6,, |p” —q’|, |pi/—qi|, nous voyons que aj),, ay'),, 
by, bf, décroitront plus rapidement que les termes d’une progression 
géometriqne A, i*, oa A, est une constante qui dépend de by” -M(X, ¥,), 
qui est bernie, puisque No satisfait 4 l’équation 


(168) by5"=(p" —9’)(pi — gi) +66, +[4( pr’ — 91) + 4, (p” —q’)] be”, 


qui se déduit de (164) en égalant l’espérance mathématique du produit 
des premiers membres 4 celle du produit des seconds membres (il suffit de 
remarquer que le coefficient de bj" dans le second membre de (168) est 
an plus égal au plus petit des nombres 4,46, et }). Remarquons, enfin, 
que les équations (166) et (168) subsistent, si lon connait les résultats 
des ¢ < k premiéres expériences; ainsi la variation qui pourra en résulter 
pour les valeurs de I2(X, X,,,,), W(X, ¥,,,) ete., ne tiendra qu’au change- 
ment des valeurs initiales, c’est-i-dire de b,”; or, il résulte de (168) que 


=(Q, 
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(p” —9') (pr —4) 
1—[8( pi —9i) +4, (p"—@"), 
sera d’ordre inférieur & 2*~*. On en conclut que le théoréme du § 23 
sous la forme correspondant au théoréme B est applicable, car une trans- 
formation analogue 4 celle du § 12 montre que 


la différence entre Bb” et sa valeur limite 





m(‘S'x,)” et m('S"¥,)° 


k+1 k+1 


sont de l’ordre de g, quel que soit k, en supposant, pour ne pas entrer 
dans plus de détails, que 4 ne dépend pas de n. 


(Eingegangen am 3, 2, 1926.) 








Uber Definitionsbereiche von Funktionen. 
Von 


L. E. J. Brouwer in Amsterdam. 


§ 1. 

Nach §5 meines Aufsatzes ,Zur Begriindung der intuitionistischen 
Mathematik I“*) definieren wir in der ,,natiirlich geordneten“ Spezies der 
endlichen Dualbriiche die x-Jntervalle und die A-Jntervalle; insbesondere 
werden wir dieselben als x”’-Iniervalle bzw. 1°-Intervalle bezeichnen, 
wenn ihre Lange gleich 2~” ist. 

Unter einem Punkte des Linearkontinuums verstehen wir eine unbe- 
grenzte Folge von A-Intervallen (den ,,erzeugenden Intervallen* des Punk- 
tes), deren jedes im engern Sinne in dem ihm vorangehenden enthalten ist, 
deren GréBe mithin positiv gegen Null konvergiert*). 

Eine Menge, in der jede nicht die Hemmung des Prozesses herbei- 
fiihrende Wahl ein 4-Intervall erzeugt, wahrend jedes dieser A-Intervalle 
in dem von der vorangehenden Wahl erzeugten 4-Intervall im engerr Sinne 
enthalten ist, heiBe eine Punktmenge des Linearkontinuums. 

Die Spezies derjenigen Punkte p des Linearkontinuums, welche mit 
einem gewissen Punkte p, des Linearkontinuums ,zusammenfallen“ (wo- 
mit gemeint wird, da8 jedes erzeugende Intervall von p jedes erzeugende In- 
tervall von p, ganz oder teilweise iiberdeckt) heiBe ein Punktkern des 
Linearkontinuums. Wir wollen im folgenden die Punktkerne des Linear- 
kontinuums mit y bezeichnen. 

Diejenigen Punkte bzw. Punktkerne, welche ausschlieBlich von das 
Intervall (0, 1) teilweise tiberdeckenden 4-Intervallen erzeugt werden, heiBen 
Punkte bzw. Punktkerne des Einheitskontinuums. Die Punktkerne des Ein- 
heitskontinuums werden im folgenden mit z bezeichnet. 

In ahnlicher Weise, wie dies im §7 meines Aufsatzes ,Zur Begriin- 


*) Math. Annalen 93, S. 253. 
*) Journ. f. Math. 154, S. 6. 
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dung der intuitionistischen Mathematik II“ fiir die Spezies der Einschal- 
tungselemente einer abzihlbar unendlichen, im engern Sinne iiberall dich- 
ten geordneten Spezies ausgefiihrt ist*), kann auch die Spezies der Punkt- 
kerne des Linearkontinuums bzw. des Einheitskontinuums virtuell geordnet 
werden; mit dieser virtuellen Ordnung versehen, wird sie als Linearkonti- 
nuum bzw. als Hinheitskontinuum bezeichnet. 

Wenn die ,,natiirlich geordnete“ Spezies der endlichen Dualbriiche 
zwischen 0 und 1 mit M bezeichnet wird, so werden wir sagen, daS der 
Punktkern a des Einheitskontinuums und das Element e von K(M)*) 
zusammenjallen, wenn niemals ein Element der rechten bzw. linken Teil- 
spezies einer zu e gehdrigen Einschaltungsteilung von M links bzw. rechts 
von einem erzeugenden Intervalle eines Punktes von 2 gelegen sein kann. 
Durch diese Zusammenfallbeziehungen wird offenbar zwischen dem Ein- 
heitskontinuum und K(M) eine Ahnlichkettskorrespondenz*) bestimmt. 

Unter einer reellen Funktion oder kurz unter einer Funktion f(x) 
von x verstehen wir ein Gesetz, das gewissen mit & zu bezeichnenden, 
den ,.Definitionsbereich* der Funktion bildenden Punktkernen des Ein- 
heitskontinuums je einen mit 7 = /f(é) zu bezeichnenden Punktkern des 
Linearkontinuums zuordnet. 

Eine Funktion f(x) heiBt negativ stetig fiir den Wert &,, wenn fiir 
eine beliebige gegen &, positiv konvergierende Fundamentalreihe §&,, &,, .. 
die Fundamentalreihe f(é,), f(é,),... negativ gegen f(&) konvergiert*). 

Eine Funktion f(z) heiBt posttiv stetig fiir den Wert &, oder kurz 
stetig fiir den Wert —,, wenn zu jedem positiven rationalen e« ein solches 
positives rationales a, bestimmt werden kann, da® fiir | — &,| <a, die 
Ungleichung | f(é) — f(&,)| <  besteht. 

Eine fiir jedes & negativ bzw. positiv stetige Funktion wird kurz als 
eine negativ stetige bzw. als eine stetige Funktion bezeichnet, werden. 

Eine Funktion f(z) hei®t gleichmafig stetig, wenn zu jedem posi- 
tiven rationalen « ein solches positives rationales a, bestimmt werden kann, 
daB fiir |&,—&,|<a, immer die Ungleichung | f(&,) — f(&,)! <« be 
steht’). 


3) Math. Annalen 95, S. 467. 

*) loc. cit. *), S. 455. 

®) Die Stetigkeitsdefinitionen sind nur der Einfachheit halber in die obige me- 
trische Form gebracht worden, von der sie ihrem Inhalte nach unabhangig sind. Um 
dies einzusehen, greifen wir auf die die den x bzw. den y entsprechenden Einschaltungs- 
elemente erzeugenden abzihibar unendlichen, iiberall dichten geordneten Mengen yw’ 
und «” der Ordinalzahlen 1 + +1 bzw. » zuriick, zihlen «’ und u” durch Funda- 
mentalreihen g{,gj,... bzw. gi’, g’,... ab, bezeichnen S(g/,9/,.-..,g/) baw. 


et ae ” a , ” : 7 iD a 
S(9:,92,--+,9,) mit 8s» bzw. sy und verstehen unter einem i, bzw. einem i, ein 
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Eine Funktion f(z) heiBt unstetig fiir den Wert &,, wenn cine natiir- 
liche Zahl m und eine gegen &, positiv konvergierende*) Fundamental- 
reihe &,,,,... amgegeben werden kénnen, so daB f(f,), f(&),... alle 


um mehr als . von f(&,) verschieden sind. 


Eine fiir irgendeinen bestimmten zu ihrem Definitionsbereiche ge- 
hérigen Wert unstetige Funktion hei®t auch kurz unstetig. 

Eine Funktion f(z) heiBt voll, wenn ihr Definitionsbereich mit dem 
Einheitskontinuum zusammenfillt. 


Theorem 1. Jede volle Funktion ist negativ stetig. 


Beweis. Sei f(z) eine volle Funktion, &, ein beliebiger Punktkern x 
und é,, é,,... eine gegen &, positiv konvergierende Fundamentalreihe von 
Punktkernen zx. Wir nehmen nun einen Augenblick an, daB es eine natiir- 
liche Zahl p und eine Fundamentalreihe von bestiandig wachsenden natiir- 


lichen Zahlen p,, p,,-.. gabe, so daB | f(&,) — f(&)| > ; fiir jedes », und 


definieren einen Punktkern &, des Einheitskontinuums, indem wir von 
einer unbegrenzten Folge £, von erzeugenden Intervallen eines zu &, ge- 
hérigen Punktes ausgehen, und sodann durch eine unbegrenzte Folge von 
Wahlen von /-Intervallen in solcher Weise einen Punkt £, des Einheits- 
kontinuums konstruieren, daB wir einstweilen fiir jede schon ins Auge ge- 
faBte natiirliche Zahl n die ersten n Intervalle mit den ersten n Inter- 
vallen von f, identisch wahlen, uns aber die Freiheit vorbehalten, jeder- 
zeit, nachdem das erste, zweite,.... (m—1)-te und m-te Intervall ge- 
wahlt worden sind, die Wahl aller weiteren (d.h. des (m-- 1)-ten, 
(m+ 2)-ten usw.) Intervalle in der Weise festzulegen, da8 entweder ein 
zu &, oder ein zu einem gewissen &, gehdriger Punkt erzeugt wird. Alsdann 
ist fiir den £, enthaltenden Punktkern £,, die Funktion f(z) nicht defi- 
niert, womit wir zu einem Widerspruch gelangt sind, und unsere Annahme 
sich als unstatthaft erwiesen hat. Dies aber besagt die negative Stetig- 
keit der Funktion f(z). 


Durch dieses eine unmittelbare Konsequenz des intuitionistischen 
Standpunktes bildende, seit 1918 von mir vielfach in Vorlesungen und Ge- 
sprachen erwaihnte Theorem 1 wird die Vermutung der Giiltigkeit des 
untenstehenden viel mehr aussagenden Theorems 3 nahegelegt, dessen Be- 
geschlossenes Intervall von «’ bzw. «”, dessen Endelemente zu s/ bzw. s/’ gehéren, 
dessen Inneres aber |-ichstens ein Element von s/ bzw. s/’ enthilt. Auf dieser Grund- 
lage ist dann z. B. eine gleichmdfig stetige Funktion eine solche Funktion, daB fiir 
eine beliebige Abzihlung von «’ und eine beliebige Abzihlung von uw” zu jeder na- 
tiirlichen Zahl m eine solche vatiirliche Zahl n bestimmt werden kann, daB, wenn £, 
und &, zum selben in gehéren, f(£,) und f(&,) zum selben in gehdéren. 
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weis mir indessen erst viel spiter gelungen ist*). Es ist eine médglichst 
durchsichtige Darstellung dieses Beweises, welche den Gegenstand der folgen- 
den beiden Paragraphen bildet. 


§ 2. 


Sei M eine beliebige Menge, wu die ihr zugrunde liegende abzahlbar 
unendliche Menge der endlichen (gehemmten und ungehemmten) Wabl- 
folgen Fyn, ...n, (wo 8 und die n, die fiir die betreffende Wahlfolge der 
Reihe nach gewahlten natiirlichen Zahlen vorstellen), und sei jedem Ele- 
mente von M eine natiirliche Zahl # zugeordnet. Alsdann iat in mw eine 
solche abtrennbare zahlbare Teilmenge «, von ungehemmten endlichen 
Wahlfolgen ausgezeichnet, daB einem beliebigen Elemente von yw, fiir alle 
aus ihm hervorgehenden Elemente von M dieselbe natiirliche Zahl f zu- 
geordnet ist, wahrend weiter eine Beweisfiihrung h vorliegt, mittels wel- 
cher sich fiir ein beliebiges ungehemmtes Element von y herausstellt, daB 
jede aus ihm hervorgehende ungehemmte unendliche Wahlfolge einen zu y, 
gehérigen Abschnitt besitzt. (Ein ungehemmtes Element von » soll naim- 
lich dann und nur dann zu yw, gerechnet werden, wenn bei ihm — aber 
bei keinem seiner echten Abschnitte — nach dem Algorithmus des Zu- 
ordnungsgesetzes die Entscheidung hinsichtlich f nicht bis auf weitere 
Wahien aufgeschoben wird; dabei ist es selbstverstandlich keineswegs aus- 
geschlossen, daS man hinterher auch weder zu mu, gehérige noch einen 
zu wt, gehérigen Abschnitt besitzende Elemente von « angeben kann mit 
der Eigenschaft, daB allen aus einem solchen Elemente von yp hervor- 
gehenden Elementen von M dieselbe natiirliche Zahl zugeordnet ist.) 

Nennen wir ein Element von yu versichert, wenn es entweder gehemmt 
ist oder einen zu yu, gehdrigen (echten oder nicht echten) Abschnitt be- 
sitzt, so ist w in eine zahlbare Menge t von versicherten und eine zahl- 
bare Menge o von nicht versicherten endlichen Wahlfolgen zerlegt, und 
die Beweisfiihrung h zeigt, daB ein beliebiges F, versicherbar ist, d. h. 
daB jede aus ihm hervorgehende fiir M ungehemmte unendliche Wahlfolge einen 
bestimmten zu uw, gehdrigen Abschnitt besitzt*). Sei h _ eine Beweis- 


fiihrung, welche die Versicherbarkeit des Elementes | __.», von o herleitet, so 


“Ny 





®) Vgl. Amsterdamer Proceedings 27, S. 189-193; 644—646. 

*) Intuitionistisch durchdacht, ist diese Versicherbarkeit nichts anderes als diejenige 
Kigenschaft, welche dadurch definiert ist, daB sie fiir jedes Element von pm, und fiir 
jedes gehemmte Element von yu besteht, und daB sie fiir ein beliebiges Pon--+n, be- 
steht, sobald sie fiir jedes » fiir Fyn, -- -n,» erfillt ist. Diese Bemerkung zieht die 
Woblordnungsei haft eines beliebigen Pea. -n, 8ofort nach sich. Der im Texte 
fiir die letatere ‘Eigenschaft gefiihrte Beweis scheint mic aber trotzdem wegen der in 
seinem Gedankengange enthaltenen Aussagen Interesse zu besitzen. 
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beruhen diese Versicherbarkeit und diese Beweisfiihrung, auBer auf dem Ge- 
gebensein von su, und den gehemmten Wahlfolgen von ju, ausschlieBlich 
auf denjenigen zwischen den Elementen von y bestehenden Beziehungen, 
welche sich zusammensetzen aus Elementarbeziehungen e von der Art, wie 
sie zwischen zwei Elementen F,,,,..,,, und F,.,,. ...mym,,, bestehen, von 
denen das eine eine unmittelbare Verlingerung des anderen ist. Weil 
nun von einer beliebigen Beweisfiihrung, wenn die in derselben benutzten 
Beziehungen in Grundbeziehungen zerlegbar sind, die ,,kanonisierte“, d. h. 
in Elementarschliisse*) zerlegte Form nur noch die Grundbeziehungen be- 
nutzt, so kann bei der kanonisierten Form k,, .,, der Beweisfiihrung 


h,, ...», die Versicherbarkeit von | A in letzter Instanz ausschlieBlich 
aus einer Kombination der von den Elementarbeziehungen e, welche 
ai it mit F,, ...,., wad mit den F,, .,, verbinden, gebildeten Spe- 
zies S,, ...,, mit einer aus beliebigen Elementarbeziehungen e, sowie dem 
Gegebensein von uw, und den gehemmten Wahlfolgen, zuvor hergeleiteten 
Eigenschaft gefolgert werden. Zum SchluBglied von k,, _,. braucht man 


also die vorherige Feststellung der Versicherbarkeit entweder von Wolkcuahy- 
oder von allen F,, 


Bezeichnen wit nun die Herleitung der Versicherbarkeit eines F,, ,, distin 
aus derjenigen von F,,,,. ... ot als ¢-SchlufB, die Herleitung der Versicher. 
barkeit eines F,, ves m, 808 derjenigen von allen F,, ,.. osimys als F-Schlup, 
dann bildet die ‘Beweisfihrang Kk, ...», eine woalgeordnete Spezies, von 
der jedes Vollelement von einem “Blementarschlu8 gebildet wird, der im 
Falle, daB er die Versicherbarkeit eines Elementes von o herleitet, ent- 


weder einen £-SchluB oder einen ¢-Schlu8 darstellt. 


“N,v 


*) Genau so wie im allgemeinen wohlgeordnete Spezies mittels der beiden er- 
zeugenden Operationen aus Urspezies (vgl. meinen Aufsatz ,Zur Begriindung der in- 
tuitionistischen Mathematik III“, Math. Annalen 96, S. 451) werden insbesondere mathe- 
matische Beweisfiihrungen mittels der beiden erzeugenden Operationen aus Null- 
elementen und der Intuition unmittelbar gegebenen Elementarschliissen hergestellt 
{wobei allerdings die Beschrinkung besteht, da8 immer ein letzter ElementarschluB 
auftritt). Diese gedanklichen, im allgemeinen unendlichviele Glieder aufweisenden 
mathematischen Beweisfiihrungen diirfen mit ihren endlichen, notwendigerweise in- 
adaquaten, mithin nicht zur Mathematik gehérenden sprachlichen Begleitungen nicht 
verwechselt werden. 

Die vorstehende Bemerkung enthailt mein Hauptargument gegen die Anspriiche 
der Hilbertschen Metamathematik; ein zweites Argument ist dieses, daB die Erledigung 
der (iibrigens dem Intuitionismus entnommenen) Sicherheitsfrage des Satzes vom aus- 
geschlossenen Dritten, von Hilbert in einem circulus vitiosus gesucht wird; wenn 
man namlich die Richtigkeit dieses Satzes mittels des Beweises seiner Widerspruchs- 
freiheit begriinden will, so wird dabei das Prinzip der Reziprozitét der Komplemen- 
tarspezies, mithin der Satz vom ausgeschlosgenen Dritten selbst (vgl. Jahresber. d. 
D. M.-V. 83, S. 252) implizite vorausgesetzt. 
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Wir behaupten nun, daB jedes Element F,, _, von o die Wohl- 
pt a besitzt, d. h. daB die durch fF. n, bestimmte Teil- 
menge M,, ...,, von M in eine mit der Spezies der Vollelemente einer 
wohlgeordneten Spezies T,,,-..», ahnliche Spezies von Teilmengen M,, 
deren jede durch ein F,, ‘enthaltendes, zu mw, gehdriges endliches 
Anfangssegment F, von ‘Wahlen bestimmt wird, zerlegt ist. Die Spezies 
Ae wird mittels erzeugender Operationen zweiter Art w konstruiert, 
deren jede der Umkehrung der Fortsetzung eines bestimmten fiir M un- 
gehemmten endlichen Anfangssegmentes von Wahlen mit einer freien neuen 
Wahl entspricht. Mit einer fiir M gehemmten bzw. ein Element von ,, ab- 
schlieBenden neuen Wahl korrespondiert dabei fiir die entsprechende Ope- 
ration w eine aus einem Nullelement bzw. aus einem Vollelement bestehende 
Urspezies. 


Zum Beweise dieser Behauptung bezeichnen wir mit f,,.._,, die 
Spezies derjenigen Elemente von o, von denen im Laufe von k,, 
die Versicherbarkeit festgestellt wird, und sagen, da eine konstruktive 
Unterspezies « von k,,,...,,, die Wohlordnungseigenschaft besitzt, wenn 
jedes Element von o, von dem im Laufe von wu die Versichorbarkeit fest- 
gestellt wird, die Wohlordnungseigenschaft besitzt. Weiter werden wir sagen, 
da8 fiir eine konstruktive Unterspezies u von k,, ..,, die Erhaltungs- 
eigenschaft besteht, wenn im Falle, daf jedes Blement Lo Pe 
dessen Versicherbarkeit der Beweisfiihrung u zugrunde liegt, die Wohl- 
ordnungseigenschaft besitzt, jedes Element von /,,,  ekeee dem im 
Laufe von u die Versicherbarkeit hergeleitet wird, ‘gleichfalls die Wohl- 
ordnungseigenschaft besitzt. Alsdann ersehen wir mittels der induktiven 
Methode an der Hand der Erzeugung von k,, _,,, daB fiir jede kon- 
struktive Unterspezies von k,, .,, mithin yp ela _ nes 
selbst, die Erhaltungseigenschaft besteht. Aus der Erhaltungseigenschaft 
von k,, ..,, folgt aber unmittelbar die Wohlordnungseigenschaft von 
pea mithin die Wohlordnungseigenschaft von F,, _,, *). 


Im Falle, da8 MM eine finite Menge ist, ist die wohlgeordnete Spe- 
zies T,, ..,,, inhaltsgleich mit einer wohlgeordneten SpeziesQ,,, _.,, , welche 
ohne Benutsung von Nullelementen, und zwar in solcher Weise der oben 
besprochenen Konstruktion von An ...n, parallel konstruiert wird, daB 
jeder fiir die Konstruktion von Naisie verwandten Operation w, eine 


>, 


®) Falls die Versicherbarkeit von Fin, --.n, bei mehreren Beweisfiihrungen 
Ken, ++ +n, oder an mehreren Stellen einer und derselben Beweisfiihrung k,, +m, 
festgestellt wird, so sind die entsprechenden T sn, -+.n, alle erzeugungsgleich, wie sich 
mittels der induktiven Methode an der Hand der Entstehung einer von ihnen ergibt. 
Fiir den obigen Beweis ist diese Bemerkung iibrigens iiberfliissig. 
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fiir die Konstruktion von Qa cia verwandte erzeugende Operation 
erster Art v, entspricht, wobei die Summanden von v, der Reihe nach 
ahnlich sind mit den Spezies der Vollelemente derjenigen Summanden von 
w,, die Vollelemente enthalten. Die wohlgeordnete Spezies Q, m, «++, Wird 
also unter ausschlieBlicher Anwendung von erzeugenden Operationen erster 
Art konstruiert. Hieraus folgt aber, daB sowohl die Spezies der Elemente 
von Q,,,... 2,’ wie die Spezies der Vollelemente von Din. +n, endlich 
ist, daB also insbesondere fiir jede natiirliche Zahl s die Spezies der Voll- 
elemente von 7, endlich ist. Mithin kann eine solche natiirliche Zahl z 
angegeben werden, da8 ein beliebiges Element von wu, héchstens z Indizes 
besitzt, so daB die einem beliebigen Elemente e von M zugeordnete natiir- 
liche Zahl 8, durch die ersten z erzeugenden Wahlen von e vollstandig be- 
stimmt ist und wir folgende Eigenschaft bewiesen haben: 


Theorem 2. Wenn jedem Elemente e einer finiten Menge M eine 
natirliche Zahl 8, zugeordnet ist, so kann eine solche natiirliche Zahl z 
angegeben werden, daB B, durch die ersten z der e erzeugenden Wahlen voll- 
standig bestimmt ist. 


§ 3. 

Wir bestimmen nun im Einheitskontinuum fiir jede natiirliche Zahl » 
die k,-Intervalle k,, k, ,..., k{*”’, d. h. die von links nach rechts geord- 
neten, das Interval! (0, 1) teilweise iiberdeckenden 4“”*”’-Intervalle. Als- 
darn fallt die finite Punktmenge J, welche von den Intervallschachtelungen 

\) ky’? ky’”,... (wo jedes folgende Intervall im ihm vorangehenden im 
engeren Sinne enthalten ist) gebildet wird, mit der Spezies der x zusammen, 
d. h. jede derartige Intervallschachtelung gehért zu einem z und jedes x 
enthalt eine derartige Intervallschachtelung*). 

Bei einer vollen Funktion f(z) ist nun jeder Intervallschachtelung 
ki”, ki”, ... eine Schachtelung von A-Intervallen ,, 4,, ... zugeordnet, 
und zwar besteht auf Grund des Theorems 2 fiir jede natiirliche Zahl rv 
eine solche natiirliche Zahl m, (von der wir voraussetzen diirfen, dab 
sie mit wachsendem y nicht abnimmt), daB 4, durch die Wahl von 
kK kg, ..., km bestimmt ist. Fiir jedes » kann mithin nur eine 
endliche Anzahl 1, von 4-Intervallen als 4, auftreten, und es besteht fiir 


) Wenn wir in analoger Weise eine passende, mit der Spezies der Punktkern- 
paare des Einheitskontinuums zusammenfallende finite Menge von Punktepaaren be- 
trachten, so ergibt sich auf Grund von Theorem 2 miihelos die Unzerlegbarkeit des Kon- 
tinuums, d. h. die Eigenschaft, da8 bei einer beliebigen Zerlegung des Einheitskon- 
tinuums in eine diskrete Spezies von Teilspezies eine dieser Teilspezies mit dem Ein- 
heitskontinuum identisch ist. - 
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dieselben eine maximale Breite b,, die fiir unbeschrinkt wachsendes » 
gegen Null konvergiert. 

Bezeichnen wir mit ¢© das zu k” konzentrisch liegende Intervall, 
dessen Breite 2 der Breite von k\” betragt, und seien P, und P, zwei 
beliebige Punktkerne des Einheitskontinuums, deren Abstand <2~*’~*, 
d. h. <3 der Breite der k,-Intervalle ist. Alsdann kann ein t“» bestimmt 
werden, in dem P, und P, beide enthalten sind, und mittels dieses t{"” 
eine zu P, gehdrige Intervallschachtelung k\””,..., ki”, RS, RS 


w+is Mr+25 ++ 
und eine zu P, gehorige Intervallschachtelung k{“”, ..., ki”, ki}, kPa, ...- 
Sei « eine beliebige positive, von Null positiv verschiedene GréBe. 
Wahlen wir », so groB, daB 6, <e und setzen wir 2-*™,-* —a@,, dann 
gehéren nach dem zweiten Absatze dieses Paragraphen zu zwei beliebigen 
Elementen von J, fiir welche u,, u,,..-, Hm, gleich sind, zwei ,,Werte“ 
von f(z), deren Differenz dem absoluten Werte nach weniger als }, , 
mithin weniger als « betragt. Nach dem dritten Absatze dieses Para- 
graphen gehéren also auch zu zwei beliebigen Punktkernen P, und P, des 
Einheitskontinuums, deren Abstand < a, ist, zwei Werte von f(x), deren 
Differenz dem absoluten Werte nach weniger als « betragt, so daB f(x) 
sich als gleichmdafig stetig herausstellt und wir bewiesen haben: 


Theorem 3. Jede volle Funktion ist gleichmafig stetig. 


§ 4. 


Es fragt sich nun, ob von den verschiedenen unstetigen bzw. keine 
festgestellte Stetigkeit besitzenden Funktionen, die nach der klassischen 
Auffassung als ,iiberall definiert“ gelten (und die im allgemeinen keines- 
wegs die Vereinigung einer Spezies von Teilkontinuen des Einheitskonti- 
nuums als Definitionsbereich besitzen) sich vom intuitionistischen Stand- 
punkt wenigstens eine Teilkategorie unter einen verniinftigen Begriff der 
pseudovollen Funktion zusammenfassen laBt,d.h. ob sich ein verniinftiger 
Begriff des pseudovollen Definitionsbereichs auffinden la8t, der solche nach 
der klassischen Auffassung mit dem vollen Einheitskontinuum identische 
Teilspezies des Kinheitskontinuums umfaBt, die auch vom inwwitionistischen 
Standpunkt eine hinreichend enge Anschmiegung an das volle Einheits- 
kontinuum aufweisen. Zu dieser Frage wollen wir hier einige (iibrigens 
keinerlei abschlieBenden Charakter beanspruchende) Bemerkungen machen. 

Selbstverstandlich werden wir dabei von den Teilspezies des Einheits- 
kontinuums nur die geometrischen Typen™) unserer Betrachtung zu unter- 


11) In den Amsterdamer Proceedings 15, S. 1262 wird dieser Begriff in einem 
Sinne eingefiihrt, der im allgemeinen Falle von dem hier gebrauchten verschieden ist. Der 
enge Zusammenhang der beiden Definitionen geht aus Fu@note **) hervor. 

5* 
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ziehen haben, d. h. wir werden jede Spezies S von Punktkernen des Ein- 
heitskontinuums als gleichberechtigt anzusehen haben mit denjenigen, in 
die sie durch topologische (d. h. eindeutige und eine eindeutige Umkehrung 
besitzende) Transformationen des Einheitskontinuums in sich, iibergefiihrt 
werden kann. Das Kontinuum iiber M fallt namlich zusammen mit dem 
Kontinuum iiber eine beliebige Verzerrung von M, d. h. iiber eine beliebige 
abzihlbare, im engeren Sinne iiberall dichte und in M iiberall dichte 
Menge M’ von in M paarweise Srtlich verschiedenen (d. h. durch wenigstens 
zwei Elemente von M getrennten) Einschaltungselementen von M**). 


Zur Charakterisierung der pseudovollen Definitionsbereiche bzw. geo- 
metrischen Typen liegt es nun nahe, in erster Linie solche Kriterien, die 
sich auf den Grad der Verschmelzung mit dem Einhettskontinuum™), und 
( weil diese, wie wir sehen werden, nicht ausreichen) in zweiter Linie solche, 
die sich auf den Grad der Inhaltsgleichheit mit dem Einheitskontinuum’*) be- 
ziehen, zu versuchen. Den letzteren Kriterien werden wir nicht eine feste 
MaSbestimmung, sondern die volle Spezies der Mafbestimmungen des Ein- 
heitskontinuums**) (welche aus einer beliebigen von ihnen mittels der 
vollen Spezies der topologischen Transformationen des Einheitskontinuums 
in sich erzeugt wird) zugrunde legen miissen. 


§ 5. 


Um fiir die gesuchte Charakterisierung eine orientierende Grundlage 
zu gewinnen, erértern wir eine Reihe von Beispielen: 


1. Es sei A der geometrische Typus derjenigen Spezies von Punkt- 
kernen, zu der ein beliebiger Punktkern des Einheitskontinuums dann und 
nur dann gehért, wenn der Satz vom ausgeschlossenen Dritten richtig ist. 
Alsdann enthalten die Spezies vom Typus A keinen einzigen Punktkern, 
wahrend ihre Komplementarspezies in bezug auf das Einheitskontinuum 


#2) Falls die Spezies S cine Verzerrung M, von M enthalt und wir die End- 
punktkerne des Einheitskontinuums mit EZ, und E, bezeichnen, dann sind die nach 
dem Obigen mit S gleichberechtigten Spezies diejenigen, welche aus den samt ihren 
Umkehrungen eindeutigen, gleichmaBig stetigen und E, und FE, fest lassenden Trans. 
formationen von ©(E,,S, E,) innerhalb des Einheitskonti hervorgehen, was 
eine unmittelbare Folge davon ist, da8 die letzteren Transiormationen die Trennung 
und Nichttrennung von Punktepaaren von G( £, , M,, E,) im Einheitskontinuum erhalten. 

8) Jahresber. d. D. M.-V. 33, S. 255. 

14) Die intuitionistische Theorie des Inhaltes und der MeBbarkeit findet sich 
kurz skizziert in den Amsterdamer Verhandelingen (1. Sektion) 12, Nr. 7, und wird aus- 
fiihrlich dargestellt in einem demnichst in diesen Annalen erscheinenden Aufsatz der 
Serie ,Zur Begrindung der intuitionistischen -Mathematik*“. 

45) Vgl. in diesem Zusammenhang Enseignement Math. 13, 8. 377. 
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sogar unmédglich einen Punktkern enthalten kénnen, so daB zum Typus A 
fiir keine einzige MaSbestimmung eine meBbare**) Reprisentante gehért. 
Nichtsdestoweniger sind alle Spezies vom Typus A mit dem Einheitskon- 
tinuum verflochten**); a fortiori sind sie also mit dem Einheitskontinuum 
kongruent**) und stimmen mit dem Einheitskontinuum iiberein*®). 

2. Es sei B, der geometrische Typus der Spezies G, der Punktkerne 
des Einheitskontinuums, die gegeben sind durch die unendlichen Dualbriiche 


ys ee zu denen je drei Indizes m, n, > m und n, > m angegeben werden 


v=1 

kénnen, so daB ay, = dp, = 1, ay, = 0; B, der geometrische Typus der Spezies 
der positiv-irrationalen**) Punktkerne des Einheitskontinuums. Alle Repra- 
sentanter der Typen B, und B, sind fiir jede MaSbestimmung meBbar 
und vom Inhalte 1. Indessen lassen sich fiir eine beliebige Reprisen- 
tante der Typen B, oder B, Punktkerne angeben, welche von ihr 
entfernt liegen, so da fiir eine beliebige Reprisentante der Typen B, 
oder B, die Ubereinstimmung mit dem Einheitskontinuum (a fortiori 
also die Kongruenz und die Verflechtung mit dem Einheitskontinuum) 
absurd ist. 


3. Es sei C, der geometrische Typus der Vereinigung H, der obigen 
Spezies G, und der Spezies der durch die Zahlen 0, 1, 3, 3, 4, ;4 usw. ge- 
gebenen Punktkerne des Einheitskontinuums; C, der geometrische Typus 
der Vereinigung H, von G, und der Komplementiarspezies von G, in bezug 
auf das Einheitskontinuum. Alsdann ist C, in C, als Teilspezies enthalten, 
aber nicht umgekehrt; z. B. gehért der durch die Zahl r**’) gegebene 
Punktkern des Einheitskontinuums zu C,, aber nicht zu C,. Alle Repra- 
sentanten der Typen C, und C, sind fiir jede MaSbestimmung meBbar und 
vom Inhalte 1. Weiter stimmen sie mit dem Einheitskontinuum iiberein, 
sind aber auch vom Einheitskontinuum losgewunden, so da8 ihre Ver- 
flechtung mit dem Einheitskontinuum absurd ist. SchlieBlich sind die 
Reprisentanten des Typus C, mit dem Einheitskontinuum kongruent, die 
Reprasentanten des Typus C, aber nicht. 

Zu einer beliebigen Reprisentante c des Typus C, oder des Typus C, 
148t sich im Einheitskontinuum eine Fundamentalreihe von nicht zu ¢ ge- 
hérigen, paarweise 6rtlich verschiedenen Punktkernen angeben. Um dies 
einzusehen, geniigt es zu bemerken, da8 in bezug auf die Spezies H, und 
H, die Spezies der durch die reellen Zahlen 6 +-r* gegebenen Punktkerne 


%®) Jahresber. d. D. M.-V. 38, 8. 255. Man bemerke die Aquivalenz der Begriffe 
»Verflechtung“ und ,Zusammenfallung“ im Falle, daB der Satz vom ausgeschlossenen 
Dritten richtig ist. 

17) Jahresber, d. D. M.-V. 33, S. 252. 
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die geforderte Eigenschaft besitzt, wenn b= 2~-" (n eine beliebige nicht 
verschwindende natiirliche Zahl) und r nach dem Zitate in Fuinote +’) er- 
klart ist. 

4. Es sei D, der geometrische Typus der Vereinigung J, der Spezies 
der rationalen und der Spezies der positiv-irrationalen Punktkerne des 
Einheitskontinuums; D, der geometrische Typus der Vereinigung J, der 
Spezies der rationalen Punktkerne des Einheitskontinuums und ihrer Kom- 
plementarspezies in bezug auf das Einheitskontinuum, d. h. der Spezies der 
negativ-irrationalen Punktkerne des Einheitskeatinuums; D, der geo- 
metrische Typus der Vereinigung J, der Spezies der negativ-irrationalen 
Punktkerne des Einheitskontinuums und ihrer Komplementiarspezies in 
bezug auf das Einheitskontinuum. Alle Repriasentanten der Typen D,, D, 
und D, sind fiir jede MaSbestimmung meBbar und vom Inhalte 1. Weiter 
stimmen sie mit dem Einheitskontinuum iiberein, wahrend ihre Verflech- 
tung mit dem Einheitskontinuum absurd ist. SchlieBlich sind die Repra- 
sentanten der Typen D, und D, mit dem Einheitskontinuum kongruent, 
die Reprisentanten des Typus D, aber nicht. 

Zu einer beliebigen Reprisentante d der Typen D,, D, oder D, laBt 
sich eine im Einheitskontinuum iiberall dichte Spezies der Ordinalzahl » 
von nicht zu d gehérigen, paarweise Ortlich verschiedenen Punktkernen 
angeben. Um dies einzusehen, geniigt es zu bemerken, daB in bezug auf 
die Spezies J, und J, die Spezies der durch die zwischen 0 und 1 ge- 
legenen reellen Zahlen a+r, und in bezug auf die Spezies J, die Spezies 
der durch die zwischen 0 und 1 gelegenen reellen Zahlen a+ 2-r gegebe- 
nen Punktkerne die geforderte Eigenschaft besitzt (wo a eine beliebige 
rationale Zahl vorstellt und r nach dem Zitate in FuBnote *’) erklart ist). 

5. Es sei E der geometrische Typus der Vereinigung J der Spezies J’ 
der Punktkerne des Einheitskontinuums, welche gegeben sind durch die 


unendlichen Ternalbriiche PY ce wo a, fiir jedes » entweder gleich 0 oder 
v=1 

gleich 2 zu wahlen ist, und der Spezies J” der Punktkerne des Einheits- 

kontinuums, welche gegeben sind durch die unendlichen Ternalbriiche 


P =F fiir welche eine natiirliche Zahl n existiert, so daB a, fiir »<n 


v=1 

gleich 0 oder gleich 2 und fiir » =n gleich 1 ist, wahrend fiir » > n fiir 
a, eine beliebige der Zahlen 0, 1 und 2 gewahlt werden kann mit der 
MaBgabe, daB unter diesen a, (vy > n) wenigstens eine von 0 und wenig- 
stens eine von 2 verschiedene Zahl vorkommen mu8. Alle Reprasentanten 
des Typus Z stimmen mit dem Einheitskontinuum iiberein und sind mit 
dem Einheitskontinuum kongruent, wahrend ihre Verflechtung mit dem 
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Einheitskontinuum absurd ist. Weiter besitzt fiir eine beliebige Ma3- 
bestimmung jede meBbare Reprisentante von HZ den Inhalt 1. 

Zu einer beliebigen Reprisentante e von EZ laBt sich im Einheits- 
kontinuum eine katalogisierte perfekte Spezies**) von nicht zu e gehérigen 
Punktkernen angeben. Um dies einzusehen, geniigt es zu bemerken, daB 
in bezug auf die Spezies J die Spezies der durch die unendlichen Ternal- 


briiche + = gegebenen Punktkerne des Einheitskontinuums die geforderte 


v=1 
Eigenschaft besitzt, wenn a,,=a,,,;—=1, und sonst a, fiir jedes » ent- 
weder gleich 0 oder gleich 2 zu wahlen ist. 

Wir wollen jetzt (fiir eine bestimmte, aber beliebig vorgegebene MaB- 
bestimmung) eine (selbstverstindlich nicht meBbare) Reprisentante e, 
von £ konstruieren, zu welcher im Einheitskontinuum eine meBbare Spezies 
von nicht zu e, gehérigen Punktkernen definiert werden kann, welche einen 
von Null positiv-verschiedenen**) Inhalt besiizt. Zu diesem Zwecke ver- 
stehen wir unter einem 2, (y > 2) eine endliche Reihe von Ziffern 0, 1 
oder 2, welche der Reihe nach aus einer Reihe von zwei Ziffern, die nicht 
beide gleich 1 sind, einer Reihe von drei Ziffern, die nicht alle gleich 1 
sind, . . ., einer Reihe von vy — 1 Ziffern, die nicht alle gleich 1 sind, und einer 
Reihe von » Ziffern, die nicht alle gleich 1 sind, besteht; unter einem z,, 
eine unbegrenzte Folge von Ziffern 0, 1 oder 2, welche der Reihe nach 
fiir jedes n>2 eine Reihe von n Ziffern, die nicht alle gleich 1 sind, 
enthalt; unter einem g,, eine unbegrenzte Folge von Ziffern, welche alle 
gleich 0 oder gleich 2 sind; unter einem t, (vy >2) einen unendlichen 


Ternalbruch _ ae dessen Ziffernfolge der Reihe nach aus einem x, und 


n=1 © 


einem g,, besteht; unter einem ¢,, einen unendlichen Ternalbruch Ps as 
n=1 
dessen Ziffernfolge ein 2,, darstellt; unter einem ¢, einen unendlichen 


Ternalbruch ms “x dessen Ziffernfolge der Reihe nach fiir jedes n> 2, 
n=1 

das <k, ist, eine Reihe von n Ziffern, die nicht alle gleich 1 sind, und 

fiir jedes n, das > k, ist, entweder die Ziffer 0 oder die Ziffer 2 enthalt; 

unter 7’, bzw. T,, baw. 7;, die durch die Spezies der t, baw. der ¢,, bzw. der 


18) Vgl. Amsterdamer Verhandelingen (1. Sektion) 12, Nr. 7, 8. 8, 18, sowie die 
demnichst in diesen Annalen erscheinende ausfiihrlichere Darstellung in einem Auf- 
satz der Serie ,Zur Begriindung der intuitionistischen Mathematik“. 

**) Aus der Darstellung des Textes geht iibrigens hervor, da8 fiir diesen Inhalt 
ein beliebiger zwischen 0 rad 1 gelegener und sowohl von 0 wie von 1 positiv-ver- 
schiedener West vorgeschrieben werden kann. 
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ty, gegebene katalogisierte perfekte Punktkernspezies des Einheitskontinuums; 
unter U, bzw. U,, baw. U;, den durch 7, bzw. T,, bzw. T;, im Einheits- 
kontinuum bestimmten Bereich; unter e, die Vereinigung von 7;, und U,,. 
Die Spezies T,, ist meSbar und besitzt einen von Null positiv-verschiedenen 
Inhalt «; ein beliebiges 7, ist meBbar und vom Inhalte 0; ein beliebiges 
U, ist meBbar und vom Inhalte 1. Mithin ist auch die Punktkernspezies 
P=9D(T.,, Us, Us, ...) meBbar und besitzt den von Null positiv-verschie- 
denen Inhalt «. Die Punktkerne von P aber (welche im Falle, daB die 
Existenz von k, ad absurdum gefiihrt wire, alle zu 7;,, im Falle, dab k, 
existierte, aber alle zu U,, gehéren miiBten) gehdren nicht zu e,. 


6. Es sei F der geometrische Typus der Vereinigung K der Spezies K’ 


° ° on Ta ° 
der durch die unendlichen Ternalbriiche pS aa wo unter den a, nur eine 


v=1 “ 


bestimmte endliche Anzehl, und der Spezies K” der durch die unendlichen 


Ternalbriiche ro =, wo unter den a, eine Fundamentalreihe von Ziffern 1 


v=1 * 


vorkommt, gegebenen Punktkerne des Einheitskontinuums. Alle Reprisen- 
tanten des Typus F stimmen mit dem Einheitskontinuum iiberein, ohne 
jedoch mit dem Ejinheitskontinuum kongruent zu sein, wahrend ihre Ver- 
flechtung mit dem Einheitskontinuum sogar absurd ist. Weiter besitzt fiir 
eine beliebige MaBbestimmung jede meSbare Reprisentante von F den 
Inhalt 1. 

Zu einer beliebigen Reprisentante f von F la8t sich im Einheits- 
kontinuum eine katalogisierte perfekte Spezies von nicht zu f gehdérigen 
Punktkernen angeben. Um dies einzusehen, geniigt es zu bemerken, daB 
in bezug auf die Spezies K die Spezies der durch die unendlichen Ternal- 


briiche Ps a gegebenen Punktkerne des Einheitskontinuums die geforderte 


vr=1 
Eigenschaft besitzt, wenn a, fiir jedes gerade y >k, gleich 1, sonst ent- 
weder gleich 0 oder gleich 2 zu wahlen ist. 

Wir wollen jetzt (fiir eine bestimmte, aber beliebig vorgegebene Mab- 
bestimmung) eine (selbstverstindlich nicht meBbare) Reprisentante /, 
von F konstruieren, zu welcher im Einheitskontinuum eine meBbare Spezies 
vom Inhalte 1 von nicht zu f, gehérigen Punktkernen definiert werden 
kann. Zu diesem Zwecke verstehen wir unter einem o, (y >1) eine end- 
liche Reihe von Ziffern 0, 1 oder 2, welche der Reihe nach aus einer 
Reihe von zwei Ziffern, die nicht beide gleich 1 sind, einer Reihe von 
drei Ziffern, die nicht alle gleich 1 sind, ..., einer Reihe von » Ziffern, 
die nicht alle gleich 1 sind, und einer Rejhe von » +1 Ziffern 1 besteht; 
unter einem o ein beliebiges o, (y = 1, 2, 3,...); unter einem oa’ eine 
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endliche Reihe von Ziffern, welche der Reine nach aus einer beliebigen 
endlichen (eventuell verschwindenden) Reihe von Ziffern 0 oder 2 und einer 
Ziffer 1 besteht; unter einem t,, (4 und y eventuell verschwindende natiir- 
liche Zahlen) eine unbegrenzte Folge von Ziffern 0, 1 oder 2, welche der 
Reihe nach aus u Ziffernreihen o’, » Ziffernreihen o und einer unbegrenzten 
Ziffernfolge 2,, besteht; unter einem t/,o (« eine eventuell verschwindende 
natiirliche Zahl) eine unbegrenzte Folge von Ziffern 0, 1 oder 2, welche 
der Reihe nach aus yu Ziffernreihen o’ und einer unbegrenzten Ziffern- 
folge g,, besteht; unter einem 1, ein beliebiges %, (vy = 0,1, 2, 3, ...); 
unter einem t, (jm eine nicht verschwindende natiirliche Zahl) einerseits 
ein beliebiges 115 (vy = 0,1,2,...,—1), andererseits ein beliebiges r,,, 
(»=0,1,2,3,...); unter einem x, einerseits ein beliebiges 1). (v eine 
eventuell verschwindende natiirliche Zahl < k,), andererseits ein beliebiges 
t,,» (v= 0,1,2,3,....); unter einem s, bzw. einem s, einen unendlichen 


Ternalbruch p oy “«  dessen Ziffernfolge ein t, bzw. ein 1, darstellt; unter 
n=1 

K,. bew. Ky, die durch die Spezies. der 8, bzw. durch die Spezies der s,, 
gegebene konsolidierte auBere Grenzspezies*®) von Punktkernen des Ein- 
heitskontinuums; unter K;. bzw. Ky, die durch K, bzw. Ki, bestimmte 
innere Grenzspezies*®) von Punktkernen des Einheitskontinuums; unter /, 
die Vereinigung von K;, und K,. Alsdann ist sowohl K” wie ein be- 
liebiges K,. meBbar und besitzt den Inhalt 1. Mithin ist auch die Punkt- 
kernspezies Q = D(K”", Be Di Men a .) meBbar und besitzt den In- 
halt 1. Die Punktkerne von Q aber (welche im Falle, daB die Existenz 
von k, ad absurdum gefiihrt wire, alle zu K;,, im Falle, daB k, existierte, 
aber alle zu K;,, gehéren miiBten) gehdren nicht zu f,. 


7. Es sei F, der geometrische Typus der Vereinigung K, der obigen 

Spezies K’ und ihrer Komplementirspezies in bezug auf das Einheitskon- 

tinuum K”’. Alle Repriisentanten des Typus F, stimmen mit dem Ein- 

heitskontinuum iiberein und sind mit dem Einheitskontinuum kongruent, 

wahrend ihre Verflechtung mit dem Einheitskontinuum absurd ist. Weiter 

besitzt fiir eine beliebige MaSbestimmung jede meBbare Reprisentante 

| von F, den Inhalt 1. Wir wollen aber wiederum (fiir eine bestimmte, aber 

beliebig vorgegebene MaSbestimmung) eine (selbstverstandlich nicht meb- 

bare) Reprasentante f,, von F, konstruieren, zu welcher im Einheitskon- 

tinuum eine meBbare Spezies vom Inhalte 1 von nicht zu f,, gehérigen 

Punktkernen definiert werden kann. Zu diesem Zwecke verstehen wir 

20) Vgl. Amsterdamer Verbandelingen (1. Sektion) 12, Nr. 7, S. 22, 23, sowie die 

demniichst in diesen Annalen erscheinende ausfiihrlichere Darstellung in einem Auf- 
satz der Serie ,Zur Begriindung der intuitionistischen Mathematik“. 
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unter K,.” die Komplementirspezies in bezug auf das Einheitskontinuum 
der obigen Spezies K,,; unter f,, die Vereinigung von K;,, und K;,. Als- 
dann gehéren die Punktkerne der obigen Spezies Q (welche im Falle, daB 
die Existenz von k, ad absurdum gefiihrt ware, alle zu K;,, im Falle, 
da8 k, existierte, aber alle zu K;, gehéren miiBten) nicht zu f,,. 


§ 6. 

Aus den Eigenschaften der im § 5 behandelten Beispiele entnehmen wir: 

1. Hine Verschmelzungseigenschajt fiir sich allein liefert kein brauch- 
bares Kriterium fiir den pseudovollen Definitionsbereich. Denn schon der 
auf die Zusammenfallung unmittelbar folgende Verschmelzungsgrad, namlich 
die Verflechtung mit dem Einheitskontinuum reicht fiir ein derartiges 
Kriterium nicht aus. Wie das im § 5 behandelte Beispiel A beweist, 
garantiert ja die Verflechtung mit dem Einheitskontinuum nicht einmal die 
Existenz eines einzigen Punktes des Definitionsbereichs. 


Andererseits ist die Verflechtung mit dem Einheitskontinuum fiir eine 
Vereinigung zweier elementefremder und je ein Element enthaltender Teil- 
spezies des Einheitskontinuums niemals erfiillt, so daB sie auch nicht als 
notwendiger Bestandteil eines Kriteriums fiir den pseudovollen Definitions- 
bereich verlangt werden kann. Dagegen wird in einem passenden Kriterium 
fiir den pseudovollen Definitionsbereich die beschrinktere Verschmelzungs- 
eigenschaft der Kongruenz mit dem Einheitskontinuum als Bestandteil 
enthalten sein miissen, weil ja ein Definitionsbereich naturgemaBerweise 
erst dann als pseudovoll gelten kann, nachdem die Méglichkeit der An- 
gabe eines aus demselben herausragenden*') Punktkernes des Einheits- 
kontinuums ad absurdum gefiihrt worden ist. 

2. Hine Inhaliseigenschaft fiir sich allein liefert kein brauchbares 
Kriterium fiir den pseudovollen Definitionsbereich. Fiir diesen Zweck 
kamen namlich kaum andere als die beiden folgenden ‘nhaltseigenschaften 
von Definitionsbereichen in Betracht: 

a) Der Definitionsbereich ist fiir eine passende MaBbestimmung meB- 
bar mit dem Inhalte 1, und behalt den Inhalt 1 fiir jede MaBbestimmung, 
fiir welche er meBbar ist. 

b) Der Definitionsbereich ist fiir jede MaBbestimmung meBbar mit 
dem Inhalte 1. 

Wie die im § 5 behandelten Beispiele B, und B, beweisen, garan- 
tiert aber fiir einen Definitionsbereich sogar die starkere Eigenschaft b) 
nicht die Ubereinstimmung mit dem Einheitskontinuum. 


*t) Math. Annalen 93, S. 246. 
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Um ein brauchbares Kriterium fiir den pseudovollen Definitionsbereich 
zu erhalten, sind wir somit auf die Kombination der Kongruenz mit dem 
Einheitskontinuum mit einer Inhaltseigenschaft, sei es die obige Eigen- 
schaft a) oder die obige Eigenschaft b), angewiesen. 

Dabei wird aber als maBgebende Inhaltseigenschaft die obige Eigen- 
schaft b) deshalb der obigen Eigenschaft a) vorzuziehen sein, weil es nach 
dem im § 5 behandelten Beispiele F, mit dem Einheitskontinuum kon- 
gruente und die obige Eigenschaft a) besitzende Definitionsbereiche gibt, 
von denen bei passender MaSbestimmung jede meBbare Teilspezies den 
Inhalt Null besitzt. 


Somit diirfte es sich empfehlen, als pseudovolle Definitionsbereiche 
diejenigen und nur diejenigen Teilspezies des Einheitskontinuums zu- 
zulassen, welche erstens mit dem LHinheitskontinuum kongruent sind, 


zweitens fiir jede MaBbestimmung des Einheitskontinuums mefbar sind 
und den Inhalt 1 besitzen. 


(Eingegangen am 28. 4. 1926.) 








Ober das Schwarzsche Lemma bei analytischen Funktionen 
von zwei komplexen Veriinderlichen. 


Von 


C. Carathéodory in Miinchen. 


1. Einleitung. Es ist eins der gréBten Verdienste Riemanns, gezeigt 
zu haben, daB man die Theorie der analytischen Funktionen einer kom- 
plexen Verinderlichen mit Hilfe von geometrischen und topologischen Be- 
trachtungen aufbauen kann. Die Ubertragung der Riemannschen Theorie 
auf Funktionen von mehreren Veranderlichen ist bisher aber nicht gelungen: 
Es liegen nur ganz vereinzelte und ziemlich diirftige Versuche vor, aus 
denen man hauptsichlich das eine ersehen kann, da8 nimlich die Verhilt- 
nisse hier ganz anders liegen, so daB man nicht einmal recht weib, wo 
man den Spaten anzusetzen hat, um die vermutete Goldader zu finden. 

Am klarsten erkennt men die Schwierigkeiten, die einem hier auf 
Schritt und Tritt begegnen, wenn man die Abhandlung nachliest, die 
Poincaré diesem Gegenstand gewidmet hat, und die fast alle Resultate 
enthalt, die man bisher auf diesem Gebiete gewonnen hat’). 

Unter diesen Umstinden scheint die Bemerkung von Interesse zu sein, 
da8 man einem der wichtigsten Saitze der geometrischen Funktionentheorie 
(soweit sie sich mit analytischen Funktionen einer Veranderlichen befaBt) 
eine Formulierung geben kann, die véllig unabhiangig ist von der Anzahl der 
Verinderlichen, die in die analytischen Funktionen, die man betrachtet, 
eingehen. 

Das Hauptresultat, zu welchem wir gelangen werden, und das wir, 
um uns nicht in Allgemeinheiten zu verlieren, fiir Funktionen von zwei 
Verinderlichen aussprechen werden, ist folgendes: durch die beschrankten 
analytischen Funktionen von zwei komplexen Veranderlichen, die in einem 
vorgegebenen vierdimensionalen Gebiet reguldr sind. wird diesem Gebiete 





*) H. Poincaré, Les fonctions analytiques de deux variables et la représentation 
conforme, Rend. Circ. Matem. Palermo 23 (1907), pp. 185—220. 
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mit Hilfe einer Distanzfunktion eine Metrik auferlegt. Diese Distanzfunk- 
tion ist eine Invariante fiir die analytischen Abbildungen von zwei vier- 
dimensionalen Gebieten aufeinander und kann daher beim Studium dieser 
analytischen Abbildungen mit Vorteil benutzt werden. Den ganzen Ansatz 
kann man, wie wir weiter unten (§ 6) erkliren werden, als eine direkte 
Verallgemeinerung des Schwarzschen Lemmas ansehen; er beriihrt sich 
daher mit einer yeometrischen Ubertragung desselben Satzes, die Herr 
K. Reinhardt gefunden hat*). Als erste ganz elementare Anwendung dieser 
Theorie werden wir einige der Sitze, die Herr Reinhardt erhalten hat, 
besonders einfach und anschaulich beweisen kénnen. 

2. Die Distanzfunktion. Jedes Wertsystem der komplexen Verander- 
lichen 

a=2'+ie", y=y'+iy” 
kann als Punkt im vierdimensionalen (reellen) Raum der 2x’, x”, y’, y” 
gedeutet werden. Geben wir uns ein Gebiet G,, d. h. eine zusammen- 
hangende, offene Punktmenge dieses Raumes, so kénnen wir die Werte 
untersuchen, die eine analytische Funktion z= f(z, y) in den Punkten 
von G, annimmt. 

Man kann aber gezwungen sein, noch allgemeinere topologische Ge- 
bilde als diese Gebiete G, zu betrachten, wenn man die Funktion f(z, y) 
in einem Punkte z,, y, von G, analytisch fortsetzt und diese analytische 
Fortsetzung nicht mit Hilfe der urspriinglichen Verianderlichen z, y sondern 
durch neue Variable ¢, 7 ausdriickt, die aus den alten durch die ber- 
gangsformeln 


(1) x—%= P(E) y¥—Y=vl(Fn) 
gewonnen werden. Die Punkte, in welchen jetzt die Funktion f(z, y) 
betrachtet wird, bilden ein topologisches vierdimensionales Gebiet G, von 
dem ein Teil mit dem Gebiete G, innerhalb des vierdimensionalen Raumes 
der x,y, ein anderer Teil mit einem Gebiete G, innerhalb des Raumes 
def £, identifiziert wird. Dabei muB8 ein Stiick von G, auf ein Stiick 
von G, mit Benutzung der Gleichungen (1) umgekehrt eindeutig abgebildet 
werden. Indem man diese Operationen wiederholt, wird man schlieBlich 
dazu gefiihrt, die Funktion f(z, y) auf Gebieten G zu definieren, die man 
als Vereinigung von abzahlbar unendlich vielen Gebieten G,, G,,... an- 
sehen kann, die sich dachziegelférmig iiberdecken. 

3. Solche allgemeinen Gebiete G wollen wir unseren Betrachtungen 
zugrunde legen, und annehmen, da8 ein derartiges Gebiet, das wir studieren 
wollen, ein fiir allemal fest gegeben ist. Es hat dann einen Sinn von 


*) Uber Abbildungen durch analytische Funktionen zweier Veranderlicher, Math. 
Ann. 83 (1921), S. 211—255. 
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Funktionen f(z, y) zu reden, die in jedem Punkte von @ analytisch und 
regular sind. Diesem Gebiete @ wollen wir nun die Beschrankung auf- 
erlegen, daS unter diesen iiberall in G regularen Funktionen solche vor- 
handen sind, die beschrinkt aber nicht konstant sind*). 

Wir betrachten nun unter allen Funktionen, die auf @ regular sind, 
diejenigen, deren absoluter Betrag iiberall kleiner als Eins ist. Diese 
Funktionen bilden, nach der Terminologie des Herrn Montel, eine normale 
Familie; sie besitzen bekanntlich die Eigenschaft, daB man aus jeder be- 
liebigen Folge, die mit Funktionen der Familie gebildet wird, eine konver- 
gente Teilfolge aussondern kann‘). 

4. Wir fassen nun zwei Punkte A und B des Inneren unseres Ge- 
bietes G ins Auge und betrachten die Werte 


(2) ta=f(A), ze=f(B), 


die eine Funktion unserer Familie in diesen beiden Punkten annimmt. 
Die beiden komplexen Zahlen z4 und zg werden in der z-Ebene durch 
zwei Punkte dargestellt, die beide im Innern des Einheitskreises |z|< 1 
liegen. 

Nun kénnen bekanntlich die konformen Abbildungen des Einheits- 
kreises auf sich selbst gedeutet werden als Bewegungen einer Nichteuklidi- 
schen Ebene, bei welcher die positive Funktion 


, |2a—-Zp|+|1—zaZp | 
3 E(z4,23)=1 : 
\ ) ( - ) V (1-24 24) (1—zp Zp) 
die die Rolle der Nichteuklidischen Entfernung der beiden Punkte z, und zg 
spielt, invariant bleibt. In der letzten Formel bedeuten 74 und Zg die 
konjugiert komplexen Werte zu z, und zz. 

Wir betrachten nun die obere Grenze der Nichteuklidischen Entfer- 
nungen E(z,4, 2p) fir alle Funktionen unserer Familie und nennen diese 








%) Man weiB aus der Theorie der Funktionen einer Verianderlichen, daB diese 
Bedingung wirklich eine Beschrankung fiir die Gebiete G bedeutet. So stellt z. B. 
die komplexe Zahlebene selbst, oder die Uberlagerungsflache der Riemannschen Flichen, 
die bei den elliptischen Integralen auftreten, Gebiete dar, die die verlangte Eigen- 
schaft nicht besitzen. Die Riemannsche Fiache der elliptischen Modulfunktion ist 
dagegen das einfachste Beispiel eines Gebietes ohne Rand, das die betreffende Eigen- 
schaft besitzt. 

*) In einer wichtigen Arbeit hat Herr G. Julia die normalen Familien von ana- 
lytischen Funktionen von mehreren Verinderlichen systematisch un‘ersucht. [Sur les 
familles des fonctions analytiques de plusieurs variables, Acta Mathematica 47 (1926), 
pp. 53—115.] Diese Arbeit hat mir, obgleich sie ganz andere Ziele verfolgt, die erste 
Anregung zu der vorliegenden Untersuchung gegeben. 
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Zahl, die wir mit Dg(A,B) bezeichnen, die Distanz der Punkte A 
und B innerhalb des Gebietes G*). 


5. Die Distanzfunktion Dg(A, B) ist iiberall endlich. Um dies zu 
zeigen, betrachte man eine Folge von Funktionen der normalen Familie 


(4) f(x,y), f(x,y), +0 
fiir welche, mit den obigen Bezeichnungen, die Relation 
(5) lim F(z’, z§) = Dg(A, B) 


besteht. Ferner setze man 


( 
si (z, y)—22 


(6) (2. 9) = Farge Ge, y) 1 


Die Funktionen der Folge (6), die simtlich im Punkte A verschwinden, 
gehéren auch der normalen Familie an. Es ist auBerdem, wegen der In- 
varianz der Nichteuklidischen Entfernung, 


(n) 
(7) E(22”, 2 = E(p" (4), 9B) = gt. 

Aus der Folge (6), die der normalen Familie angehért, kann man eine 
konvergente Teilfolge aussondern, die gegen eine regulare Funktion ¢ (2, y) 
konvergiert. Der absolute Betrag dieser letzten Funktion ist in keinem 
Punkte von @ gréBer als Eins, und hieraus kénnen wir schlieBen, da 
\y(B)|<1 ist. Bezeichnet man namlich mit z,, y, die Koordinaten 
von B, so gibt es, weil B ein innerer Punkt von @ ist, eine in @ ent- 
haltene Umgebung von B in der y(z, y) sich als Potenzreihe von (x — z,) 
und (y— y,) darstellen l48t. Nun miissen entweder alle Koeffizienten 


5) Wie mir Herr Erhard Schmidt bemerkte, ist die Kinfiibrung der Nicht- 
euklidischen Metrik des Kreises |z|<1 ganz unwesentlich fiir die Zwecke, die wir 
hier verfolgen. Betrachtet man nimlich statt der oben definierten Distanz D, (AB) die 
obere Grenze 4, (AB) der gewohnlichen Entfernung von z, und z, fiir alle Funktionen 
unserer Familie, so tiberzeugt man sich leicht, daB zwischen diesen GréBen die Relation 
1 ,1+4, 

Hey 

besteht. Hieraus folgt, daB die verallgemeinerte Lange L(y), die wir im § 17 definieren 
werden, denselben Wert erhilt, wenn man sie mit Hilfe der Funktion 4, statt mit 
Hilfe von Dg berechnet. Es ist trotzdem besser, die Distanz D, (A,B) zu benutzen, 
weil sie bei vielen Gebieten mit der geoditischen Entfernung der Punkte A und B zu- 
sammenfallt, d. h. mit der unteren Grenze von Lg(y) fiir alle Kurvenstiicke y, die 
innerhalb des Gebietes G die Punkte A und B verbindet, waihrend 4,(AB) stete 
kleiner als diese untere Grenze ist. 
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dieser Potenzreihe bis auf die Anfangskonstante verschwinden oder es gibt 
mindestens eine endliche Zahl /, fiir welche 2ie Funktion 


y (u) = p(x + 4, Ho +4u) 
in der Umgebung des Nullpunktes keine Konstante ist. Im ersten Falls mu8 
die Funktion f(z, y) im ganzen Gebiete G konstant und y(B) = (A) = 0 
sein; im zweiten Falle gibt es beliebig kleine Werte von u, fiir welche 
|w(u)| > |y(0)| ist, und daher Punkte P des Gebietes @, fiir welche 
KA P)|>|@(B)| ist. Da nun |y(P) <1 ist, muB, wie wir behaupteten, 
in jedem Falle |g(B)| <1 sein. 
Nach (5) und (7) hat man aber 


1, 1+\9(B 
Dg (A, B) = a eeart . 


womit die Endlichkeit von Dg(A, B) bewiesen ist. 

6. Die vorhergehenden Uberlegungen sind von der Anzahl der Ver- 
anderlichen, die in die betrachteten analytischen Funktionen eingehen, 
unabhingig. Das Scawarzsche Lemma kann nun in der invarianten Form, 
die Herr G. Pick diesem Satze gegeben hat*), folgendermaBen ausgesprochen 
werden: Ist die Funktion z= f(x) reguldr im Kreise |x|<1 und ist 
dort |f(x)|<1, so gilt fiir zwei beliebige Punkte Aund B dieses Kreises 


E (za, Zp) < E(A, B), 
wobe: das Gleichheitszeichen fiir gewisse linear gebrochene Funktionen 
erreicht werden kann. 
Man sieht also unmittelbar ein, da8 unsere Distanzfunktion mit dem 
Schwarzschen Lemma aufs engste verwandt ist. Das Schwarzsche Lemma 
besagt eben, dai fiir Funktionen einer Verinderlichen 


Dg (A, B) = E(A, B) 


ist, falls man fiir das Gebiet G den Einheitskreis wahlt. 


7. Erste Eigenschaften der Distanzfunktion. Es ist fast evident, 
da8 die Distanzfunktion Dg(A, B) bei analytischen Abbildungen invariant 
bleibt. Transformiert sich namlich bei der betrachteten Abbildung das 
Gebiet G in ein Gebiet G*, so entspricht jeder Funktion unserer normalen 
Familie, die in @ regular ist, eine Funktion in @*, die ebenfalls einer 
normalen Familie angehért, und umgekehrt; und in einander entsprechen- 
den Punkten der beiden Gebiete haben diese einander zugeordneten Funk- 
tionen denselben Wert. Es gilt also der 


*) G. Pick, Uber eine Eigenschaft der konformen Abbildung kreisférmiger Be- 
reiche, Math. Ann. 77 (1916), S. 1—6. ; 








2 ee 


Funktionen zweier Veranderlicher. 81 


Satz 1. Wird ein Gebiet G auf ein Gebiet G* analytisch abgebildet und 
bezeichnet man mit A*, B* die Bilder in G* von zwei beliebigen Punk- 
ten A, B von G, so besteht die Gleichung 

Dg-(A*, B*) = Dg (A, B). 

Es sei jetzt H ein Teilgebiet von G; jede Funktion, die in @ regular 
ist und deren absoluter Betrag dort kleiner als Eins ist, besitzt dieselben 
Eigenschaften im Gebiete H, und hieraus folgt sofort der 

Satz 2. Ist H<G, so besteht fiir jedes Punktepaar A, B, das in H 
enthalten ist, 

Dy (A, B)=> Dg(A, B). 


8. Wir betrachten im Gebiete G drei Punkte A, B und @ und be- 
merken, daB es nach dem § 5 mindestens eine Funktion f(z, y) unserer 
normalen Familie gibt, fiir welche, wenn man mit z4, 2g, 2 die Werte 


bezeichnet, die diese Funktion in den gegebenen Punkten annimmt, die 
Relation besteht 


(8) Dg(A, C) = E(za, Zc). 


Andererseits gilt fiir die Nichteuklidischen Entfernungen der Dreiecksatz, 
also ist insbesondere 


(9) E(z4, 2c) S E (24, zz) + E(zz, 2c) 
und nach Definition haben wir die Relationen 

10 prea any 

(10) E (zp, 2c) < Da(B, 0). 


Die Vergleichung der Relationen (8), (9) und (10) liefert uns den 


Satz 3. Fiir drei beliebige Punkte A, B, C des Gebietes G besteht 
immer die Relation 


Dg(A, C) < Dg(A, B) + Do(B, C). 


9. Wir wollen nun zeigen, daB, wenn ein Punkt P innerhalb des 
Gebietes G variiert, die obere Grenze von Dg(A, P) gleich Unendlich ist. 
Zu diesem Zwecke betrachten wir, wenn A und B zwei feste Punkte von G 


bedeuten, eine Funktion f(P) unserer Familie, die im Punkte A ver- 
schwindet und fiir welche nach dem § 5 


B 
(11) De(4, B) = 511 


ist, Ware nun fiir jede Lage des Punktes P in G die Distanz Dg(A, P) < M, 
also auch fiir unsere bases Funktion f(P) 


tlhe 
zt 1 \fpyt & Pel, P) < M, 
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so wiirde hieraus folgen 


eed | 
PR St ep 
f(P)| < a tM 


und die Funktion 5 f(z, y) ware eine Funktion unserer Familie, fiir welche 
entgegen der Definition der Distanzfunktion 


1 \ 1,0 B)! ‘ 
B(51(A), 5 f(B)) = pest ey > Dg(AB) 


wire. Wir haben also den 

Satz 4. Variiert der Punkt P innerhalb des Gebietes G, so ist fiir 
jeden festen Punkt A von G die obere Grenze von Dg(A, P) stets gleich 
Unendlich. 

10. Die Distanzfunktion fiir Zylindergebiete. Ehe wir nun weitere 
Eigenschaften der Distanzfunktion ableiten, miissen wir diese Funktion 
selbst fiir Zylindergebiete aufstellen. 

Unter einem Zylindergebiet G versteht man die Gesamtheit der Punkte 
des vierdimensionalen Raumes der 2’,2”, y’,y’, fiir welche der Punkt 
x=2'-+ 2” innerhalb eines festen Gebietes G, der z-Ebene und der 
Punkt y=y’+iy” innerhalb eines festen Gebietes G, der y-Ebene 
variiert. Das Zylindergebiet G ist dann und nur dann linear einfach zu- 
sammenhingend, d. h. man kann dann und nur dann jede geschlossene 
Kurve durch stetige Deformation auf einen Punkt zusammenziehen, wenn 
jedes der Gebiete G, und G, einfach zusammenhingend ist. 

Man kann auch bier den Begriff des Zylindergebietes erweitern, indem 
man die gewdhnlichen Gebiete G, und G, durch Riemannsche Flichen er- 
setzt; wir wollen uns aber durch derartige Betrachtungen nicht aufhalten 
lassen. 

Wir nehmen nun an, daB das Zylindergebiet G linear einfach zu- 
sammenhangend ist und daB die Rander eines jeden der Gebiete G, und G, 
mindestens zwei verschiedene Punkte enthalten. Dann kann man G, kon- 
form auf den Kreis |x| <1 und G, konform auf den Kreis | y| <1 ab- 
bilden. Durch diese beiden konformen Abbildungen wird eine analytische 
Abbildung definiert, die das Gebiet G auf das Zylindergebiet 


(12) lz|<1, |y|<1 


abbildet; ein derartiges Gebiet wollen wir einen Dizylinder nennen. 
Wegen der Invarianz der Distanzfunktion (§ 7, Satz 1) geniigt es, wenn 
wir diese Funktion fiir den Dizylinder (12) berechnen. 

11. Es gibt eine Gruppe von elementaren analytischen Abbildungen 
mit sechs reellen Parametern, die den Dizylinder (12) in sich transfor- 
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mieren. Bezeichnet man mit @, 8 zwei beliebige komplexe Zahlen, die 
der Bedingung 

jaj|<1, |pl<1 
geniigen, mit &, # ihre konjugierten und mit 1, « beliebige reelle Zahlen, 
so werden die Transformationen dieser Gruppe geliefert durch die Formeln 





S=s . 9-8 

(13) Fn ES mee Fr. 

Bezeichnet man mit z,, y, und z,, y, die Koordinaten von zwei Punkten 

A und B des Dizylinders Z, so bleiben bei allen Transformationen (13) 

der Gruppe die Nichteuklidischen Entfernungen E(z,, 2) und E(y,, y.) 

unverandert. Ferner gibt es stets Transformationen der Gruppe, bei denen 

z. B. der Punkt B in den Mittelpunkt O des Dizylinders iibergefiihrt wird. 
Wegen der Invarianz der Distanzfunktion geniigt es also, wenn wir 

zur Berechnung dieser Funktion annehmen, da dies der Fall ist. 


12. Um eine feste Vorstellung zu haber, nehmen wir jetzt an, daB 
0<|z,|S\y,| und y, +0 


ist, und betrachten eine Funktion f(x,y), die im Dizylinder Z regular 
und absolut genommen kleiner als Eins ist und die iiberdies im Punkte 
a2 = y= 0 verschwindet. Dann ist die Funktion 

Lh 


o(u)=f(= 


fiir |u| <1 regular, dort ist |g(w)|< 1! und es ist zudem ~(0)= 0. 
Nach dem Schwarzschen Lemma ist also 


u, u) 


'P(¥s)| =| f(%1>9%)| Sim |- 
Da die Funktion f(z,y)=y alle unsere Voraussetzungen erfiillt, und 
iiberdies hier f(z,,y,) = y, ist, folgt also, daB fiir die von uns gewahlten 
Punkte der Wert der Distanzfunktion gleich E(y,,y,) ist. 
Man sieht nun sofort ein, daB, wenn man von der gewahlten Speziali- 
sierung absieht, folgender Satz gilt: 


Satz 5. Fiir zwei beliebige Punkte A und B mit den Koordinaten 
2,,y, und x,, Y,, die innerhalb des Dizylinders Z liegen, hat die Distanz- 
funktion Dz(A,B) einen Wert, der gleich ist der grdBeren unter den 
beiden Zahlen E(x,,2,) und E(y,,y,). 

13. Die Distanzfunktion fiir den Dizylinder (und allgemeiner fiir die 
Zylinderbereiche) erzeugt eine Metrik in diesen Bereichen. Wenn man nam- 
lich eine rektifizierbare Kurve y innerhalb des Dizylinders zieht, die zwei 
Punkte A und B dieses Gebietes verbindet, so ist die Summe der Distanzen 
von zwei aufeinanderfolgenden Ecken eines jeden in y eingeschriebenen Poly- 

6* 
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gons immer beschrankt und stets kleiner als die Summe der beiden Nicht- 
euklidischen Langen der Projektionen von y auf die Kreise |x| <1 und 
|y|< 1. Die obere Grenze dieser Zahlen fiir alle méglichen eingeschrie- 
benen Polygone ist demnach auch endlich und kann als verallgemeinerte 
Lange unserer Kurve angesehen werden. 

Wir bezeichnen diese Linge mit Lz(y), und mit L(y,) und L(y,) 
die Nichteuklidischen Langen der Projektionen y, und y, der Kurve y auf 
die z- bzw. die y-Ebene. Dann folgt aus dem Vorhergehenden 


(14) Dg(y) S L(y.) + L(7,)- 


In der letzten Relation gilt aber nur dann das Gleichheitszeichen, wenn 
die eine der Punktmengen y, und y, aus einem einzigen Punkte besteht. 

14. Sind A und B zwei Punkte des Dizylinders und y eine Kurve, 
die diese Punkte verbindet, so ist stets nach Definition 


(15) La(y)=Dz(A,B). 


Es gibt nun — was nicht vorauszusehen war (vgl. § 17, FuBnote 7)) — 
immer Kurven y, deren verallgemeinerte Lange gleich der Distanz ihrer 
Endpunkte ist. Aber im Gegensatz zu der itiblichen Verteilung der geo- 
datischen Linien auf Flachen gibt es hier in der Regel unendlich viele 
allerkiirzesie Linien zwischen A und B. 

Um dies zu zeigen, bezeichnen wir mit z,, y, und z,, y, die Koordi- 
naten der Punkte A und B und nehmen an, da 


(16) E(x,,2,) < E(y,,¥s) 


ist. Die Kurve y, die A mit B verbindet, soll in Parameterdarstellung 
mit Hilfe der Funktionen &(t), »(¢) erzeugt werden, wobei ¢ einen reellen 
Parameter bedeutet. Wir wahlen nun 7(#) derart, daB die Projektion y, 
von y ein Kreisbogen sei, dessen Nichteuklidische Lange gleich E(y,, y,) 
ist. Ferner soll &(#) die Eigenschaft haben, da8 fiir je zwei in Betracht 
kommende Werte ¢’ und t” des Parameters ¢ stets 


E(&(t’), &(t”)) < E(n(t’), n(t”)) 
ist. Wegen (16) gibt es unendlich viele Arten &(¢) so zu bestimmen, 
und jedesmal erhalt man eine Kurve y mit den Endpunkten A und B, 
fiir welche 
Lz(y) = E(y,, 9.) = Dz (A, B) 
ist. Nur fiir den Fall, daB E(x,,2,) = E(y,,y,) tst, gibt es nicht mehr 
als eine allerkiirzeste Linie zwischen A und B. 
15. Nach der Definition der Distanzfunktion fiir den Dizylinder (§ 12, 
Satz 5) folgt sofort, daB wenn A ein Punkt eines Dizylinders Z ist und 
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wenn k eine beliebige positive Zahl bedeutet, der Ort der Punkte P, fiir 


welche 
Dz(A,P) <k 
ist, wiederum ein im ersten enthaltener Dizylinder Z’ ist. 


Bezeichnet man, wenn Z den Dizylinder |x| <1, |y|< 1 bedeutet 
und ¢ eine positive Zahl ist, mit Z, den Dizylinder |z|< 1+-¢, |y| <1, 
so mu8 nach dem Satze 2 des §7 der Dizylinder 


, 


Zi: Dz,(A,P)<k 


den soeben konstruierten Dizylinder Z’ enthalten. Man iiberlegt sich aber 
sofort, daB die Begrenzungen der beiden Gebiete Z und Z, gemeinsame 
Punkte haben miissen. 


Fiir gewisse Punktepaare kann also zugleich mit Z< Z, die Gleichung 
Dz, (A, P) = Dz(A, P) 
stattfinden. Es ist wichtig, dies zu bemerken, denn fiir einfach zusammen- 
hingende Gebiete der Ebene liegen die Verhiltnisse anders; dort gilt der 
Satz: Ist H eine Teilmenge von G, so geniigt es, um auf die Identitat von 
H und G schlieBen zu kénnen, dap fiir ein einziges Punktepaar A, B 
innerhalb H die Gleichung 
Dy(A, B) = Dg(A, B) 
besteht. (Vgl. auch die FuBnote *) am Ende des § 17.) 


16. Weitere Eigenschaften der Distanzfunktion. Aus der speziellen 
Form der Distanzfunktion fiir den Dizylinder kann man einige weitere 
Eigenschaften dieser Funktion fiir allgemeine Gebiete erschlieBen. 


Ist P ein beliebiger Punkt von G, so gibt es namlich mindestens 
einen Dizylinder Z, der P zum Mittelpunkt hat und ganz in @ liegt. 
Gibt man sich eine beliebige positive Zahl ¢, so existiert ein Dizylinder Z’, 
der ebenfalls P zum Mittelpunkt hat, so daB fiir jeden Punkt Q von Z’ 


Dz(P,Q)<e 
sei. Nun ist aber nach dem Satz 2 des §7 
De(P,Q)< Dz (P,Q); 
nach dem Dreiecksatz des § 8 kénnen wir demnach schreiben 
Dg(A, Q) S De(A, P) + De(P,Q) < De(A,P) +e 


und ebenso 
Dg(A, P) < De(A,Q) +e. 


Hieraus folgt nun der 
Satz 6. Fir jedes Gebiet G ist die Distanzfunktion Dg(A, B) eine 
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stetige Funktion ihrer beiden Argumente A und B, die gegen Null kon- 
vergiert, wenn B gegen A strebt. 


17. Wir kénnen auch die Uberlegungen des § 13 auf allgemeine Ge- 
biete G iibertragen und jeder rektifizierbaren Kurve y, die in G verlauft, eine 
verallgemeinerte Linge Lg(y) zuordnen. Die einzige Bedingung, die man 
hierzu verifizieren muB, ist, daB die Summe der Distanzen der aufeinander- 
folgenden Ecken eines in y eingeschriebenen Polygons unterhalb einer 
festen Schranke bleibt. Liegt y ganz im Innern eines Dizylinders Z, der 
in @ enthalten ist, so ist die Behauptung evident: Als obere Schranke 
kann man mit Benutzung des Satzes 2 des §7 die GréBe Lz(y) wahlen. 
Im allgemeinen Falle kann man aber y mit Hilfe des Borelschen Uber- 
deckungssatzes in endlich viele Stiicke zerlegen, von denen jedes in einem 
derartigen Dizylinder liegt, und so den Beweis zu Ende fiihren. 


Dagegen ist es nicht mehr immer sicher, da8 stets zwischen zwei 
gegebenen Punkten A und B allerkiirzeste Linien existieren, fiir welche 
die untere Grenze von Lg(y) erreicht wird, oder sogar, daB diese untere 
Grenze mit der Distanz Dg(A,B) zusammenfillt’). 


18. Wir wollen nunmehr folgenden Satz beweisen: 

Satz 7. Es sei H eine abgeschlossene Punktmenge, die ganz im 
Gebiete G enthalten ist, und A sei ein fester Punkt von G. Beschreibt 
der Punkt P die Punkimenge H, so erreicht die stetige Funktion Dg(A, P) 
thr Maximum auj der Begrenzung, aber in keinem inneren Punkte von H. 


*) Alle diese als Méglichkeiten hingestellten Tatsachen kénnen in der Tat realisiert 
werden, wenn man sich des bekannten Satzes von Hartogs bedient, der besagt, daB 
eine Funktion von zwei Verinderlichen, die auf der Begrenzung einer Hyperkugel 
regulir ist, auch im Innern dieser Punktmenge regular sein muB. Hieraus folgt, 
wenn wir fir unser Gebiet G die Punktmenge k*<zz+yy<1 wihlen, daB jede 
Funktion f(z,y) von zwei Verinderlichen, die in G regular ist, auch innerhalb der 
Hyperkugel x%+yy<1, die wir mit K bezeichnen wollen, regular sein muB. Ist 
ferner | f(z,y)|<1 innerhalb G, so gilt dieselbe Relation auch in K (vgl. § 5), und 
daher besteht fiir jedes Punktepaar A, B innerhalb G die Relation 


Dg(A, B) = Dg (A, B). 


Es ist fast selbstverstindlich, wenn man die Metrik der Hyperkugel (§§ 19—22) 
benutzt, daB 1. ein variabler Punkt P von G gegen einen Punkt der Begrenzung 
von G konvergieren kann, ohne daB die Distanz D,(A,P) gegen Unendlich konver- 
giert, 2. fiir gewisse Punktepaare A, B und fiir alle Kurven y, die ganz im Innern 
von G verlaufen und A mit B verbinden, die Gré8e L(y) nie ihre untere Grenze 
erreicht, und daB diese untere Grenze gréGer ist als die Zahl D(A, B). 

Die Punktmenge z2+y9<k", die man zu G hinzufiigen mu8, um die Hyper- 
kugel K zu erhalten, wirkt ganz wie ein lastiger Fremdkérper, und man wird ver- 
niinftigerweise die Untersuchung auf solche Gebiete beschrinken miissen, die keine 
derartigen Fremdkérper enthalten. 
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Ist namlich B ein innerer Punkt von H, und f(z, y) eine Funktion 
unserer normalen Familie, die im Punkte A verschwindet und fiir welche 
E( f(A), f(B)) = D(A, B) 
ist, so gibt es in H Punkte P, fiir welche | f(P)|>|f(B)| ist, und fir 
diese Punkte ist Dg(A, P) > Dg(A, B). Das Maximum von Dg(A, P) 

mu8 also auf der Begrenzung von H erreicht werden. 
Ein niitzliches Korollar dieses Satzes ist der 
Satz 8. Besteht in jedem Punkte P der Begrenzung x eines Ge- 
bietes H, das mit x in G enthalten ist, die Gleichung 
Dg(A, P)=h, 
so tst in jedem inneren Punkte Q von H 
De (A, Q) <h. 
19. Die Hyperkugel. Wir wollen jetzt unsere Metrik im Inneren 
einer Hyperkugel K untersuchen, die durch die Relation 
(17) eE+yy<l 
definiert ist*). Es gibt bekanntlich eine achtgliedrige Gruppe von elemen- 
taren Transformationen, die das Innere von (17) auf sich selbst analytisch 
abbilden*) und die folgende Gestalt haben: 
r_ _az+byte . ,_  @’2+b'y+c’ 
a 2+b y+e > a 2+b y+e" , 
(18) aa+a’a’—a”a” = bb + b’b' — b"b” = — ct —c't’ + ce", 
ab+a’b’—a"b"=0, be+b'e’—b"2”=0, 
ca+c'a’—c”"a"=0. 


Unter diesen Transformationen spielen die analytischen Drehungen, 
die den Mittelpunkt O der Hyperkugel fest lassen, eine besondere Rolle. 
Man erhalt sie, wenn man in (18) 


c=c’=a”"=b"=0, c”=1 
setzt. Sie haben also die Gestalt 


*) Die Metrik, zu der wir gelangen werden, fallt im wesentlichen mit der MaB- 
bestimmung zusammen, die die Herren G. Fubini und E. Study direkt aus der 
Hermiteschen Form (17) entnommen haben (G. Fubini, Sulle metriche definite da 
una forma Hermitiana, Istituto Veneto 68, 2 (1904); E. Study, Kiirzeste Wege im 
komplexen Gebiet, Math. Annalen 60 (1905), 8. 321-378, siehe besonders S. 325). 

*) Poincaré a. a. O. S. 207. Die Gruppe hiangt von acht reellen Parametern ab: 
in den Gleichungen (18) kommen niamlich acht komplexe Zahlen, also 16 reelle 
Parameter vor, und es bestehen zwischen diesen Parametern acht Bedingungs- 
gleichungen, wenn man die drei letzten Gleichungen (18) in ihren reellen und ihren 
imaginaren Bestandteil spaltet. 
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e’=ar+by, y'=a'x+bd'y, 
(19) aa+a’a’'=bb+ b’b’=1, 
ab + a’b’=0. *) 
Man bemerke, da8 man mit Hilfe dieser analytischen Drehungen 


jeden Punkt der Hyperkugel (17) in einen Punkt der eindimensionalen 
Achse 


(20) xz = positive reelle Zahl<1, y=0 


transformieren kann. In der Tat sind unter den Transformationen (19) 
auch folgende enthalten: 
| af an Zo I+ oy , 
Vo Zo + Yoo 
| y’'= Yor —7o¥ _ 
V%o%o + Yo¥o 
Wir kénnen also die allgemeinen Transformationen (18) erhalten, 
indem wir die Drehungen (19) mit Transformationen kombinieren, die 
einen solchen Punkt der positiven reellen Achse (20) in den Mittelpunkt 
«== y= 0 iiberfiihren. Derartige Transformationen sind folgende: 
z2—A bx 1 F- y 


9 _— 
(21) viet = ie Bea 








(0<i<l). 


Man sieht sofort ein, daB die Transformation (21) die Hyperkugel in sich 
iiberfiihrt, denn es ist 
(1—4")(1—(2#%+y¥9)) 


(22) 2'2" ‘7’=1-- P 
. yy 1—A(2#+2)+ 1° 2% 


20. Ich méchte nun, ehe wir die Distanzfunktion fiir die Hyper- 
kugel wirklich ausrechnen, zeigen, da8 wir schon jetzt imstande sind, eins 
der Resultate von K. Reinhardt ohne jede Rechnung abzuleiten. Wir 
wollen zeigen, daB es unmdglich ist durch analytische Abbildung das 
Innere eines Dizylinders auf das Innere der Hyperkugel zu tibertragen. 





Nach (19) kann man namlich zwei beliebige Punkte der Punktmenge 
(23) zE+yy—k* <1 


durch analytische Drehungen, die den Mittelpunkt O von (17) festlassen, 
ineinander iiberfiihren. Die Distanzfunktion Dg(O,P) hat also einen 


1°) Es ist vielleicht nicht iiberfliissig zu bemerken, daB zwischen den Koeffizienten 
der analytischen Drehungen genau die Relationen bestehen, die besagen, daB die 
beiden komplexen Vektoren (a, a’) und (b, b’) in der Weise normiert sind, wie Herr 
Erhard Schmidt es fiir einen ganz anderen Zweck vorgeschlagen hat. (Uber die 
Auflésung linearer Gleichungen mit unendlich vielen Unbekannten. Rend. Cire. 
Matem. Palermo 2% (1908), pp. 53-77.) 
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konstanten Wert A, wenn P den dreidimensionalen Raum (23) durch- 
lauft. Nach dem Satze 8 des $18 hat aber diese Distanzfunktion im 
Innern von (23) einen kleineren Wert als h, und es ist jetzt ein leichtes 
zu schlieBen, daB die Distanz von O bis zum Punkte mit den Koordinaten 
(x, y) gréBer als h ist, wenn z%@+yy>k* ist. Die Punktmenge (23) 
besteht also aus allen Punkten P, fiir welche 


Dx (0, P)=h 


ist und nur aus diesen. Bei einer analytischen Abbildung des Inneren 
der Hyperkugel (17) auf das Innere eines Dizylinders Z, bei der der 
Mittelpunkt O der Hyperkugel in den Punkt O, des Dizylinders iibergeht, 
miBte also die Punktmenge (23) auf die Punktmenge Dz(O,, P,)=h 
abgebildet werden. Nach dem §15 ist aber diese letzte Punktmenge die 
Begrenzung eines Dizylinders, und man sieht sofort ein, daB die Abbildung 
unmédglich ist, weil diese letzte Punktmenge eine Kante besitzt, wahrend 
die Hyperkugel (23) iiberall analytisch regular ist. 

21. Es handelt sich jetzt darum, die Distanzfunktion fiir die Hyper- 
kugel K zu berechnen. Nach dem §19 gibt es analytische Transforma- 
tionen der Hyperkugel in sich selbst, bei denen von zwei beliebigen 
Punkten A, B des Innern von K der eine in den Mittelpunkt O der Hyper- 
kugel, der andere aber in einen Punkt B* der reellen Achse (20) iiber- 
geht. Es ist also 

Dx(A, B)= Dx(0, B*), 


und da der Punkt B* durch elementare Operationen gefunden werden 
kann, geniigt es, die letzte Zahl Dg(O, B*) zu berechnen. 

Es seien s=h>0O und y=0 die Koordinaten von B*. Es sei 
ferner f(x,y) eine Funktion, die im Punkte O verschwindet, innerhalb 
der Hyperkugel K regular ist und deren absoluter Betrag dort kleiner als 
Eins ist. Wir wenden das gewdhnliche Schwarzsche Lemma auf die 
Funktion 

p(u)= f(u, 0) 
an, und erhalten 
(24) |p(h)| =|f(h, 0)| SIA. 

Nun bemerke man, daB die Funktion z selbst eine Funktion unserer 
normalen Familie ist; denn aus z+ y¥ <1 folgt ja a fortiori |x| <1. 
Also kann das Gleichheitszeichen in der Relation (24) erreicht werden; 
man braucht nur dazu f(z, y) = zu setzen. 


Hieraus folgt aber sofort 
1,1+h 
D,x(AB)= 51573, 
und daher gilt der 
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Satz 9. Man erhdlt die Distanz von zwei Punkten A und B der 
Hyperkugel 
zi+y7<l, 


wenn man durch elementare analytische Transformationen der Hyperkugel 
in sich selbst, den Punkt A in den Mittelpunkt der Hyperkugel, den 
Punkt B in einen Punkt x =h>0, y=0 tiberfiihrt und hierauf schreibt 
1,1+h 
Dx (AB) = 515-5. 

Nach der letzten Formel und den Eigenschaften der analytischen 
Drehungen (19), bei denen der Ausdruck zZ + y@ invariant bleibt, driickt 
sich die Distanz eines beliebigen Punktes P des Inneren der Hyperkugel 
vom Mittelpunkte O durch die Formel aus: 


,__1,1+)2F+y9¥. 
D;x(0, P)= >! _ = eB te5 
diese Distanz ist, wie wir schon im § 20 gefunden hatten, eine monoton 
wachsende Funktion von 2% + yj. 
22. Es ist nun sehr leicht, die geodatischen Linien der Hyperkugel 
fiir unsere verallgemeinerte Metrik zu bestimmen. Zu diesem Zwecke 
suchen wir denjenigen Punkt der Punktmenge 


(25) zE+yy—k’ <1, 
dessen Distanz vom Punkte =A, y=0O ein Minimum ist; hierbei be- 
deutet 4 eine positive Zahl zwischen Null und Eins. Nach der letzten 


Bemerkung des vorigen Paragraphen, verbunden mit dem Satz 9, geniigt 
es hierzu, in der Gleichung (22) den Ausdruck 


tat tat yp — =) -@ ety) 
1—A(z+#)+i°2z 


mit Beriicksichtigung von (25) zu einem Minimum, oder was dasselbe ist 





(26) (1=4*)(1-(@e+yp) 
~ 1—i(z+z)+A°rz 


zu einem Maximum machen. Da aber nun nach (25) der Zahler von (26) 
einen vorgeschriebenen Wert hat, wird dieser Ausdruck wiederum seinen 
gréBten Wert erreichen, wenn sein Nenner 

1—A(a+2%)+/1°2% 
médglichst klein gemacht wird. Setzen wir also x=re*®, y= oe'*, 80 
miissen wir das Minimum von 


(27) 1— 2ircos# + i*r° 
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suchen, wenn die Nebenbedingung (25), die man jetzt schreiben kann. 
(28) r*+ 0° =k’, 
erfiillt ist. 


Nun ist bei festem r die GréBe (27) am kleinsten, wenn # = 0 ist; 
in diesem Falle hat diese GréBe den Wert 


(29) (1—Ar)?. 

Das Minimum von (29) wird endlich, wenn man (28) beriicksichtigt, 
fir den gré8tméglichen Wert von r, also fir r= erreicht. Es gibt 
also auf der dreidimensionalen Punktmenge (25) einen einzigen Punkt, 
dessen Distanz vom Punkte =A, y=0 ein Minimum ist, namlich den 
Punkt z =k, y=0. 

Nun ist es leicht zu zeigen, wenn man mit R den Punkt mit den 
Koordinaten 4,0 bezeichnet, daB die Punkte S der reellen Strecke OR die 
einzigen Punkte der Hyperkugel (17) sind, fiir welche die Gleichung 


(30) Dg(O, R) = Dg(O, 8) + Dg(8S, R) 
gilt Ist namlich P irgendein Punkt mit den Koordinaten x, y, der im 
Inneren von (17), aber nicht auf der Strecke OR liegt, und setzt man 
rEF+yy= k*, so hat man erstens, falls k=>A ist, 

Dz (O, P) => Dg(O, R) und Dx(P, R) > 0, 


also sicher 
(31) Dx (O, R) < Dx (O, P) + Dx(P, BR). 
Ist aber k <4 und bezeichnet S, den Punkt mit den Koordinaten(k, 0), 


so folgt 

Dx (0, 8,) = Dx (0, P) 
und nach unseren obigen Ausfiihrungen 

Dx(8,, R)< Dg(P, R). 
Diese letzten Relationen liefern mit Beriicksichtigung der Gleichung (30), 
die fiir den Punkt S, selbstverstandlich gilt, wiederum die Ungleichheit 
(31). Hieraus folgt, daB die Strecke OR die einzige allerkiirzeste 
Linie unserer Metrik ist, die O mit R verbindet und auBerdem, wie es 
auch fiir den Dizylinder der Fall war, daB die verallgemeinerte Lange 
dieser Linie gleich der Distanz von O und R ist. Man kann mit Hilfe 
der analytischen Abbildungen (18) dieses Resultat auf ein beliebiges 
Punktepaar A, B der Hyperkugel (17) iibertragen und erhialt so den 

Satz 10. Zwischen zwei Punkten A und B einer Hyperkugel kann 

nur eine einzige allerkiirzeste Linie unserer Metrik gezogen werden, und 
zwar ist ihre verallgemeinerte Lange gleich der Distanz Dx (A, B). 
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23. Metrische Abbildungen. Unter einer metrischen Abbildung von 
zwei vierdimensionalen Gebieten G und G* aufeinander wollen wir irgend- 
eine eineindeutige stetige Abbildung verstehen, bei der die Distanzfunktion 
invariant bleibt. Dann bleiben die verallgemeinerten Langen von einander 
entsprechenden Kurven erhalten und es miissen die allerkiirzesten Linien 
einander entsprechen. Die Gruppe der metrischen Abbildungen ist deshalb 
interessant, weil sie die analytischen Abbildungen als Untergruppe enthiilt. 


24. Der Satz von Reinhardt, den wir in § 21 neu bewiesen haben, 
ist unter diesem allgemeinen Gesichtspunkt ein spezieller Fall des folgen- 
den Satzes: 


Satz 11. Es ist unmoglich, das Innere des Dizylinders auf das Innere 
der Hyperkugel metrisch abzubilden. 


In der Tat gibt es eine einzige geoditische Linie unserer Metrik, die 
zwei beliebige Punkte der Hyperkugel verbindet, dagegen kénnen im all- 
gemeinen nach dem § 14 unendlich viele derartige Linien zwischen zwei 
Punkten des Dizylinders gezogen werden. 


25. Wir wollen nun alle metrischen Abbildungen aufstellen, durch 
welche das Innere der Hyperkugel auf sich selbst abgebildet wird. Dazu 
gehen wir von der Bemerkung aus, daB, wenn eine derartige metrische 
Abbildung zwei Fixpunkte besitzt, die ganze geoddtische Linie unserer 
Metrik, die diese beiden Fixpunkte enthdlt, aus lauter Fixpunkten be- 
stehen muf. 

Nun kann man zunichst, wenn eine beliebige metrische Abbildung 
der Hyperkugel auf sich selbst vorliegt, durch eine der Transformationen (18) 
das Bild des Mittelpunktes 0 der Hyperkugel und eines Punktes der 
reellen Achse (20) in diese Punkte selbst iiberfiihren und daher von vorn- 
herein annehmen, da8 diese reelle Achse aus lauter Fixpunkten besteht. 
Wir suchen nun diejenigen Punkte der Hyperkugel auf, die gleiche Distanz 
von zwei Punkten mit den Koordinaten 4,0 und — A, 0 besitzen, wobei 
4 eine Zah] zwischen Null und Eins bedeuten mége. Eine kurze Uberlegung 
zeigt, daB das die Punkte sind, fiir welche der Koeffizient von 4 in (22), 
nimlich der Ausdruck (z+ %), verschwindet. Bei unserer Abbildung mub 
also der dreidimensionale Raum 


z+Z=0, y beliebig 


in sich selbst transformiert werden. 

Ist « eine reelle Zahl, so mu8 also das Bild des Punktes ia, y, die 
Koordinaten haben i 0, y, wobei @ ebenfalls reell ist. Da die Distanzen 
dieser beiden Punkte von einem beliebigen Punkte der reellen Achse (20), 
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der nach Voraussetzung ein Fixpunkt ist, einander gleich sein miissen, 
mu8 fiir jeden Wert von 4 nach (22) 


1—(a*+|y3|)__ 1—(o*+1y*)) 
1+i°a? 1+," 0° 





sein, woraus folgt 
(32) e?=a*, |y*|=|92|. 
26. Insbesondere gelten fiir y, = 0 die Bezichungen 
o= +a, ¥=y= 0. 


Ist 90 =a, so ist der Punkt ¢a,0 ein Fixpunkt unserer Transformation; 
ist @ = —«, so wird dieser Punkt zu einem Fixpunkt, wenn man diese 
Transformation mit der Spiegelung z’ = Z, y’ = y kombiniert, die alle 
unsere friiheren Fixpunkte in Ruhe laBt. 


Wir kénnen also jetzt annehmen, daB nicht nur die reelle Achse (20), 
sondern daB auch die imaginare Achse 


(33) ix=reelle Zahl, y=0O 
aus lauter Fixpunkten besteht. 


Die geoditischen Linien unserer Metrik, die einen Punkt der reellen 
Achse (20) mit einem Punkt der imaginaren Achse (33) verbinden, be- 
stehen also aus lauter Fixpunkten. Diese geodatischen Linien liegen aber 
alle, wie man sich sofort iiberzeugt, wenn man die Gleichungen (19) und 
(21) vergleicht, in der Ebene des Kreises |x| <1, y=0. Nimmt man 
noch hinzu, daB wenn ein Punkt P dieses Kreises ein Fixpunkt ist, alle 
Punkte des Strahles O P aus lauter Fixpunkten bestehen, so folgt, daB 
jeder Punkt des Kreises |z2|< 1, y=0O ein Fixpunkt ist. 

27. Nun setzen wir in (32) die GréBe a=0 und wihlen y, reell 
und positiv. Das Bild des Punktes (0, y,) ist dann nach (32) ein Punkt 
mit den Koordinaten (0, y,e**). Durch die analytische Drehung 

ye ry, 2’ =z 
wird jetzt der Punkt (0, y,) zum Fixpunkte und man beweist genau, wie 
wir das fiir die Punkte des Kreises |x| <1, y=0 getan haben, daB die 
Punkte des Kreises x= 0, |y|< 1 entweder schon alle Fixpunkte sind, 
oder nach einer Spiegelung z’= 2, y’ =, die alle friiheren Fixpunkte 
in Ruhe lat, in Fixpunkte transformiert werden. 

28. Wir kénnen jetzt voraussetzen, daB jeder Punkt eines jeden der 
beiden Kreise 


(34) jz}<1,y=0 und x=0, |y|<1 
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ein Fixpunkt ist und wollen zeigen, daB jede metrische Abbildung, die 
alle diese Fixpunkte besitzt, die Identitat ist. 

Zu diesem Zwecke wahlen wir einen Punkt (z,, 0) im ersten und einen 
Punkt (0, y,) im zweiten der Kreise (34) und betrachten die analytische 
zweidimensionale Ebene 


(35) Yot + XY = MY (% +0,¥% +9), 


die diese beiden Punkte enthalt. Es gibt Transformationen (18) der 
Hyperkugel in sich, durch welche der erste dieser beiden Punkte in den 
Mittelpunkt O, der andere auf die reelle Achse (20) iibergefiihrt wird. 
Dieses kann man auch so deuten, daB man sagt, es gibt neue Koordi- 
naten x’, y’, die mit den alten durch die Transformationen (18) zusammen- 
hangen und bei welchen die Punkte x’ = reelle Zahl, y’ = 0 lauter Fix- 
punkte sind. Jetzt muS aber nach dem § 26 entweder der Kreis 
x’!< 1, y’=0 und daher jeder Punkt der analytisohen Ebene (35) ein 
Fixpunkt sein oder es geht jeder Punkt (z’, 0) in den Punkt (Z’, 0) iiber. 


Dann miiBten aber insbesondere die beiden Punkte x’ = > y’ = 0 und 


, 


x’ = — +, y’ =0 gleiche Distanz von jedem einzelnen Fixpunkt unserer 
Transformation besitzen. Und dies ist (vgl. § 25) nur méglich, wenn alle 
Punkte (z, 0) und alle Punkte (0, y) im dreidimensionalen Raum 2’ = 7’ 
liegen. Diese letzte Forderung fihrt nun zu einem Widerspruch; es miiBte 


sonst nach (18) die Gleichung 
ar+by+e aaz+by+e- 
a” a+b” y+e" av’ z+ b” 9+e" 
identisch in z fiir verschwindende y und identisch in y fiir verschwindende xr 


sein. Diese letzte Bedingung ist aber gleichbedeutend mit folgender: es 
miissen fiir alle Werte von x und von y die Ausdriicke 


S8T¢ tad by ee. 
a”"2z+e" b”y+e 
reell und daher konstant sein. Es ist also a:a” = 6:6" =c:c” und 


hieraus folgt, wenn man z. B. c” seizt, daB in (18) 


,_ @zet+by+e 
a”x+b" y+ 


ist, d.h., daB wir es mit keiner eigentlichen Transformation der Hyper- 
kugel in sich zu tun haben. Die Annahme einer Spiegelung ist daher un- 
zulissig und wir haben das Resultat, daB alle Punkte der analytischen 
Ebene (35) Fixpunkte sind. 
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29. Daraus folgt dann aber, daB unsere metrische Abbildung die 
Identitaét ist. Es sei namlich P ein beliebiger Punkt der Hyperkugel und 
Z,,¥Y, seien seine Koordinaten; ferner sei o eine positive Zahl. Die ana- 
lytische Ebene 


(36) (oy, — Yo) @— ot, y+orx,y,=0, 


die die beiden Punkte (oz,,oy,) und (0,y,) enthalt, enthalt auch den 
Punkt 
in AR. = 
¥ Yo-%Y,’ y 0. 


Fiir hinreichend kleine Werte von o ist 


G2, Yo 
Yo- OY: 








<i, 


und nach dem vorigen Paragraphen sind dann alle Punkte der Ebene (36) 
Fixpunkte. Also mu8 der Punkt oz,,oy, und daher auch P, der auf 
der geodatischen Linie unserer Metrik liegt, die den Anfangspunkt der 
Koordinaten mit dem Punkte oz,,oy, verbindet, ein Fixpunkt sein. 


Wir haben also schlieBlich den 


Satz12. Jede metrische Abbildung der Hyperkugel auf sich selbst 
kann erhalten werden durch eine Kombination der elementaren analyti- 
schen Abbildungen (18) mit Spiegelungen an den dreidimensionalen ebenen 
Raéumen x= Z und §=y. 

Hieraus kann man nun unschwer entnehmen, daB die achtgliedrige 
Gruppe der Transformationen (18) alle analytischen Abbildungen enthalt, 
die die Hyperkugel in sich transformieren. Dieser Satz stammt von 
Poincaré, der ihn aus einer sehr merkwiirdigen Eigenschaft der analytischen 
Abbildungen des Randes |z*!|-+|y*|=1 der Hyperkugel auf sich selbst 
ableiten konnte. Ohne Benutzung des Randes ist er zuerst von Reinhardt 
aufgestellt worden. Der obige Beweis scheint mir aber deshalb interessant 
zu sein, weil er zeigt, da bei gewissen vierdimensionalen Gebieten die 
analytischen und antianalytischen Abbildungen durch die Invarianz der 
Distanzfunktion (mit Hinzunahme der Erhaltung der topologischen Indi- 
katriz des Raumes) vollig charakterisiert werden. Den Beweis, daB diese 
sehr iiberraschende Tatsache auch fiir ganz allgemeine Gebiete gilt, werde 
ich an anderer Stelle fiihren. Hier will ich als letzte Anwendung dieser 
Theorie auf elementarem Wege zeigen, daB die soeben bewiesene Eigen- 
schaft der Hyperkugel auch fiir den Dizylinder zutrifft. 


30. Es soll also bewiesen werden, daB die einzigen metrischen Ab- 
bildungen des Dizylinders auf sich selbst aus der Kombination der Trans- 
formationsgruppe des § 11 mit gewissen elementaren Spiegelungen entstehen. 
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Zu diesem Zwecke bemerken wir, daB nach dem SchluB des § 14 ge- 
wisse Punktepaare des Dizylinders sich in einer eigentiimlichen gegenseitigen 
Lage befinden kénnen, die gegeniiber metrischen Abbildungen invariant 
ist. Bezeichnen wir némlich mit z,,y, und z,,y, die Koordinaten der 
Punkte A, B, so ist nach unserem fritheren Resultat dann und nur dann 
die allerkiirzeste Linie zwischen A und B eindeutig bestimmt, wenn die 


Gleichung 

E(x,,%,)= E(y,, ¥2) 
erfiillt ist. Ist dies der Fall, so wollen wir sagen, da8 die beiden Punkte 
A und B unseres Dizylinders diagonal zueinander liegen. 

Es ist selbstverstandlich, da8 jede metrische Abbildung des Dizylinders 
auf sich selbst diagonal zueinander liegende Punkte wieder in ebensolche 
Punkte iiberfiihrt. Wir wollen aber auch umgckehrt zeigen, daB die Gruppe 
der metrischen Abbildungen identisch ist mit der Gruppe derjenigen ein- 
eindeutigen stetigen Abbildungen des Dizylinders auf sich selbst, die 
diagonal zueinander liegende Punkte in ebensolche Punkte mit Erhaltung 
der Distanz transformieren. 

31. Zu diesem Zwecke betrachten wir die beiden zueinander diagonal 
liegenden Punkte O und R mit den Koordinaten (0,0) und (r,r), wobei 
r reell, positiv und kleiner als Eins ist. Unter den Transiormationen (13) 
des § 11 gibt es nun welche, die das Bild O* von O in den Punkt O trans- 
formieren. Nach dieser ersten Transformation wird aber das Bild von R, 
das diagonal zu O liegt und dieselbe Distanz von O wie R haben mu, 
durch die Koordinaten z= re**, y= re‘? dargestellt. Eine zweite Trans- 
formation der Gruppe (13), namlich z’=ve-**, y’ =ye-‘*?, hat zur 
Folge, daB die beiden Punkte O und R in Fixpunkte verwandelt werden. 
Nun sei A ein beliebiger Punkt des Dizyiinders mit den Koordinaten 
Zo» Yo und es sei auBerdem x, —y,. Da der Punkt A sowohl zu O als 
auch zu R diagonal liegt, miissen die Koordinaten des Bildes von A, wenn 
man sie auf dem Kreise |u| <1 einer komplexen u-Ebene markiert und 
wenn man diesen Kreis als Nichteuklidische Ebene deutet, sowohl auf dem 
Nichteuklidischen Kreis durch u=z, mit dem Mittelpunkte u—0 als 
auch auf dem Nichteuklidischen Kreis durch denselben Punkt mit dem 
Mittelpunkte u =r liegen. Jede dieser Koordinaten kann hiernach nur einen 
der beiden Werte x, oder Z, besitzen. Also ist der Punkt A des Di- 
zylinders entweder schon ein Fixpunkt unserer Abbildung oder er wird zu 
eimem Fixpunkte nach Ausfiihrung einer bestimmten unter den drei 
folgenden Spiegelungen: 
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32. Wir kénnen nunmehr annehmen, da8 die Punkte O, R und A Fix- 
punkte sind und hierbei voraussetzen, da8 die Koordinaten von A nicht reell 
sind. Dann folgt ahnlich wie im vorigen Paragraphen, daB alle Punkte der 
zweidimensionalen Ebene z= y aus lauter Fixpunkten bestehen miissen. 
Die Kvordinaten des Bildes eines jeden dieser Punkte miissen namlich jetzt 
auf drei Nichteuklidischen Kreisen liegen, deren Mittelpunkte nicht in 
gerader Linie liegen und die daher einen einzigen Punkt gemeinsam haben. 

33. Wir suchen jetzt die Koordinaten 2*, y* des Bildes P* eines be- 
liebigen Punktes P des Dizylinders auf, dessen Koordinaten x, y voneinander 
verschieden sind. Wir markieren wieder im Kreise | u|< 1 die beiden Punkte 
x und y und zeichnen die Nichteuklidische Gerade y, deren Punkte gleiche 
Entfernung von z und von y besitzen. Es sei z ein Punkt dieser Geraden 
und Q der Punkt des Dizylinders mit den Koordinaten (z,z). Die beiden 
Punkte P und @ des Dizylinders liegen nach Konstruktion diagonal zu- 
einander; es ist nimlich H(z,z)=— H(z, y). Wenn map also die Zahlen 
x2*,y* in der u-Ebene zeichnet, so miissen beide auf dem Nichteuklidischen 
Kreise liegen, der z zum Mittelpunkt hat und der die beiden Punkte z 
und y enthalt. Da nun z ein beliebiger Punkt von y war, kann jede der 
Zahlen x*, y* nur entweder gleich x oder gleich y sein. Nun ist aber 
sicher x* + y*; ware namlich z* = y*, so ware P* das Bild eines unserer 
friiheren Fixpunkte und nicht das Bild von P. Es sind also nur die 
folgenden Lésungen méglich: 


z2*=2z, y*=y oder z*=y, y* =z. 


Im ersten Falle ist der Punkt P selbst ein Fixpunkt; im zweiten Falle 
wird P zu einem Fixpunkte nach der Transformation 


a’=y, y' =z. 


34. Wir nehmen nun an, da8 auBer den Punkten r=y noch ein 
Punkt P mit den Koordinaten z,, y¥) (%-+ Yo) ein Fixpunkt ist. Von 
hier aus gibt es zwei verschiedene Methoden, um den Beweis zu Ende zu 
fiihren: entweder man setzt voraus, daB die Distanzfunktion auch fiir 
nicht diagonal zueinander liegende Punkte bei der Abbildung invariant 
bleibt und braucht dann nicht vorauszusetzen, daB die Abbildung stetig 
ist; oder man setzt die Stetigkeit der Abbildung, nicht aber die allgemeine 
Invarianz der Distanzfunktion voraus. Diesen letzten Weg wollen wir, 
wie schon im § 30 angekiindigt, einschlagen. 

Hierzu bemerken wir, daB alle Punkte des Dizylinders mit den 
Koordinaten (z,, y), wobei y+ 2, sein mége, nach dem vorigen Para- 
graphen in zwei Klassen zerfallen miissen: die erste Klasse enthalt alle 
Punkte (2z,, y’), die Fixpunkte sind, und ist nicht leer, weil sie den Punkt 
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(2, Yo) enthalt; die zweite Klasse enthalt alle Punkte (2,, y”), deren 
Bilder die Koordinaten (y’,z,) besitzen. Diese letzte Klasse mu8 aber 
leer sein: sonst wiirde im Kreise | y|< 1 mindestens ein Punkt 7 existieren, 
der Haufungspunkt sowohl von Punkten y’ als auch von Punkten y” 
ware und fiir welchen auBerdem 7+, ist. Dann aber kénnte unsere 
Abbildung im Punkte (z,, 7) entgegen der Voraussetzung nicht stetig sein. 

Hieraus folgt, daB alle Punkte (z,,y) des Dizylinders Fixpunkte 
sind. Man braucht jetzt nur die letzten Schliisse, in denen man die Rolle 
von z und y vertauscht, zu wiederholen, um zu sehen, daB unser Di- 
zylinder aus lauter Fixpunkten bestehen muB. 

Wir haben mithin folgenden Satz bewiesen: 

Satz 13. Man erhdlt alle metrischen Abbildungen des Dizylinders 
auf sich selbst durch Zusammensetzung der folgenden Transformationen : 








pre a 7-2 pa z—B 

z=e az—1’ Aetia (ja|<1,|B|<1) 
a= y, y'=2, 
25 y' =y. 


Hieraus folgt sofort, daB alle analytischen Abbildungen des Dizylinders 
auf sich selbst entweder die Gestalt 








a’ = eft =, y’ = et» ¥-8 
“xz—l By—1 
oder die Gestalt 
x! = etn YF y’ = ett SE 
By—1 az—1 


besttzen miissen. 
Miinchen, den 9. Juni 1926. 


(Eingegangen am 9. 6. 1926.) 


Uber die formale Beziehung des Riemannschen 
Kriimmungstensors zu den Feldgleichungen der 
Gravitation. 


Von 
A. Einstein in Berlin. 


Die Feldgleichungen der Gravitation werden gewodhnlich in der Form 
geschrieben 


(1) Rin — 59im B= — kT us 
wobei 7,,, den Energietensor der Materie und des elektromagnetischen 
Feldes bedeutet. Die physikalische Begriindung fiir das zweite Glied der 
linken Seite liegt darin, daB es bewirkt, daB die Divergenz der linken 
Seite identisch verschwindet. Dies erscheint notwendig fiir die Deutung 
des Energiesatzes der Materie. Es ist ferner wohlbekannt, da8 die Variation 
des Integrals des Kriimmungsskalars nach den g,, nicht den Tensor R. 
sondern den Tensor R;,,— 4 9;,R liefert. Endlich hat Herglotz gezeigt, 
daB dieser Tensor eine einfache mathematische Bedeutung besitzt: Ist (é*) 
eine beliebige Richtung, so ist R,,£é* der Kriimmungsskalar des auf (¢*) 
senkrechten dreidimensionalen Schnittes des vierdimensionalen Kontinuums. 
Andererseits aber lassen sich gewichtige Griind. dafiir anfiihren, dab 


1 
Rin [Jim 


in Wahrheit derjenige Tensor sei, welcher bei tieferer Erfassung des Gra- 

vitationsgesetzes maBgebende Bedeutung besitzt. Will man naimlich dem 

Grundgedanken der Relativitaét voll gerecht werden, so wird man dazu ge- 

drangt, die raumartigen Schnitte der Welt als endlich anzunehmen, was 

auch notwendig wird, wenn man der Materie in der Welt eine endliche 

mittlere Dichte zuschreiben will. Man kann diesen Bedingungen gerecht 
7* 
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werden durch Hinfiihrung des sog. kosmologischen Gliedes, so daB an die 
Stelle von (1) die Gleichung 

1 1 
(2) Rin -- 5 Vim Rk — 59m 4 = — ET, 


im? 


welches Gleichungssystem nach Elimination von 4 die Form annimmt 
1 1 
RR — FIR = —3(7,.- 19m). 


Wenn man die Annahme einfiihrt, da8 Gravitationsfeld und elektromagne- 
tisches Feld die einzigen realen Gegenstinde der Physik seien, und an- 
nimmt, daB der. Maxwellsche Tensor 


1 a 
(3) Tin = [IGim Pap Ph? — TiaTm 
in die Gleichungen (3) einzusetzen sei, so verschwindet der Skalar 7’ 
identisch, so daB die Feldgleichungen die Gestalt annehmen 
R= —kT, 


im” 


(28) Bin — 59m 

Es ist klar, daB die Gleichungen (2a) in dem Falle, daB auf der 
rechten Seite lediglich der Tensor (3) steht, den Gleichungen (1) vorzu- 
ziehen sind. Denn letztere haben die Gleichung R = 0 zur Folge, deren 
allgemeine Giiltigkeit unwahrscheinlich ist. Ferner gestatten die Glei- 
chungen (2a), nicht aber die Gleichungen (1), die Existenz von Elektronen 
mit stetig verteilter Ladung’). 

DaB die Gleichungen (2a) noch wenig Beachtung gefunden haben, 
liegt an zwei Umstinden. Erstens namlich waren unser aller Bestrebungen 
darauf gerichtet, auf dem von Weyl und Eddington eingeschlagenen oder 
einem ahnlichen Wege zu einer Theorie zu gelangen, die das Gravitations- 
feld und das elektromagnetische Feld zu einer formalen Einheit verschmilzt; 
durch mannigfache Miferfolge habe ich mich aber nun zu der Uber- 
zeugung durchgerungen, daB man auf diesem Wege der Wahrheit nicht 
naher kommt. Zweitens scheint die Zusammenstellung R;,,—ig,,,R vom 
mathematischen Standpunkte aus unnatiirlich; dies Bedenken hoffe ich 
durch die nachfolgenden Betrachtungen zerstreuen zu kénnen. 

Wie Herr Rainich*) in einer interessanten Notiz gezeigt hat, la8t sich 
in einem Kontinuum von vier Dimensionen der Riemannsche Kriimmungs- 
tensor R;,,,, in zwei Teile von verschiedenen Symmetrieeigenschaften 
zerlegen. Zu jedem Flachenelement (f**) im Punkte P gehért ein dazu 


) Spitere Untersuchungen haben mir leider gezeigt, daB man auf diese Weise 
nicht zu einer befriedigenden Theorie der Elektronen gefihrt wird. 
*) G. Y. Rainich, Nature Nr. 2892, 115 (1925), S. 498. 
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senkrechtes (f**). Wir zerlegen nun den Kriimmungstensor R,, ,,, gemaiB 
der Formel 


(4) Rix im = Six. im + Ai, im 
in zwei Summanden derart, da8 der Anteil S;, ,,, in den Flichenelementen 
(f**) und (f**) gleiche Flachenkriimmung, der Anteil A,, ,,, entgegenge- 


setzt gleiche Flachenkriimmung liefert. Setzt man der Kiirze halber 


(58) (92 Fem — Gim Dur) f°! 1°™ = (9:2 Fem — Yim Dur) FF = 1, 
so bedeutet dies, daB fiir jede Wahl des Flichenelementes die Gleichungen 


Si 1m ‘hed ees 7 Sinn ft* f'™ 


(5b) J) 
Ai inf * f'* = ay fet fim 


ik, im 
erfiillt sein sollen. Durch diese Bedingungen ist die Zerlegung vollkommen 
bestimmt. 

Es erweist sich nun, daf der ,,antisymmetrische Bestandteil A,, 1, 
mit dem Tensor R;, —i9;,R eng zusammenhdngt, derart, daB das Ver- 
schwinden des einen das Verschwinden des andern zur Folge hat und um- 
gekehrt. Es ist namlich 


1 
(6) 4n n= — ¥ (Gir Gam + Drm Fix — Fim Fur — Der Fim) 


wobei zur Abkiirzung 


1 
(7) Gy, = Ry —7IUAR 
gesetzt ist. 
Zum Beweise fiihren wir zuniachst den Tensor ein 
a 1 1 apor 1 
(8) Ait = 37 5°F 965 ea = 5 V9 Oso 9°" 9"; 
9g 


dabei bedeutet 5°*'” bzw. djz:m die Werte +1, je nachdem skim eine 
gerade oder ungerade Permutation von (1, 2,3,4) ist. Dann ist 


(9) f= Ait’, 


denn es ist leicht zu beweisen, daS dann den Gleichungen (5a) sowie 
der Gleichung 


(10) (941 Fem — Fim ur) fit fim — 0 
Geniige geleistet ist. Wir fiihren ferner die Bezeichnung ein 
(11) Rik, im = 438 Atm Ric.or; 
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analog fiir die Tensoren S,,,,, und A,,,,,. Multiplizieren wir (4) mit 
f** f'™, so erhilt man auf Grund von (11): 
(12) Rik, im = Sii,im + Aik, 7m » 
wahrend die Beziehungen (5b) auf Grund von (9) und (11) die Form an- 
nehmen 
Siz im = Sr im > 
13 : : 
iis ogee 
Aus (4), (12) und (13) ergibt sich 
Siz,im = 5 (Rain + Rik,im); 
(14) : 
Aji,im= 5 ( Rit,im — Rik,im) - 


Fiir die weitere Rechnung ist es bequem, ein lokales Koordinaten- 
system zu gebrauchen, fiir welches g,, = dy» (d.. = 1, d.. = 0, wenn w+»). 
Dann erhalt man an Stelle von (8) einfacher 
(8a) Ait = dinap - 

In diesem System gilt gem&B (11) und (14) und (7) 

Ry — Ris, = Riss — Rue = 0, 

Rie23 — Rig, = Riv.23 — Reais = Rises + Rigas = Ris = Gis, 


Rien — Rg i = Rg, — Rosas — Ru + Re — sR = Gi + Gee 
usw. 
Die iibrigen Komponenten von S,,,,, erhalt man hieraus durch Vertauschung 
der Indizes. Man verifiziert nun Gleichung (6) fiir die hingeschriebenen 
Komponenten und das gewahlte lokale Koordinatensystem; sie ist also 
auch allgemein giiltig. 
Aus (6) kann man leicht schlieBen, daB die Bedingungen 


A, n=O 
und ~ 


1 
G,,, =0= Rin a TIin FP 


gleichwertig sind. Das Gesetz des reinen Gravitationsfeldes im Sinne der 
Gleichungen (2a) wird also durch die Bedingung bestimmt, da8 der im 
Sinne von Rainich gebildete asymmetrische Bestandteil des Riemannschen 
Kriimmungstensors verschwindet. 

Aber auch das allgemeine Gleichungssystem (2a), (3) kann aus einer 
ganz analogen Betrachtung gewonnen werden. Man bilde aus dem elektro- 
magnetischen Tensor (q;,) den Tensor 


2 1 : 
(15) Ex im “7 loin Pim + FZ Pi Pem — Pim %:)] ’ 
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dessen Symmetrieeigenschaften dieselben sind wie die des Riemannschen 
Kriimmungstensors. Man bilde ferner den ,elektromagnetisch erginzten 
Kriimmungstensor“ 

(16) Rii,im = Rizjim + k Egp,im 


und verlange, daB der im Sinne von Rainich gebildete antisymmetrische Be- 
standteil Agen von Rit, im Verschwinde: 


* 1 . * 
(17) An im = 5 (Rin im — Bim) = 9- 


Genau wie oben beweist man, daB diese Bedingung mit dem Gleichungs- 
system 
1 


(18) Gin = Rim —z9imR” =0 


iquivalent ist, welches mit (2a), (3) tibereinstimmt. 
Dadurch ist gezeigt, dap die durch das kosmologische Problem und 
durch den Bau des elektromagnetischen Energietensors nahegelegten Glei- 


chungen (2a) des Gravitationsfeldes eine einfache mathematische Inter- 
pretation zulassen. 


(Eingegangen am 9. 1. 1926.) 








Uber gewisse Minimumprobleme der Funktionentheorie. 
Von 
Leopold Fejér in Budapest. 


Einleitung. 


In den letzten 20 Jahren wurde in der Literatur vielfach ein Minimum- 
problem der Funktionentheorie behandelt, welches in allgemeinster Fassung 
etwa so formuliert werden kann: 


Es sei in der Ebene der komplexen Veranderlichen z ein Gebiet @ 
vorgeschrieben. Man betrachte nun die Gesamtheit {f} aller im Gebiete G 
regularen analytischen Funktionen f(z), fiir welche einerseits gewisse 
Daten (in endlicher oder unendlicher Anzahl) vorgeschrieben sind, fiir 
welche aber andererseits auBer der vorausgesetzten Regularitaét in G@ auch 
noch gewisse andere Higenschaften gefordert werden kénnen. Das Minimum- 
problem lautet: Fiir welche Funktion der Gesamtheit der die ,Neben- 
bedingungen“ befriedigenden Funktionen {f} nimmt das Maximum M, des 
absoluten Betrages von f im Gebiete G den kleinsten Wert an, und was 
ist der Wert dieses Minimums von M,? 

Es mégen zwei typische Beispiele angefiihrt werden. 

a) Das Gebiet bestehe aus dem Einheitskreise |z|< 1, die Daten 
sollen 


f(0)=1, f(a,)=0, f(a,)=—0, ...,f(a,)=0 
lauten, wo a,,a,,...,@, gegebene Stellen innerhalb des Einheitskreises 


bezeichnen. Diese Aufgabe wurde in einer Note von Herrn Carathéodory 
und Verfasser gestellt und gelést*). Fiir den Wert des Minimums von M, 


ergab sich 





1 
Ja, |[a,|--.Jan| 


*) C. Carathéodory et L. Fejér, Remarques sur le théoréme de M. Jensen, Comptes 
Rendus, 16 juillet 1907. F 
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b) @ sei ein beliebiges, im Endlichen gelegenes einfach zusammen- 
hangendes Gebiet in der z-Ebene (das etwa die Stelle z—0 enthilt). 
Die vorgeschriebenen Daten fiir die Gesamtheit der Funktionen {/} 
seien jetzt 
die vorgeschriebene Eigenscl.aft: die Funktionen f(z) seien schlicht in @. 
Die lésende Funktion f ist bekanntlich diejenige Funktion f(z), welche 
das Gebiet G auf die Kreisflache konform abbildet. Der Wert des mini- 
malen M, ist die Lange des Radius dieses Kreises. 

Im Hinblick auf diese Tatsache ist es Herrn F. Riesz und dem Ver- 
fasser gelungen, auf Grund gewisser neuartiger Ergebnisse der Herren 
Carathéodory und Koebe auf dem Gebiete der konformen Abbildung, eine 
besonders kurze Beweisanordnung fiir den Riemannschen Abhildungsexistenz- 
satz anzugeben’*). 

Denkt man an gewisse Aufgaben von Tschebyscheff, so ist man ge- 
neigt zu sagen, da8 das eingangs formulierte allgemeine Minimumproblem 
einen Tschebyschefischen Charakter tragt. 

In der vorliegenden Arbeit beschaftige ich mich vorwiegend mit einem 
dritten Spezialfall, wobei ich, mit Riicksicht auf meine Anwendungszwecke, — 
das Gewicht nicht so sehr auf die Bestimmung derjenigen Funktion f lege, 
fiir welche das Minimum von YM, eintritt, als vielmehr auf die Bestimmung 
des Minimums von M,. Ich formuliere zunichst die in Frage stehende 
spezielle*) Aufgabe. 

1. Man betrachte die Gesamtheit aller fiir |z|< 1 konvergenten 
Potenzreihen 


(1) f(z) =egtez+...+¢,2"+..., 
in welchen die ersten n+ 1 Koeffizienten 
Qin Ges «vg & 


gegebene Werte haben. Welches ist der kleinste Wert, den die obere 
Grenze des absoluten Betrages einer Funktion dieser Gesamtheit in dem 
Einheitskreis haben kann? ‘) 


Dieses Minimumproblem wurde in einer gemeinsamen Arbeit von 

*) §.T. Radé, Uber die Fundamentalabbildung schlichter Gebiete, Acta Litterarum 
ac Scientiarum Regiae Universitatis Hungaricae Francisco-Josephinae 1 (1923), 8. 240 
bis 251; insbes. Einleitung: die Fejér-Rieszsche Beweisanordnung. 

5) Auf die einschlagigen interessanten allgemeineren Untersuchungen der Herren 
Gronwall, Pick, Kakeya und seiner Schiiler sei hier nur kurz hingewiesen. 

*) Das Gebiet G ist also in diesem Falle der Kreis |z|<1, die Daten 


f(O)=e, f'(O)=e, ..., f° (0)=alen. 
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Herrn Carathéodory und dem Verfasser®) aufgeworfen und mit Hilfe der 
weittragenden Carathéodoryschen Methode gelést*). Die dort angegebene 
algebraische Form der Lésung wurde mit Beniitzung einer Matrix 
(quadratische Form, Hermitesche Form) gewonnen, die zuerst Herr 
Toeplitz aus den Koeffizienten der Potenzreihe gebildet hat. 


Mit Beniitzung der neueren schénen Untersuchungen von Herrn I. Schur’), 
in welchen die Fragen der Beziehungen zwischen Koeffizienten und Modul- 
maximum direkt in Angriff genommen werden, la8t sich nun die auf- 
geworfene Frage in folgender Weise beantworten: 


Man multipliziere miteinander die drei Polynome in z 
Cotez2+...+¢,2", 
%+2,2+...+2,2", 
Yo t+¥yet+---+y,2". 
Der Koeffizient von z" in diesem Produkte ist 
(2) B— B( te fr %) EZ %-o+0% Me 


Yoo Vis +--+ Yn] 7M a=13,..- 
OSp+asn 


= €, Zo Yo + C,-3 (Fo Ys +21 Yo) + --- $g(MoY, + --- + ZeHo)s 
also eine symmetrische Bilinearform der komplexen Veranderlichen 
ey ee 
Yor Yio -- +9 Yn 


mit komplexen Koeffizienten, deren Matrix die Form 


n u~1 C,-s 3 Cy 

Cy -1 a-3 0 
(3) Mic. 

Cy — iis ee tor 0 


5) C. Carathéodory und L. Fejér, Uber den Zusammenhang der Extremen von 
harmonischen Funktionen mit ihren Koeffizienten und iiber den Picard-Landauschen 
Satz, Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo $2 (1911), S. 218—239; insbes. § IIT: 
Absolute Betriige, 8. 231—235. 


*) Der fragliche Minimalwert wird als griBte positive Wurzel einer Determinanten- 
gleichung charakterisiert; die Determinante ist eine Toeplitzsche und ihre Elemente 
sind angebbare rationale Funktionen der Unbekannten. 

?) I. Schur, Uber Potenzreihen, die im Innern des Einheitskreises beschriankt 


sind, Journal fiir die reine und angewandte Mathematik 147, S. 205—232; Fort- 
setzung 148, S. 122—145. 


Minimumprobleme der Funktionentheorie. 107 


hat. Sie ist eine Hankelsche*) Matrix der 2n-+-1 Zahlen 
n 
Gas Gunde >> 9 ine Ce Os 20 Oe 


Das Maximum des absoluten Betrages dieser Bilinearform, d.h. Max|B| 
(wenn in iiblicher Weise die beiden Nebenbedingungen 


| |?+|a,/?+...+|2,[°=1 
lyol®?+iyl?+---+ly,[=1 


festgelegt sind), ist nun der Wert, der die Lésung unseres Minimum- 
problems liefert, d.h. dieser Wert ist es, den die obere Grenze des ab- 
soluten Betrages fiir |z|< 1 einer jeden mit 


Co tez+...+¢,2”" 
beginnenden und im Einheitskreise konvergenten Potenzreihe f(z) entweder 
iiberschreiten mu8, oder ihm gieich sein muB. In Zeichen*) 
(4) Max|f(2)|> Max |B}. 
jz|<1 |@o|* +... + tn|?=1 
Iwol* + ---+]¥nl?=1 
Ubrigens, da das Maximum“ (d. h. Maximum des absoluten Betrages) 
einer beliebigen symmetrischen Bilinearform gleich ist dem ,Maximum“ 
der quadratischen Form mit derselben Matrix’), so kann ich (4) 
auch durch 


(4) Maxif(2)|> Max (@ 


© |tel? + oe + lanl? =a 


*) Hankelsche Matrix der (2n+1) Zahlen h,,h,,..., he, heiBt bekanntlich 
die Matrix 


*) Aus der Ungleichung 


Max |f(z)|=> ag re 
z/<1 


| Yo Yio --+: Yn 


wenn 

|r|? +)ay P+... +)eel? SI, 

Iyol?+iml+---+lye| Sls 
folgt durch Einsetzen spezieller Wertsysteme x), %,,.-., Z, UNd Yo, ¥i,---, Yn eine 
Menge von Sitzen, die teils in neuerer Zeit auf anderem Wege gefunden wurden. 
Indessen méchte ich diese Tatsache hier nur kurz angedeutet haben. 

%) Vgl. O. Szész, Ungleichungen fiir die Koeffizienten einer Potenzreihe, Math. 

Zeitechrift 1 (1918), S. 163—183, insbes. § 2, FuBnote ‘), worin auf eine Arbeit der 
Herrn E. Hellinger und 0. Toeplitz Bezug genommen wird. 
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ersetzen, wo die quadratische Form Q die Form 


Q = Q(x, 2, soy) = B( 8 4 


Gs... 
OSp+asn 
bezeichnet. 
Sind speziell c,, c,, ..., ¢, reelle Zahlen, so hat Q(2,, z,, ..., z,) reelle 


Koeffizienten. Da, wie leicht ersichtlich, das Maximum des absoluten Be- 
trages einer beliebigen quadratischen Form mit reellen Koeffizienten den- 
selben Wert hat, wenn man einmal fiir die komplexen Verianderlichen die 
Nebenbedingung 


|zol* +l +.-- +l) =I, 
das andere Mal fiir die reellen Verinderlichen 
zot+ai+...t+2i=1 
festsetzt, so kann ich in diesem Falle (4), oder (4’), durch 
(4") Max|f(z)|}> Max =|Q| 


lz{<t ag+a?+...+2¢2=1 
ersetzen. Ich kann also sagen: 


Bezeichnet M die obere Grenze des absoluten Betrages im Einheits- 
kreise der daselbst konvergenten Potenzreihe 


Co te2+...+¢,2°+..., 
so gilt im Falle, wo die Zahlen ¢,,c,,...,¢, reell sind, die Ungleichung 
(4") Moi, 
wo 4 den absoluten Betrag des absolut gréBten Eigenwertes der Matrix 


ie SS ee 


Cr—1 “n—2 0 
n-? 
Co owe We ot 0 


bedeutet; es gibt eine mit c,+c¢,z+...+ 6,2" beginnende und fir 
|z| < 1 konvergente Potenzreihe, fiir welche die Gleichheit tatsachlich eintritt. 

2. SchlieBlich bemerke ich, daB der Beweis der fundamentalen Un- 
gleichung Max | f(z)| > Max|Q| mit Hilfe einer Toeplitzschen SchluBweise 
nach Herrn Q. Szdész (1. c. S. 169—170) in einigen Zeilen zu leisten ist. 
Nach der Cauchyschen Koeffizientenformel ist naimlich (wenn ich f(z)=c, 
+¢,2+...+6¢,2"+... zunichst auch fiir |z|—1 regulir voraussetze 
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und erst nachtriglich ein oft beniitztes einfaches Grenziibergangsverfahren 
anwende) 








Pee (Co +ez+ ... +6n2") (t+ 22+... +202")* 7 
22iJ gett 
(1) 
he f (2) (a +2, 2+-.-+2%_2")* 
~ 2x gts dz. 


dy) 
Also ist, wenn |z,|*+...+ {2,|"=1, 


\Q! < Max| f(z) |-35 [|e + 210° +--+ ayent0 Pa 


= Max|f(z)|, w.z. b. w. 
|z|S1 

Schwer ist nur zu beweisen, daB in der Ungleichung Max | f(z)| > Max|Q| 
(bei passender Wahl von c,,,,¢,,,,---) das Zeichen der Gleichheit tat- 
sichlich giiltig sein kann, d. h. daB Max|Q| der gesuchte Minimalwert ist. 

8. Ich habe den speziellen Fall erwahnt, in welchem die Anfangs- 
koeffizienten reell sind. Bei manchen Anwendungen tritt nun ein noch 
speziellerer Fall auf: Die vorgeschriebenen Koeffizientenwerte c,,¢,,..., C, 
sind alle positiv und monoton wachsend, also 


0<o8¢,5%R:-- Se: 


Ich habe nun bemerkt, da8 in diesem Falle auch der Beweis in bezug 
auf das Eintreten der Gleichheit sehr elementar und kurz zu leisten ist. 
§ 1 dieser Arbeit enthalt diese elementare, die allgemeine Theorie nicht be- 
nutzende Lésung unseres Minimumproblems (Satz I) im Falle, wo die ge- 
gebenen Anfangskoeffizienten der Bedingung 0 <c,<c,<...<c, ge- 
niigen. §§ 2, 3 enthalten Anwendungen der Ergebnisse des § 1 (s. die 
Satze II, III, IV), wo ich bei dem Beweise auch eine miindliche Mit- 
teilung von Herrn O. Szdsz beniitze. Im § 4 wird von neuem iiber den 
allgemeinen Fall beliebiger komplexer c,, c,,..., ¢, verhandelt; namentlich 
wird eine wichtige Aussage (Satz V)**) iiber das Minimum von UM, an- 
gefiihrt fiir den Fall, wo nicht die Werte der komplexen Zahlen 


ge Mag +2 3 Mes 


4) Zusatz bei der Korrektur. — Dieser Satz V ist nicht neu. Er ist, als 
Hilfssatz 4, in der Arbeit von Herrn Landau: Uber einen Bieberbachschen Satz 
(Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo 46, 1922, S. 456—462, insbes. S. 461) 
ausdriicklich formuliert und bewiesen. Der Landausche Beweis stiitzt sich, auBer 
auf die (implizite auch von mir beniitzte) Existenz der zu ¢), ¢,,.-.,¢, gehdrigen 
»kanonischen Funktion“ der Carathéodory-Fejérschen Arbeit, auf einige, auch an sich 
interessante Hilfssitze; mein Beweis verwendet die zu c,,¢,,..., Cx gehdrige qua- 
dratische Form. 
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sondern bloB ihre abs:-'uten Werte 


Neol=eor le|=er---> lenl=en 


gegeben (festgesetzt) sind. Es tritt hier eine Erscheinung zutage, die 
einigermaBen an den Calcul des limites von Cauchy erinnert. § 5 ent- 
halt Anwendungen von § 4 (Satz VI, Satz VII). Insbesondere gibt Satz VII 
einen Beitrag zum schénen Theorem, welches neuerdings die Herrn Hardy 


und Littlewood in bezug auf die Potenzreihen von ,,beschrinkter Schwan- 
kung“ entdeckt haben''*). 


§ 1. 
Elementare Behandlung des Spezialfalles 0 < cp < ¢, <...< Cn. 


4. Satz I. Man betrachie die Gesamtheit aller fiir |z|< 1 konver- 
genten Potenzrethen 


(5) f(z) = eg +e,2z+...+¢,2"+..., 


deren erste n-+-1 Koeffizienten c,,c,,...,¢, feste positive Zahlen sind, 
die der Bedingung 


(6) 0<¢6,5¢6,5648:--S¢, 


geniigen. Bezeichnet dann i den gréBten Eigenwert der Hankelschen 
Matrix 


C,, Cc, 1 C,, g?* -Co 
C,, 1 C,, - 3 0 
(7) C,, - 3 , 
Ge 0 -eeses 0 
so gilt fiir jede Funktion f(z) der Gesamtheit (5) 
(8) Max | f(z)| > 4, 
jz]<1 


und es gibt eine Funktion der Gesamtheit (5), fiir welche in (8) das 
Zeichen der Gleichheit giiltig ist. 

Beweis. Man betrachte die quadratieche Form Q(2,, 2,, %,---, Z) 
in den reellen Veranderlichen x,,2,,...,2,, die zur Matrix (7) gehért. 
Da die Elemente der Matrix nicht negativ sind und da sie mit Riicksicht 
auf (6) mindestens ein positives Element besitzt, so ist das Maximum 
des Wertevorrates von Q(2,,2,,...,2,) bei der Nebenbedingung 


(9) eg+23+...+23=1, 
448) G. H. Hardy and J. E. Littlewood, Some properties of fractional integrals, 


Proceedings of the London Mathematical Society (2) 24, Part 3, (1925) Records of 
Proceedings at Meetings, March 12th, 1925; s. Theorem 9. 
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welches ich mit 4 bezeichne, jedenfalls positiv. Es sei z,,2,,..., 2, ein 
der Bedingung (9) geniigendes Wertsystem, fiir welches Q(z,,2,,...,2,)=A4 
ist. Dann ist einerssits, mit Riicksicht auf |z,|*+|2,|*+...+|2,|?=1, 
Q(|%o|, |, |, -++s | 2,1) Sa, 
andererseits, da die Koeffizienten von Q nicht negativ sind, 
Q(|aol, [ra |>-- +> eal) = 1Q( zo» 2, ---, 2) | = [A] =A. 
Also ist auch 
Q (| to |, ||, +++» |e) = 4- 


Ich habe also erhalten, daB die Form Q bei der Nebenbedingung (9) 
ihr (jedenfalls positives) Maximum 4 auch fiir ein solches Wertsystem 


Zo, %,,---,%, annimmt, deren Elemente z,, z,,..., 2, nichtnegativ sind. 
(Dies gilt fiir eine jede quadratische Form mit nichtnegativen Koeffizienten. ) 
Bekanntlich**) sind aber z,, z,,..., 2,,; 4 durch die Relationen 
@, Sor O,-.%7+O-ofet se ee +¢,2%, Az, 
Jes ernom + 6,92, +.--+Cg%,-; —Az, 
(10) C,-9 % + Cy,» 2 oe + Cy 2,9 =Az, 
Se ee Aerated 
G& &% =Az 


verbunden. Die Betrachtung des Maximums der Form @ hat mich also 
ganz leicht zum Resultate gefiihrt, daB die Gleichungen (10) durch ein nicht- 
negatives Wertsystem z,,2,,..., 2, (dessen Elemente wegen z}-+...+2,=1 
nicht alle verschwinden) und durch ein positives 4 befriedigt werden kénnen. 
Ich betrachte im folgenden nur das System (10); die Form Q kommt 
nicht mehr zur Sprache. 

Mit Riicksicht auf (6) sind nun im System (10) auf der linken Seite 
die Koeffizientenkolonnen nichtnegativ und, von oben nach unten, monoton 
abnehmend. Da ferner die GréBen 2 nichtnegativ und 1 > 0 ist, so ist 


(11) %2%2%2]--.2%,20, 
d. h. die GréBen z,, 2,,..., 2, sind monoton abnehmend. Weiter ist jeden- 
falls x, >0, denn aus xz, 0 wiirde nach (11) 4 =2,—...—2,=0 


folgen. Da nun 2, > 0, so folgt aus der letzten Gleichung (10), daB auch 
z, >. Also sind mit Riicksicht auf (11) alle GréBen zx positiv. Daraus 
wieder, mit Riicksicht auf (6) und (10), daB sogar 


(12) t>%,>%>.-.>2,>0 
) Q( Ey, Fy, Sg) —A(EG+..- +62) ist niimlich im ganzen Raume nicht- 


positiv und verschwindet fir &,=,,...,&,=2,; also miissen ihre ersten partiellen 
Derivierten nach &, §,,...,§, an der Stelle &,=2,...,&,=2, verschwinden. 
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ist. Also liegen die Wurzeln der algebraischen Gleichung 
(18) g(z)= x +2,2+2,2°+...+2,2"=0 
nach dem Satze von Herrn Kakeya alle auBerhalb des Einheitskreises '*). 
Folglich ist 
g*(2) _-» Sete-it+.-.+%o2" 
(14) h(z)= a5 g(t) =O tas +... +%_2" 


=ho+hz+...+h2" +... 
eine fiir |z;|<1 regulire analytische Funktion. Die Koeffizienten 
hy, hy, ..-+, , werden eindeutig durch das lineare Gleichungssystem 





Loh, =Az, 


(15) tho + 2, h, =Az, 


tho + 2,h,+....+ ah, = Az, 
bestimmt. Diesem geniigt aber, mit Riicksicht auf (10), 


a iat ho =, hk, =c¢,,..., 4, =€,, 
so 1 

ae *(z) _ Tn + Tn z+...+2,2" 
M2) i) tae +. te 


=Cy+e,2+...+6¢,2"+.... 
5. Mit Hilfe dieser rationalen Funktion A(z) 148t sich nun der an- 
gekiindigte Satz in einigen Zeilen beweisen. Es sei 


(17) f(z) =¢g tez+...te,2"+... 
eine beliebige, zunachst fiir |z|<1-+«, e>0, konvergente Potenzreihe, 
die mit c,-+c,z+...+c¢,z” beginnt. Dann ist 


1 (g(z)) f(z) (g (z))°h( 
(18) 1, f entee as =i) . ae ey ds 


a) () 


2. 9*(z) 
(g(z))*42 
- 3 g(z) 1 (z 
22 ] Sakae = Aan f 9(2) 9*(2) dz 


sa (1) 


af, force )e- nt6g(et?)d it, fol (e-*®) g(et*®)d 











at. fie) *d0 = A(x? + 2? +...+23)= 


13) Es ist leicht ein entsprechendes allgemeines Theorem zu formulieren und zu 
beweisen fiir diejenigen reellen quadratischen Formen > a,,2x,2,, fiir welche 


1. GygZ9 (p,9=1, 2, n) 
2. @igebbeec---aGae (¢=1,3,..., 8). 


und 
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Ich habe also erhalten, daB fiir eine beliebige Potenzreihe der Gesamt- 
heit (17) 

(18) pei | CSO de = 

ist. Daraus folgt 8 


22 


al g(e*®) |? d0 = Max | f(z)| >a, 


an 


(19) Max | f(z)|- 
jz|<1 


also die zu beweisende**) Ungleichung (8). Weiter ist fiir die zur Ge- 
samtheit (17) gehérende Funktion A(z) unter (14) sugenscheinlich 


(20) |h(ef)|=2, 


also ist tatsichlich 4, d. h. die gréBte (positive) Wurzel der charakteristi- 
schen Gleichung der Matrix (7), das Minimum von Max|f(z)| fiir die 
lz!<1 


Gesamtheit (5). Hiermit ist der Satz I vollstindig bewiesen. 


§ 2. 

Anwendung des § 1 auf die Bestimmung der Grenzen der 
Koeffizientensummen einer Potenzreihe, deren Kreisbilder eine 
beschrinkte Bogenlange haben. 

6. Es sei 


(21) y(z)=a,+a,z2+...+a,2"+... 
fiir |z| <1 regular und 

2a 
(22) F [lp(et)|a0 <1. 

0 


Dann ist 





1 1 \ 
g (2)(L+ t+-.. +e"? | 
— & se , ane 1 \n n—1 
im). S434... % 101 | a ‘dz, 
(1) 








und man erhalt unmittelbar die rohe Abschitzung 


1 r . 
Keni OO (n—1)40 
a Be +...+¢e 


(24) [P+ $+...4 S21] < Max |= + 
1 1 
9 ** 


=1+ 





14) Wenn f(z) nur fir |z|<1 regular ist, so wendet man in iiblicher Weise das 
eben bewiesene Theorem auf f(rz) an (wo 0<r<1), geht ohne Schwierigkeit zur 
Grenze r=1 iiber und erhilt so fiir diesen allgemeineren Fall dieselbe Ungleichung, 
die fiir den spezielleren Fall: f(z) regular fiir |z| <1, eben bewiesen wurde. 

Mathematische Annalen. 97. 8 
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Man beachte aber, daB in der Integralformel (23) fiir die Summe 
S+...+S5 an Stelle des Polynoms 
1 


n—1l 


2+...+2"%-! 





(25) x 4 
eine beliebige, fiir |z|< 1 regulare Potenzreihe der Form 
(26) f(z). ict... tart tee* tes tt... 


gesetzt werden kann. Man wird also bestrebt sein, die ,komplementaren 
Glieder“ so zu wahlen, daB die Abschitzung méglichst giinstig ausfallt. 
Es ist von vornherein zu erwarten, daB dies der Fall sein wird, wenn 
Max |f(z)| méglichst klein ausfallt. Ich habe schon im Jahre 1913 eine 
jz|=1 


verwandte Frage iiber positive harmonische Polynome durch die Methode 
gelést, daB ich den dort auftretenden endlichen harmonischen ,,Kern“ 


(27) 1+ 2rcos8+...+2r* cos nO 


durch Hinzufiigung komplementiarer Glieder derart zu einer unendlichen 
harmonischen Entwicklung 


(28) 1+4+2rcos0+...+2r"cosn8+9,,, r+? cos(n+1)0+... 


erweiterte, daB die fiir 0 <r <1 konvergente Entwicklung (28) im Ein- 
heitskreise eine méglichst kleine obere Grenze bekam. (Vgl. meine Note: 
Sur les polynomes harmoniques quelconques, Comptes Rendus 1913, séance 
du 29 septembre.) Der Gedanke aber, iiberhaupt bei Abschitzungen dieser 
Art geeignete komplementiare Terme zu verwenden, riihrt von Herrn Landau 
her**). DaB die eben erwahnte ,, Kernminimisierungsmethode“ auch im Falle 
des uns hier beschiftigenden komplexen Integrals (23) und allgemeinerer 
Integrale vom selben Typus zur gesuchten besten Abschitzung fiihrt, ver- 
danke ich einer miindlichen Mitteilung von Herrn 0. Szdsz**). 


7. Wir sehen uns also vor die Aufgabe gestellt, das Polynom 


ee ee 


(29) 
za einer fiir |z| <1 regularen Potenzreihe so zu ,erweitern“, daB das 


15) Vgl. E. Landau, Uber die gréSte Schwankung einer analytischen Funktion 
in einem Kreise, Archiv der Math. u. Physik (3) 11 (1906), S. 302—307, und beson- 
ders die wichtige Arbeit: Abschitzung der Koeffizientensumme einer Potenzreihe 
(Zweite Abhandlung), ebenda 21 (1913), S. 250-255. 

16) Vgl. F. Riesz, Uber Poteazreihen mit vorgeschriebenen Anfangsgliedern, Act& 
Mathematica 42, S. 145--171, insbes. § 7. _ 
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Maximum des absoluten Betrages fiir |z| <1 méglichst klein ausfallt. Da 
die Zahlen 


1 1 
(30) &=*, ¢,-5-1°°°” Ca-y = 1 


positiv und monoton wachsend sind, kann ich das Ergebnis des § 1 an- 
wenden. Es sei also 4 der gréBte Eigenwert der Matrix 


/ 1 1 1 
We MH cxa2- 
1 l 
2 Y ° 
(31) 1 
z 
> 225 
n 


und 2%», 2,,---,%,—; seien nichtnegative Werte mit 2 +...+a;-,=1, 
fiir welche die der Matrix (31) entsprechende quadratische Form den 
Wert 4 annimmt. Dann ist nach § 1 


(32) h(z) =a (2) __ g ta-1 t+ ®e—e2 +... +%2"~* 


9 (2) Zo + Be +... +2%,-,2°-* 
1 1 
Se -1 
we =P a eos +... 


die gewiinschte Erweiterung. 
Nun liefert die Formel (23) mit Riicksicht auf (32) 


(33) 4% we anos 1 fz 22) BC) ge, 





Oni 
()) 


Also ist, mit Riicksicht auf die Voraussetzung (22), 








(34) 4H. ttl cat [jp (ete)|ab<i. 
0 

Fir 

(35) @(z) = (g(z))* = Ag+ Ayz +... + Anno 2?*-? 


erhalt man aber auf Grund der Formel (33) 


’ ' py‘ re g*(z) 1 
(86) P+ te + = ama florea g(2) 2 





w, sia 


iLfs *( ef) e- n-140.9( 60) gO 


22 
= ig | ole) PaO = Aa +... pat aymd. 


8* 
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Ich habe also den folgenden Satz erhalten: 
Ist die Potenzreihe 


(37) y(z)=a,+a,2+...+a,2"+... 
fiir |z| <1 konvergent, und ist 


2a 
(38) ; { lp(ret*)|a0 <1 fir 0<r<1, 
0 
so ist 
% _ G Gn—1 
(39) I+ G+... +1 <a, 
wo A den gréBten Eigenwert der Matrix 
1 1 1 
1 2 3 . . “oh 
ing 
? 8 ° 
ec 
(40) 7 
Ca Senn oe 
n 


bedeutet. Bezeichnet z,, z,, ..., Z,-, ein positives Wertsystem mit der 
Quadratsumme 1, fiir welches die quadratische Form mit der Matrix (40) 
gleich 4 wird, so wird fiir die rationale ganze Funktion 2(n — 1)-ten 
Grades 


(41) @(z)= (a+ 2,2+...+24-,2"-1)° 


= A, + Ay2+...+ den—227?*-* 
elnerseits genau 


2a 
(22) B { (et) |a0—1, 

0 
andererseits genau 

Aa- A, , A dens 
(42) eo 





8. Wendet man das eben formulierte Theorem auf p’(z) an (d. h. 
auf die Derivierte einer Potenzreihe), so erhalt man unmittelbar den 
folgenden Satz: 


Satz Il. Ee sea 
(43) f(z) =a,+a,z2+...+a,2"+... 
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eine beliebige, fiir |z| <1 konvergente Potenzreihe, fiir welche 


2x 
(44) ay {lf (ret#)|d0<1 (0<r <1). 
0 
Dann gilt fiir thre Koeffizientensumme die folgende Ungleichung: 
(45) ja,ta,+...¢a,|54, (n—1, 2, 3,...,00), 
wo i, den gréBten Higenwert der Matrix 
Rae ee 
Ljnin 
z 8 . 
1 
(46) . 
Ay Bee 


bezeichnet. Ist 2, %,,..-, Za-1 ein posttives Wertsystem mit der Quadrat- 
summe 1, fiir welches die zur Matrix (46) gehorige quadratische Form 
den Wert i, annimmt, so gilt in der Ungleichung (45) fiir die rationale 
ganze Funktion (2n —1)-ten Grades 


(47) F(2)—f (m+ ao+... + matt ytae 


dzs Zeichen der Gleichheit. 
9. Es ist nicht schwer einzusehen, daB die Zahlen 


(48) pear dk, HR, Te. 
monoton wachsen, und da8*’) 
(49) lim 4,=2 

n=@ 


ist. Daraus folgt der folgende Satz: 
» Ist 
f(z) =a@gt+a,2+...+a,2"+... 


fir |z| <1 regular, so ist 
2x 


1, 1 (60-60) 7-9 
Soom Zaft cote)" Z A a0, 
n=1 0 
woraus, mit Riicksicht auf die Voraussetzung (44), 
oo 
| S on|S% 
a=1 


(Fortsetzung der FuGnote **) auf n&chster Seite.) 
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Satz III. Ist 
(50) f(z) =a,+a,2+...+a,2"+... 
eine beliebige, fiir |z| <1 konvergente Potenzrethe, fiir welche 


2x 
(51) F fir'(ret*)| a0 <1, (0<r<1) 
0 


so gilt fiir thre sdmtlichen Koeffizientensummen 
(52) ja, t+a,+...+@,|\S2 (wn = 1, 2,3, ..., 00). 


In der Ungleichung (52) laBt sich x durch keinen kleineren Zahlenwert 
ersetzen 


Anders ausgedriickt: Sind die Bogenlingen der Kreisbilder der fiir 
|z| <1 konvergenten Potenzreihe 


@,+a,2+...+a,2"+... 
< L, so ist der absolute Wert der Koeffizientensummen 


@,+a,+...+4, (» = 1, 2,..., 00) 


<3. Hier la8t sich die Zahl } durch keine kleinere ersetzen **). 


folgt. Diese Ungleichung, auf das Polynom mit nichtnegativen Koeffizienten (47) 
angewendet, liefert aber 4, < 2; also ist 

lim 4, < 2. 

n—@ 
Andererseits bezeichne f(z) die Funktion, welche den Einheitskreis der z-Ebene auf 
eine Ellipse der f(z)=w-Ebene abbildet, deren Brennpunkte w=0 und w=2-—¢ 
sind (e>0), die aber so stark abgeplattet ist, daB ihre Lange < 22 ist. Dem 
Punkte z= 0 soll der Punkt w=0, und der positiven Achse der z- Ebene soll diejenige 
der w-Ebene entsprechen. Fiir diese Funktion f(z) ist dann einerseits 


22 
| f’ (e*) | d0< 22, 
0 


andererseits kommt aber 5’ a, =f(1) dem Werte z so nahe, als wir nur wollen; 


n=1 
wir miissen zu diesem Zwecke nur « entsprechend klein, und die Ellipse geniigend 
abgeplattet waihlen. Daraus folgt aber lim 4, >. Also ist schlieBlich lim 4, = z. 


n=n n=@ 

48) Vgl. L. Fejér, Uber die Koeffizientensumme einer beschrankten und schlichten 
Potenzreihe, Acta Mathematica 49, 8S. 1883—190; insb. Nr. 8, 8S. 190. In vorliegender 
Arbeit lasse ich die Beschrinkung | f(z) |< 1 weg; entsprechend wird a, in die Koeffi- 
zientensumme nicht einbezogen. Dies entspricht aber besser der Natur der Frage- 
stellung, einer Fragestellung, die den Ausgangspunkt fiir die Untersuchungen vor- 
liegender Arbeit bildete. 
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§ 3. 


Anwendung des § 1 auf die Bestimmung der Grenzen der Koeffizienten- 
summen fiir eine Potenzreihe, deren Mittelmodul eine gegebene 
Schranke hat. 


10. Eine noch einfachere Aufgabe, auf welche das Ergebnis von §1 | 
angewendet werden kann, ist die folgende: 


Fiir die im Kreise |z| <1 konvergente Potenzreihe 


(53) f(z) =a,+a,z+...+4,2"+... 
soll das Maximum des absoluten Betrages der Koeffizientensumme 
(54) |@y + a,+...+an-1| 


bestimmt werden, wenn n eine feste Zahl ist, und f(z), nicht wie bei 
Herrn Landau der Bedingung |f(z)|<1, fiir |z|< 1, sondern der 
Bedingung 


ax 
(55) iJ f(ret®)|d@<1 (0<r<1) 


unterworfen ist. Um diese Aufgabe zu lésen, mu8 man nur das Resultat 

vom § 1 fiir den Fall c,—c,=...—¢,-1=1 in Anwendung bringen. 

Man erhilt so auf die soeben aufgeworfene Frage die folgende Antwort: 
Satz IV. Fiir diejenigen im Kreise |z|<1 konvergenten Potenz- 

rethen 

(56) Gy + G,2 +... + G_-12"7-2+..., 

fiir welche der Mittelmodul 


2x 
(57) | (r(re*)|a0 <1, (0<r<1) 


ist das Maximum des absoluten Betrages der Koeffizientensumme 
|a,+a,+...+@n-1| 


bet festem n gleich der gréften (positiven) Wurzel der charakteristischen 
Gleichung der Matrix n-ter Ordnung 


Se ees 
11 0 
(58) : 
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Diese maximale Koeffizientensumme wird bei einer rationalen ganzen 
Funktion 2(n —1)-ten Grades erreicht***). 


§ 4. 
Uber das Minimum des Modulmaximums, wenn die absoluten Betrige 
|co|,|e:],--->|¢n| der Anfangskoeffizienten festgesetzt sind. 


11. Ich bin von der Aufgabe ausgegangen, die zuerst von Herrn 
Carathéodory und mir gestellt wurde, und welche so lautet : 
Man bestimme den kleinsten Wert 
(59) BM (Gq, ©, «+ +9 Cy)s 
den das Modulmaximum einer fiir |z|< 1 konvergenten und mit festen 
Anfangskoeffizienten ¢,,c,,...,¢, beginnenden Potenzreihe 
(60) f(z) =e, +e,2+...+¢,2"+... 
annehmen kann. Ich habe mich iiberzeugt, da® die weitere Analyse dieser 
GréBe M(c,,¢,,...,¢,) von Interesse ist, namentlich die folgende Frage: 
Zwischen welchen Grenzen variiert die nichtnegative GréBe 


M(¢,,¢,,--.,¢,), wenn die komplexen Zahlen c,,c,,...,¢, sich so ver- 
aindern, da8 ihre absoluten Betrige 

(61) | ¢9| = Go» 1¢r| = Orr ++ +s [On| = Qn 

fest bleiben. Genauer: welches ist das Minimum m (09, 0,,...,0,) und 


welches ist das Maximum W(0,, 0,,..-, 0,) von M(c,,¢,,...,¢,), wenn 
die komplexen Zahlen c,,c,,...,¢,, der Bedingung (61) unterworfen sind, 
WO 05, 0;,---> 0, gegebene nichtnegative Zahlen bedeuten. 

Uber m(,, 0,,---,@,) kann ich leider nichts aussagen; es ist dies, 
um es wieder anders auszudriicken, der kleinste Wert, auf den man das 
Modulmaximum einer fiir |z| <1 konvergenten Potenzreihe 
(62) Cote2+...+¢,2"+... 
durch passende Wahl der c,,,,¢,,,,..- herabdriicken kann, wenn nicht 
die Werte von c,, ¢,, ..., ¢,, sondern nur ihre absoluten Betrdge 0,, 0,,---+Q, 
festgesetzt sind. 

Hingegen la8t sich Mt(o,,0,,...,0,) (dies ist ein Maximum Mini- 
morum, wihrend m(0,,0,,.--, @,,) ein Minimum Minimorum reprisentiert ) 
gliic’icherweise sehr leicht bestimmen. Allerdings nur auf Grundlage 
der aus den Arbeiten von Carathéodory, Toeplitz, Carathéodory-Fejér und 
besonders von Schur abstrahierten, tieferliegenden allgemeinen Bestimmungs- 
vorschrift fiir die GréBe M(c,,c,,...,¢,) mit Hilfe der quadratischen 
Form der Matrix 


18*) Sogar | a,|+|a,|+...+|@,—1| hat dasselbe Maximum; vgl. § 5. 
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Ca Cony Gung 082 


Cn-1 Cn-s 0 
(63) Cn-9 et 
Bpeigteng oft by 


eine Bestimmungsvorschrift, die ich in der Einleitung angegeben habe’). 
Das Resultat lautet einfach: 
Satz V*°). Es ist 


(64) M (Qos Ors + +++ On) = M (Qos Os ++ ++ Qn); 
oder etwas allgemeiner: 

(64) M(Oq; €y; ++ +1 Cy) & M( Oo, GF «+++ Qn)» 
wenn 

(61’) |eo|< a; le,|Sa,, tery \¢,| Sen» 


wobei natiirlich fiir ¢, = 09, C, = 01, --+» C, = 0, das Zeichen der Gleich- 
heit giiltig ist. 

Beweis. Nach (4°) ist M(c,,c,,...,¢,) das Maximum des abso- 
luten Betrages der komplexen quadratischen Form Q(2,, z,,...,2%,) mit 
der Matrix (63), wenn die komplexen 2, z,,..., 2, die Nebenbedingung 
|e |*+ ...+|a,|"=1 befriedigen. Nun ist aber das Maximum des 
absoluten Betrages einer beliebigen quadratischen Form 2 «,,2,2,< als 
das Maximum des absoluten Betrages der Form 2|a,,|z,2,, immer 
bei der Nebenbedingung |z,|*+ ...-+|2,|"=1. Also ist tatsichlich 
M (Cg, €,, «+ +1 Cy) S M( Oo, 01, --+> On)» We 2 dD. Ww. 

Das Merkwiirdige in diesem Theorem ist, da8 man vielfach die mit 
(65) Qo ef + 0, ef% 2+... + 0, em 2" : 
beginnenden Potenzeihen in bezug auf das Minimum des Modulmaximums 
sonst gar nicht, die mit 
(66) Oo + 0,2+...+0,2" 


beginnenden aber sehr leicht beherrschen kann, wenn auch der zweite Fall 
als der ,,ungiinstigste“‘ zu betrachten ist. Diese Erscheinung erinnert an 
den Calcul des limites von Cauchy, wo es sich indessen um einen Kon- 
vergenzbeweis handelt, der aber auch gerade dann leicht gelingt, wenn 





) In § 1 vorliegender Arbeit gebe ich fiir die Begriindung dieser Bestimmungs- 
vorschrift im speziellen Falle 0<c,c,< ...S¢, einen elementaren Weg an. Im 
Texte wird aber diesmal das allgemeine Resultat in vollem Umfange beniitzt. 

*°) S. FuBnote **) der vorliegenden Arbeit. 
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man die gegebenen Konstanten durch ihre absoluten Betraige ersetzt und 
also derart zum ,,ungiinstigsten“ Fall iibergeht. 


§ 5. 
Anwendung des § 4 auf die Bestimmung des Maximums von 
|a:|+|a2|+...+]a@,], wenn die Lingen der Kreisbilder 
eine gegebene obere Grenze haben. 


12. Es sei 
(67) f(z) =a, +a,2+...+a,2"+.. 
eine beliebige, fiir |z|< 1 konvergente Potenzreihe, fiir welche 


22 
(68) A, f |r (res) (a0 <1. 


In § 2, Nr. 8, habe ich bewiesen, da8 dann 
(69) ja,ta,+...+4,|S4,, 


wo 4, den gréBten Eigenwert der Matrix (46) bezeichnet. Durch Anwen- 
dung des Resultates (64) folgt aber unmittelbar 


(70) |a,e, +@,e,+ ... +a,e,| SA, 


WO £,, &,-..,&, beliebige komplexe Zahlen bedeuten, deren absoluter Be- 
trag gleich 1 ist, also 


(71) le,|=1, Je(—1, ---, Je, [=1- 
Daraus folgt, daB auch 
(72) |a,|+laj+...+]a,|<4,. 


Ich habe also das folgende Theorem bewiesen: 
Satz VI. Zs se 


(73) f(z)=a,+a,2z+...+a,2"+... 
eine beliebige, fiir |z|< 1 konvergente Potenzreihe, fiir welche 


22 
(74) ref |1(ret*)|d0 <1 (0<r<1) 
ist. Dann gilt 
(75) |a,/+|a,|+...+ ]a,|/ <4, (n=1,2,3,..., 00), 


wo i, den gréfien Higenwert der Matrix 
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Site 1 
oe pe eS RS 
ete 
2 3 0 

76 1 

(76) : 
Epes am iy 
n 


bezeichnet. Hier gilt fiir die rationale ganze Funktion (2n —1)-ten 
Grades F(z) unter (47) das Zeichen der Gleichheit. 
Daraus folgt: 
Satz VII. Sind die Bogenlingen der Kreisbilder der fiir \z| <1 
konvergenten Potenzrethe 
@+a,z+...+a,2"+... 
< L, 80 ist 
la|+...+la)+...<50. 


Hier laBt sich die Zahl 5 durch keine kleinere ersetzen. 

Die Entdeckung, daB, wenn die Bogenlangen der Kreisbilder fiir r < 1 
beschrainkt sind, die Reihe 

@+4,+...+@,+... 

absolut konvergent ist (daB also die Potenzreihe von ,,beschrankter Schwan- 
kung“ absolut konvergent ist, wahrend die Fourierreihe einer stetigen, 
nach 22 periodischen Funktion von beschrinkter Schwankung es schon in 
den elementarsten Fallen nicht zu sein braucht), riihrt von den Herren 
Hardy und Littlewood her. In vorliegendem § 5 wurde zu diesem Theorem 
nur die Lésung der sich hier von selbst aufdrangenden Fragen des Extre- 
mums hinzugefiigt. Weiter lag es mir daran zu zeigen, daB die Extremum- 
betrachtungen, die wir mit Herrn Carathéodory im Jahre 1911 verdffent- 
licht haben, bei Aufgaben vorliegender Natur mit Nutzen herangezogen 
werden kénnen. 


Budapest, den 15. Mai 1926. 


(Eingegangen am 19. 5. 1926.) 











Uber das Plateausche Problem. 


Von 


Alfred Haar in Szeged (Ungarn). 


Einleitung. 


Riemann widmete der Theorie der Minimalfldchen eine grundiegende 
Abhandlung; von ihm rihrt einer der schénsten Sitze dieses Ideenkreises 
her, der einer der Ausgangspunkte der gesamten Theorie wurde. Dieser Satz 
findet eine Anwendung in der folgenden Lésung des bekannten Plateau- 
schen Problems. 

Unter dem Plateauschen Problem versteht man die Aufgabe, die 
Existenz einer solchen Lésung der partiellen Differentialgleichung 


é2\"| a*z z@2 a* 2 *s 
[+ |e 28 pam t [1+ @ emo 
zu beweisen, daB die entsprechende Flaiche im zyz-Raume eine vorgelegte 
Raumkurve C enthalte; diese Flaiche ist bekanntlich eine Minimalflache, 
indem der von der gegebenen Raumkurve begrenzte Teil einen kleineren 
Flacheninhalt besitzt als der entsprechende Teil irgendeiner andern durch 
diese Raumkurve hindurchgehenden Filache. 

Dieses Problem wurde fiir solche Raumkurven C, deren Projektion 
auf die zy-Ebene konvex ist, und die so beschaffen sind, da8 keine ihrer 
Schmiegungsebenen auf der ry-Ebene senkrecht steht, zuerst von Herrn 
S. Bernstein in tiefsinnigen Untersuchungen mit Hilfe seiner Normalreihen 
in Angriff genommen'). Ohne dieses Hilfsmittel behandelt Herr Ch. Miintz 
in einer ausfiihrlichen Abhandlung*) dasselbe Problem, in der er auch auf 
verschiedene Liicken der Bernsteinschen Arbeit — die bereits Herr 


) ,Sur les surfaces définies au moyen de leur courbure moyenne ou totale.“ 
Annales de |’Ecole Normale (3) 27 (1910) und ,Sur les équations du caloul des 
variations.“ Annales de I'Ecole Normale (3) -29 (1912). 

*) ,Die Lésung des Plateauschen Problems iiber konvexen Bereichen.“ Mathe- 
matische Annalen 94 (1925). 
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Lichtenstein in seinem Enzyklopadieartikel (Neuere Entwicklung der Theorie 
partieller Differentialgleichungen vom elliptischen Typus, 8. 1826, An- 
merkung 127) bemangelt — hinweist; eine Replik*) Bernsteins ist kiirz- 
lichst erschienen. Gegen den Miintzschen Beweis hat neuerdings Herr Radé 
einen wesentlichen Einwand veréffentlicht*). Wahrend diese Autoren durch 
sukzessive Naherung das Integral der Differentialgleichung zu gewinnen 
suchen, teile ich im folgenden eine wesentlich verschiedene Lésungsmethode 
durch Heranziehung der direkten Methode der Variationsrechnung mit, und 
glaube daher mich an dieser Stelle mit der erwahnten Diskussion iiber 
die angefiihrten Arbeiten nicht beschaftigen zu miissen. 

Die strenge Theorie dieser direkten Methode ist eine der schénsten 
Schépfungen Hilberts; an seine Untersuchungen, die fiir den Fall der 
Potentialtheorie ausgearbeitet sind, schlieBen eine Reihe von Arbeiten an, 
die, soweit es sich um Variationsprobleme von Doppelintegralen handelt, 
zum gréBten Teil das Ziel verfolgen, die Randwertaufgabe der linearen 
partiellen Differentialgleichungen auf gleichem Weg zu behandeln. Der 
Ausgangspunkt ist stets dersclbe: Wenn ein regulires Variationsproblem 

Sfr(G. S)axdy = Min. 


\ez’ @ 


bei gegebenen Randbedingungen vorgelegt ist, so bestimmt man die Ex- 
tremalfunktion z(x,y) mit Hilfe einer Minimalfolge 


3, (2,9), &(2, 9), -.-»%,(2, 9), --- 
(deren Funktionen die gegebene Randbedingung erfiillen), die so beschaffen 


ist, daB der limes 
(2 Clan 
tim { [P (5 St, Se) dady 


gleich der unteren Grenze des Wertevorrates des betrachteten Integrals 
(bei den gegebenen Randbedingungen) ist. Die Weiterfiihrung der Hilbert- 
schen Methoden beruht im wesentlichen auf zwei verschiedenen Gedanken, 
die wegen des Umstandes notwendig werden, daB die Minimalfolge keines- 
wegs konvergieren muB. Der eine Gedanke besteht darin, da8 man die 
Minimalfolge durch eine spezielle ersetzt, deren gleichmaBige Konvergenz 
man beweisen kann; diese Idee wurde zuerst von den Herren B. Levi und 
H. Lebesgue in héchst eleganter Weise durchgefiihrt; spiter ist derselbe 
Gedanke von Herrn Courant mit groBem Erfolg angewandt worder.*®) Der 


3) re Pintégration des équations aux dérivées partielles du type elliptique.“ 
Mathematische Annalen 95 (1926). 

*) Mathematische Annalen 96 (1926). 

5) Die Ritzsche Methode benutzt denselben Gedanken; freilich ist” die Konver- 
genz der Minimalfolge bei den von Ritz bghandelten Problemen eine Folge des Um- 
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zweite Gedanke, den man den Arbeiten von Herrn G. Fubini verdankt, 
besteht darin, auf die gleichmaBige Konvergenz zu verzichten und statt 
dessen die Existenz mit Hilfe einer Minimalfolge zu beweisen, die nur 
fast iiberall konvergiert. Diese Arbeiten von Herrn Fubini sind in ver- 
schiedener Hinsicht grundlegend geworden; mit Recht verweist er darauf, 
daB die wahre Schwierigkeit nicht in der Konstruktion der Extremal- 
funktion besteht, sondern in dem Beweise, da8 sie Differentialquotienten 
besitzt®). 

Auf das Plateausche Problem wurde die Hilbertsche Methode von 
Herrn Lebesgue in seiner beriihmten These’) angewandt; er bezeichnet 
seine Resultate als Vorbereitungen zum Plateauschen Problem. Fiir die- 
selben Randkurven, wie Herr Bernstein, beweist er die Existenz einer Funk- 
tion z(x,y), die der Lipschitzschen Bedingung geniigt, auf der die ge- 
gebene Randkurve einen Flachenteil vom minimalen Inhalt abgrenzt. 
Freilich ist dabei der Flacheninhalt in dem dort festgelegten Sinne zu 
verstehen, und nur neuere Untersuchungen zeigen die Identitaét des 
Lebesgueschen Inhaltsbegriffes mit dem iiblichen Doppelintegral; die Frage, 
ob die erhaltene Funktion die Plateausche Differentialgleichung befriedigt, 
ist gleichbedeutend damit, ob sie iiberhaupt zweite Ableitungen besitzt; 
diese Frage bleibt unentschieden. 

2. In der vorliegenden Arbeit wird der Beweis des Plateauschen 
Problems mit Hilfe der direkten Methode der Variationsrechnung gefiihrt, 
fiir dieselben Randkurven, die in den erwahnten Untersuchungen von 
Lebesgue und Bernstein auftreten. 

Wir beginnen unsere Untersuchungen mit einem Hilfssatz, der in der 
heute iiblichen Terminologie die Halbstetigkeit nach unten des Integrals 


Slr S)azay 


aussagt, falls das entsprechende Variationsproblem regular ist, d.h. die 
Bedingungen 








a Far (ERP oF 
Op oq \tpeq/ — J 

standes, daB das zugrunde gelegte Integral die zweiten Ableitungen der unbekannten 
Funktion enthilt, in welchen Fallen eine Verallgemeinerung des bekannten Osgood- 
schen Satzes anwendbar ist. Auf diesen glittenden Einflu®8 der héheren Ableitungen 
habe ich in einem Vortrag in der mathematischen Gesellschaft in Géttingen (26. Juli 
1910) aufmerksam gemacht. 

*) ,Sul principio di minimo di Dirichlet.“ Annali di Matematica (3) 15 (1908) 
8. 125. . 

*) ,Intégrale, Longueur, Aire.“ Annali di Matematica (3) 7 (1902). 
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fiir alle Wertsysteme p, q erfiillt sind. Die schénen Untersuchungen, die 
Herr L. Tonelli in bezug auf die direkte Methode bei eindimensionalen 
Variationsproblemen angestellt hat, weisen auf die Wichtigkeit hin, die der 
Halbstetigkeit in diesem Sedankenkreis zukommt. Sodann wird die 
Extremalfunktion selbst konstruiert mit Hilfe eines Verfahrens, das fiir 
alle regularen Variationsprobleme anwendbar ist. Ein wesentliches Hilfs- 
mittel ist dabei ein Satz topologischer Natur; von einem Spezialfall dieses 
Satzes macht bereits Herr Hilbert Gebrauch, und die erwahnten Unter- 
suchungen von H. Lebesgue und S. Bernstein enthalten ebenfalls Satze 
ahnlicher Art. Ich gelangte zur Aufstellung dieses Satzes, indem ich das 
Ziel verfolgte, die oben erwahnte Lebesguesche Konstruktion der Extremal- 
fliche durch eine andere zu ersetzen, die von der speziellen Natur des 
Plateauschen Variationsproblems keinen Gebrauch macht. Den Beweis dieses 
wichtigen Hilfssatzes hat auf meine Anregung Herr T. Radé in eleganter 
Weise erbracht*). 


§ 2 ist der Ableitung von Differentialgleichungssystemen gewidmet, denen 
die in § 1 konstruierte Extremalfunktion geniigt. Da von dieser Funktion 
zunachst nur bekannt ist, daB sie der Lipschitzschen Bedingung geniigt, so 
kann man nicht unmittelbar zur Ableitung der Euler-Lagrangeschen Diffe- 
rentialgleichung schreiten. Es kommen dabei Uberlegungen von der Art 
zur Anwendung, wie die in meiner im Journal fiir Mathematik 149 (1919) 
erschienenen Arbeit ,,Uber die Variation von Doppelintegralen*. Ich habe 
daselbst, ohne die Existenz der zweiten Ableitungen der Extremalfunktion 
vorauszusetzen, auf Grund der Stetigkeit der ersten Ableitungen, aus dem 
Verschwinden der ersten Variation fiir die Extremalfunktion ein partielles 
Differentialgleichungssystem erster Ordnung abgeleitet, in dem auBer der 
Extremalfunktion noch eine Hilfsfunktion auftritt. Freilich sind die ent- 
sprechenden Entwicklungen in der vorliegenden Arbeit etwas verwickelter, 
da auch die Stetigkeit der ersten Ableitungen der Extremalfunktion nicht 
angenommen werden darf. Die wertvollen Untersuchungen, die Herr 
H. Rademacher*) iiber die Differenzierbarkeit der Funktionen zweier 
Variablen, die der Lipschitzschen Bedingung geniigen, veréffentlicht hat, 
helfen iiber die neuen Schwierigkeiten hinweg. 

Im letzten Abschnitt wird endlich die Analytizitét der Extremal- 
funktion bewiesen und damit gezeigt, daB sie der iiblichen partiellen 
Differentialgleichung geniigt. Dabei wende ich dieselbe SchluBweise an, 


%) ,Geometrische Betrachtungen iiber zweidimensionale regulare Variationspro- 
bleme.“ Acta scientiarum universitatis Franc. Jos. Szeged 2 (1926). 

%) ,Uber partielle und totale Differenzierbarkeit von Funktionen mehrerer 
Variablen.“ I und II. Mathematische Annalen 79 und 81 (1919 und 1920). 
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mit welcher Herr Rad6*®) gezeigt hat, daB jede einmal stetig differenzier- 
bare Extremalfunktion analytisch ist; dieser Beweis beruht auf klassischen, 
auf Riemann und WeierstraB zuriickgehenden Satzen iiber Minimalflachen. 

Als interessantes Moment in dem vorliegenden Beweise des Plateau- 
schen Problems erblicke ich, daB darin neben geometrischen — und zwar 
teils flachentheoretischen, teils topologischen — Satzen die feinen Resul- 
tate der von Herrn Lebesgue herriihrenden Theorie der reellen Funktionen 
zur Anwendung gelangen. 

In meinen Untersuchungen und bei der Redaktion der vorliegenden 
Arbeit wurde ich von Herrn Dr. Tibor Radé lebhaft unterstiitzt. Ihm ver- 
danke ich auBer dem bereits erwaihnten Beweis des Satzes im § 1 ver- 
schiedene literarische Hinweise, die mir von groBem Nutzen waren. 


§ 1. 
Konstruktion der Extremalfanktion. 


8. Bevor wir unser eigentliches Problem angreifen, wollen wir zwei 
Hilfssitze begriinden; diese treten naturgem&B auf, sowie man die Existenz 
der Lésungen eines Variationsproblems mit der direkten Methode zu be- 
weisen versucht. Obwohl in der vorliegenden Arbeit die folgenden Hilfs- 
sitze nur fiir den speziellen Fall des Plateauschen Variationsproblems be- 
nutzt werden, so scheint es dennoch angemessen zu sein, diese Satze gleich 
fiir alle regularen Variationsprobleme abzuleiten, da dadurch der wahre 
Kern des Beweises besser hervortritt. Wir betrachten daher eine Funk- 
tion F(p,q), die fiir alle reellen Werte der Veranderlichen p,q analytisch 
ist und den Bedingungen 

oF a°F oF \* °F 
ae Gp) >* Br? 
geniigt, und beweisen vorab zur Vorbereitung den folgenden 

Hilfssatz I. Die in einem Gebiet — etwa in einem Quadrat Q 
der xy-Ebene — definierten Funktionen 


f, (2, y), f,(z, Y), ese9 f,( 2, y); ° 


mogen daselbst stetige erste Ableitungen ots 





ee. fs besttzen und gleichmapig 


in Q gegen eine Grenzfunktion f(x,y) streben, deren erste Ableitungen 
of of 


32’ By ebenfalls stetige Funktt men in Q sein mégen; es gilt die Ungleichung: 


im int J J # (72 +t 7) dxdy=> Ire ef sf) dedy. 





10) ,Uber den analytischen Charakter der Minimalflichen.“ Mathematische Zeit- 
schrift 24 (1925). 
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Ist insbesondere F = (1 -+- p* +- q?)', so driickt dieser Satz eine ein- 
fache Tatsache iiber den Flacheninhalt aus; Herr Lebesgue hat bereits 
diese Eigenschaft des Flacheninhaltes hervorgehoben und mit Anwendung 
seiner Definition des Flacheninhaltes bewiesen''). Der folgende Beweis 
(den ich gleich fiir den allgemeinen Fall fiihre) kann in dem erwahnten 
Spezialfall F = (1+ p?+ q? )! in recht einfacher Weise geometrisch gedeutet 
werden. 

Setzen wir zur Abkiirzung 


(1) F(p.q) — F(a, 6) 72) (p — «) — 1 (g — ) 
= 1 Ri q; &, B), 
so ist nach dem Taylorschen Lehrsatze 
(V') R(p.qiep)—= (2) (p—@)*+2(22)  (p— (ap) 
eh rf b=8 
+ Eo). (q—8)’, 
p=i 


wobei die Zwischenwerte &, # mittels einer geeignet gewahlten GréBe 0, 
die zwischen 0 und 1 liegt, in der folgenden Form darstellbar sind: 


&=—be+(1—0)p, fP=06+(1—4)q. 
Zufolge der iiber F(p,q) gemachten Annahmen ist fiir alle Werte von 
p,q, «,B die Funktion R(p,q;«,f8)>0. Betrachten wir nun irgendein 
innerhalb Q liegendes, von einer reguliren und doppelpunktlosen Kurve K 
begrenztes Gebiet 7’, dessen Inhalt wir durch denselben Buchstaben be- 
zeichnen; die Ungleichung 


SJ (oo) azdy2 {fF (a, p)-+2% (2 — a) 4 (4 p)| azdy 


- | F(«, B)—a— eBag] T+ be Jt (x, y)dy — ip feu) y)d 
= In(«, B), 


“) §. 344 der in *) angefiihrten Abhandlung. Es ist das Verdienst von Herrn 
L. Tonelli, die Wichtigkeit der Halbstetigkeit des Integrals bei der Anwendung der 
direkten Methode der Variationsrechnung hervorgehoben zu haben. Vg). sein inhalts- 
reiches Werk ,Fordamenti di calcolo delle variazioni I. II., Bologna. 

([Anmerkung wahrend der Korrektur.] Fiir den speziellen Fall des Plateau- 
schen Variationsproblems folgt dieser Hilfssatz, sowie auch der folgende Hilfssatz II, 
aus den wichtigen Ergebnissen, die Herr L. Tonelli kiirzlichst (nach Einreichen der 
vorliegenden Arbeit) iiber den Flacheninhalt veréffentlicht hat. Vgl. ,Sulla quadra- 
tura delle superficie‘. Atti della Reale Accademia dei Lincei (6) 3 (1926), S. 357, 
445, 633. 

Mathematische Annalen. 97. 9 
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in der die rechte Seite eine analytische Funktion von « und £ darstellt, 
gilt fiir alle Werte dieser Verinderlichen. Wir bezeichnen mit m die obere 
Grenze von 3 | und 3 | in Q und beschrinken uns auf solche Werte von 


a und f, deren Betrag unterhalb m liegt; es sei endlich M so groB ge- 
wahlit, daB 








<u, [25s [2s 





a 


sei, sowie |a|< m, und |f|<m ist. Alsdann erhalten wir fiir die Differenz 
(3 0 (2 7 
Sf (2, ‘f) dxdy —Jr(a,p)=— 5 iJ (5, of a, 6) dedy 
mit Riicksicht auf (1’) die folgende vf (lee 


2 
Sfr( of ot) dxdy — Jn(a,f) < +|$f—p|) dedy, 





da die Zwischenwerte @ = 9a + (1 — aa B= = 06 + (1—0)% y ‘deselben 
Ungleichungen |@| <m, || <m erfiillen. Nun wahlen wir Pad a bzw. £ 
solehe Werte, die dem Wertevorrat der Funktionen af bzw. i in JT an- 
gehéren; und bezeichnen mit w irgendeine Zahl, die pier als die Oszilla- 
tionen der stetigen Funktionen e a in T ist. Man gelangt zu der Un- 
gleichung: 


Sfr( r “4 dzdy —Jn(a, B) <2Mo'T 


und damit zu dem Resultat, daB, wenn das Gebiet 7 so klein ist, daB 


daselbst die Oszillation der Funktionen of : af kleiner als 6 ist, die GréBen 


« und # derart bestimmbar sind, da8 


Sfr( (ff) dady —In(e,p)<2MeT 


ez’ @y 


sei, wahrend die Ungleichung 
Shr ( of, <) dxdy > Ir(«, B) 


fiir jedes Gebiet 7’ und fiir alle Werte von a, f erfiillt ist. 

Wir zerlegen nun unser Quadrat Q, dessen Inhalt wir “2rch denselben 
Buchstaben bezeichnen, durch dquidistante und zu der Seiten parallele 
Gerade in kongruente Quadrate 


q1> qs -+ +> %> +++9 GN, 
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so daB in jedem die fragliche Oszillation kleiner als die beliebig kleine 
Zahl 6 sei. Sodann bestimmen wir — was nach dem Vorangehenden még- 
lich ist — die GréBen 


, B (k=1,2,..., N) 
derart, daB bedi 


os jfr (el sf) da dy — Ju, (ae, Ar) <2Md* Y 
ausfalle. Durch Summation iiber k ergibt sich daraus 


(@) [fr (7. if) dz aya Sale ona {fr (54) of )dedy— 2MQ 8°. 


\Oz 


Nun betrachten wir irgendeine unserer Funktionen f(z, y) und bilden 
zu ihr die entsprechenden Ausdriicke: 


Jem (a, B) = | F(«, 8) — ve Pap 


+35 re (x, y)dy—F 9 i J (x, y)dx; 
die Ungleichungen 


(3) wince s Jf r( oe, te) dady 


gelten wiederum fiir alle Werte von k, « und f; sie gelten auch, wenn man 
darin « bzw. 6 durch die oben gewahlten GréBen «,, 8, ersetzt. Nun kann 
man bei festem k den Zeiger n so groB wahlen, daB J," (ap, Px) sich beliebig 
wenig von J,, (a, 6.) unterscheidet, da die Differenz beider Ausdriicke 


Jo, (Oe, Be) — Jn ” (te Be) = ae | (f- fa )dy — oF ns xe Su- f,)dx 


wegen der angenommenen gleichmaBigen Konvergenz der Funktionenfolge 
f(z, y) gegen f(x, y) mit wachsendem n gegen Null strebt. Wir wahlen n 
so groB, daB fiir alle Werte k= 1,2,..., N diese Differenz dem Betrage 


nach kleiner als 2MQé 





sei, und erhalten durch Summation iiber k die 
Ungleichung: 


N N 
—2MQ8* < D'Iy, (ce, Be) — D>) Ie (ce, Br) S2MQO*. 
k=1 k=1 
Mit Riicksicht auf die Ungleichungen (2) und (3) kénnen wir daher 


schlieBen, da8 fiir hinreichend groBe Werte von n 
g* 
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Sf (2, 2) dzxdy —2MQo" <¥ Joy (tes Be) 


<2MQs"- fee (2% _) )dxdy, 


Jr (2% , 2h) dzdyz {fr (Z )dedy—4MQo" 
ist. Da 4 eine beliebig kleine positive GréBe bedeuten kann, so folgt daraus 


im int | (ef of , sf) dedvz {fr (7 ‘f) )dxdy, 


d. h. 


w. z. b. w. 


4. Durch dasselbe Verfahren beweist man den folgenden etwas all- 
gemeineren 


Hilfssatz II.**) Die in Q definierten Funktionen 
f,(2,y), fo(@,y), ---s f,(@sy), «+> 


moégen daselbst die Lipschitzsche Bedingung erfiillen und gleichmapig in Q 
gegen die Grenzfunktion f(x,y) streben, die ebenfalls der Lipschitzschen 
Bedingung geniigt; es gilt die Ungleichung: 


lim nt [J 7% ofr fn) )dxdy SACs ‘\dxdy. 
Um den Beweis in diesem allgemeinen Falle zu erbringen, zerlege 
man Q@ — wie oben — in die kongruenten Quadrate 


1 

und fiihre wiederum zur Abkiirzung die oben mit J, («, 6) baw. Ia, (es B) 
bezeichneten Ausdriicke ein. Da f(x, y) und f(x,y) der Lipschitzschen 
Bedingung geniigen, so sind die ersten Ableitungen dieser Funktionen be- 
schrankte meBbare Funktionen in Q; **) daher gelten die bekannten Formeln 
iiber die Umkehrung der Integrationsfolgen, und es ist 


Sy: f dxdy = = Sra. We f dedy = — Srav. 


2) Fiir den speziellen Fall des Flicheninhaltes folgt dieser Satz aus den Unter- 
suchungen von Z. de Geédcze; vgl. seine Thése: ,Quadrature des surfaces courbes.“ 
Teubner, 1909. Vgl. auch Anm. "). 


13) Vgl. die in *) angefiihrte erste Arbeit von Herrn Rademacher S. 347. 
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Setzt man daher — wie oben — 
Jn,(«s B) = {J [P«, B) +52 (SE —a) + SF (2 _ p)) dedy 


~ [Pen — «i - aa) 9+ 5 [rey 55 [rae 


und entsprechend die mit den Funktionen f(z, y) gebildeten Ausdriicke 
Jj" (a, 6), 80 ergeben sich wiederum aus der Taylorschen Entwicklung (1) 
der Funktion F(p,q), mit Riicksicht auf die fiir diese Funktion gelten- 
den Ungleichungen, die fiir alle Werte von «, f richtigen Beziehungen 


JJ ect cF- + Jandy B44(«, 
" ff (Se, ) dedy = Jin(«, B). 


Wir werden zeigen, daB man bei hinreichend groBem Wert von N 
die GréBen 
a) Bb, (k=1, Buds «0 N) 
derart bestimmen kann, daB die Differenz 


JJ LL) dx dy - XACML 


beliebig klein wird. 
Man bestimme zu diesem Ende bei jedem festen N diejenigen GréBen 
ec” oh, ..., ac”, fiir die die Quadratsumme 


2 ISlee- «| |'drdy 


ein Minimum wird; die so erhaltenen GréBen 
of —gJJeaees (hav, 8,000, 00) 


sind dem Betrage nach nicht rier, als die obere Grenze m der ersten 
Differentialquotienten der Funktion f(z, y), die — zufolge unserer An- 
nahme — die Lipschitzsche Bedingung erfiillt. Bezeichnen wir mit e (z, y) 
irgendeine Funktion (Treppenfunktion), die in jedem der Quadrate 
9;> %> --+» nw konstant ist, so macht unter diesen Funktionen diejenige 


das Integral 
[ of (y) 4 
)J Le  — @N) (gz, y)| dxdy 
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zum Minimum, die in den Quadraten g, gleich den oben bestimmten 
GréBen af” ist. Nun mu8 dieses Minimum mit wachsendem N gegen 
Null we 2 da — wie bekannt — die Gesamtheit aller dieser ve? 14 
funktionen «™)(z, y) ein vollstandiges Funktionensystem bildet**). D.h 
man kann N so gro8 wahlen, da8 die zu diesem N gehérenden Grofen a” 
die entsprechende Integralsumme 


Pale: - af? | *dedy 


k=1 


beliebig klein machen. In Ae Weise kann man bei hinreichend 
groBem N die GréBen 


« (y 
3 fr 


deren Betrag ebenfalls kleiner als m ist, so bestimmen, da8 
PAT St _ 9? 'dedy 


beliebig klein wird; wir ee an, daB N so groB gewahlt ist, dab 
beide Summen kleiner als die beliebig vorgeschriebene GréBe 6 sind. 

Die Taylorsche Entwicklung (1) der Funktion F(p, q) liefert daher fiir 
diese Werte von «,”’, py’ — mit Riicksicht auf (1') — die Ungleichung 


(2 ( \ 
JJ of <r) dady — J, (u ») pe”) = 2JJ( i ti ak un , Be”) dady 


suff {Cc wf” ) "£(t- pyr)" \azdy, 


wobei wir — wie a — mit M den gréBten Wert der Funktionen 

2 2 
ca. aa éB| Se bezeichnen fiir solche Werte von a, #8, deren Betrag 
nicht gréBer als m ist**). Summiert man iiber k= 1, 2,..., N, so erhalt 
man die oe 


(5) Sfr(z , sf) dxdy — 3x (ay, pe”) <2 Mo. 

















4) Es ‘gilt sogar mehr, denn diese besten Approximationen a) (x, y) konver- 
gieren mit wachsendem N fast iiberall gegen 8 Durch Benutzung dieses Umstan- 


des kann der folgende Beweis zwar abgekiirzt werden, es scheint mir aber interessant, 
daB schon die mittlere Konvergenz zum Ziele fihrt und der erwahnte, ziemlich tief- 
liegende Satz der Lebesgueschen Theorie nicht herangezogen werden muB. 


**) Da nimlich sowobl of bzw. of wie auch die GréBen «;, (%) baw. 6) dem 


Betrage nach kleiner als m sind, so gilt dasselbe auch fiir die hietinlitbe. die in 
der Darstellung (1’) von 2 auftreten. 
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Eine wortliche Wiederholung des Beweises des vorangehenden Hilfs- 
satzes fiihrt uns wiederum zum Ziel. Wegen der gleichmaBigen Konvergenz 
der Funktionenfolge f,(z, y) gegen f(z, y) kann man bei festem N den 
Zeiger n so groB wahlen, daB alle Differenzen 


J, (af un () Jo (a, pe”) — sp) 0 f,)dy — sa as (f— f,)dx 
% 


dem Betrage nach kleiner als s i sete durch Summation iiber k und 
Addition zu der letzten eee, (5) erhalt man daraus 


Spr Lt dedy — Say a ) <4Md. 


Mit Riicksicht auf die fiir alle Werte von a, 6 geltende Ungleichung (4) 
ergibt sich 


cf ( #fe she) 
Sire E+ 3 eran s J fr( cle, ole) dxdy +4 Md, 


woraus — da 4 beliebig klein gewahlt werden kann — unser Hilfssatz 
unmittelbar folgt. 

Die soeben bewiesenen Hilfssitze bleiben richtig —- wie man sich 
leicht tiberzeugt — fiir alle Bereiche, die man durch endlich viele Quadrate 
beliebig approximieren kann. 

5. Wir legen unseren Untersuchungen eine geschlossene, doppelpunkt- 
lose Raumkurve C zugrunde 


z=€(t), y=n(t), z2=C(t), 


die so beschaffen ist, da der Tangens des Winkels, den irgendeine Ebene, 
die wenigstens drei Punkte dieser Kurve enthdlt, mit der x y-Ebene bildet, 
dem Betrage nach unterhalb einer endlichen Grenze A liegt. Die Projek- 
tion der Raumkurve C auf die zy-Ebene ist notwendigerweise eine konvexe 
Kurve c, und man kann in elementarer Weise zeigen, daB, falls ¢(t), »(t), ¢(t) 
zweimal stetig differenzierbare Funktionen sind, auBerdem die Determinante 
&’(t) n”(t) — n’ (t) €” (t) stets von Null verschieden ist, die obige Bedingung 
erfillt ist. Wir werden als Stetlheit der Ebene z = az +- by +- c den Ausdruck 
| tg@| = | ya*+ 6? | bezeichnen, wo g den mit der x y-Ebene eingeschlos- 
senen Winkel bedeutet; die Steilheit ist der Maximalwert des Differenzen- 
quotienten 

| (aa, + by, +¢)— (Gay + by +c)| 

| [(a— 2)" +(y.—ae)*)? 
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Es handelt sich zunachst darum, die Existenz einer innerhalb ¢ definierten 
Funktion z(z,y) zu beweisen, die der Lipschitzschen Bedingung geniigt 
und so beschaffen ist, daB die Fliche z= z(z, y) die Raumkurve C ent- 
halt und einen kleineren Flacheninhalt besitzt, als irgendeine andere durch 
die Raumkurve C hindurchgehende Fliche. Herr Lebesgue hat — wie in 
der Einleitung bemerkt — den Beweis der Existenz einer solchen Flache 
skizziert**); obwohl dabei der Flacheninhalt zunichst als limes inferior der 
Flacheninhaite der gegen die Flache konvergierenden Polyederfolgen defi- 
niert ist, so ist dies in den vorliegenden Fallen aquivalent mit dem Dop- 
pelintegral (es bezeichne ¢ das von c berandete Gebiet): 


Sflr+ y+ Gy) aeay, 

t 
so daB die Lebesgueschen Resultate direkt auf unsere Untersuchungen 
anwendbar sind. Das Plateausche Problem ist damit darauf zuriickgefiihrt 
— wie Herr Lebesgue selbst bemerkt —, die Existenz der héheren Ab- 
leitungen dieser Fliche zu beweisen. Es soll trotzdem im folgenden ein 
von dem Lebesgueschen Verfahren verschiedener Weg zum Beweis der 
Existenz der obigen Funktion gegeben werden, der nicht nur im Falle 
des Plateauschen Problems, sondern bei allen regularen Variationsproblemen 
(von der in den Hilfssitzen I, Il beschriebenen Art) zum Ziele fiihrt. 

Wir verfahren zu diesem Zwecke wie folgt: Wir betrachten alle inner- 
halb ¢ definierten Funktionen f(x, y), die der Bedingung f(&(t), 4(t)) = ¢(t) 
unterworfen und so beschaffen sind, daB der Differenzenquotient 
F (21> tr) —F (42> Ha) 
[ (x — 2)" +(y, ~yp)*}# 

dem Betrage nach kleiner als 4 -++-1 ausfalle**), wobei (x,, y,) bzw. (x,, y.) 


zwei beliebige Punkte innerhalb ¢ bedeuten. Wir bilden sodann fiir jede 
dieser Funktionen das Integral 


Jfr(b. Daca; 
t 
af 


da die Ableitungen 3e° of fast iiberall existieren und dem Betrage nach 


kleiner als 4-+-1 sind, so folgt, daB alle diese Integrale dem Betrage 
nach unterhalb einer oberen Schranke bleiben. Es sei d der Limes inferior 
dieser Integralwerte. Wenn dieser Minimalwert d fiir keine Funktion f(z, y) 


*) a. a. 0. 8. 348—351. 
*”) Die Gesamtheit dieser Funktionen mége mit (@) bezeichnet werden; iibrigens 
kann man statt 4+1 jede GréBe, die gréBer als A ist, verwenden. 
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der obigen Konkurrenz (@) erreicht wird, so kénnen wir eine Folge 
f,(@, y), fe(@, y), «++ f,(%, y), --- derart bestimmen, da8 


(3f ofa) 


ist. Wir kénnen auch inti da8 diese Funktionenfolge in ¢ gleich- 
maBig gegen eine Grenzfunktion z(z, y) strebt, da man — nach einem viel- 
fach angewandten Satze — aus jeder Folge von Funktionen, die so be- 
schaffen sind, da8 ihre Differenzenquotienten dem Betrage nach unterhalb 
derselben Schranke bleiben, eine gleichmaBig konvergente Folge heraus- 
greifen kann. Diese Grenzfunktion z(x,y) gehért wiederum der obigen 
Konkurrenz an, da die entsprechende Flache die Kurve C enthalt und der 
Differenzenquotient 
2(@,, 91) — 2 (Ye) 

[(@,—a)* +(y,—me)*]# 

sein muB. Daher ist jedenfalls 


SJr _ \dedy>d. 


Andererseits folgt aus dem Hilfssatze II — da z(x,y) der gleichmaBige 
Limes der obigen Funktionen f,(z, y) ist — 


Slr s)dz dy <d, 


woraus man schlieBt, daB 
SJre >a” ig) ae dy=d 
sein muB. 


Es liefert daher die so erhaltene Funktion z(z, y) ein Minimum fiir 
das betrachtete Integral, innerhalb der obigen Konkurrenz (G@). Wir 
werden nun zeigen, da8 diese Funktion das absolute Minimum jenes Inte- 
grals liefert, d. h. daB die aya: 


ffr(3.% )dz av | Jr 4) =) dxdy 


besteht, wobei Z(2, y) irgendeine in ¢ definierte Funktion bedeutet, die 
der Lipschitzschen Bedingung (mit irgendeiner Lipschitzschen Konstanten) 
geniigt und der Beschriankung Z(&(t), 7(¢)) = ¢(t) unterworfen ist. 

6. Zu diesem Ende beweisen wir vorab, daB es keine Ebene geben kann, 
die einen inneren Punkt P, (mit den Koordinaten x,, ¥), 2) = 2(%, Yo)) 





<441 
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der Flache z = z(x,y) von der Randkurve C trennt; d.h. daB jede Ebene, 
die P, nicht enthalt, so beschaffen ist, daB man P, durch eine Flachen- 
kurve mit dem Rand C verbinden kann, ohne die Ebene zu treffen. Ware 
namlich 
z=azr+py+y 
eine solche trennende Ebene, so kénnte man um den Punkt z,,y, der 
zy-Ebene ein ganz innerhalb c liegendes Gebiet g angeben, auf dessen 
Rand die Gleichung z(z, y)=—az+ fy-+y richtig ware, wéhrend im 
Punkte z,, y, selbst z(z,, y,) — «x, — By, — y von Null verschieden, etwa 
positiv ausfiele. Wegen der Stetigkeit der Funktion z(z, y) wiirden dann 
alle Ebenen 
z=ax+pyt+ty+é 


dieselbe Eigenschaft besitzen, sofern 5 eine hinreichend kleine positive 
Zahl bedeutet, da auf dem Rande von g z(z, y)—(ax+fy+y+84) 
negativ, im Punkte z,, y, aber diese Differenz positiv wire. Wir 
bezeichnen mit gs diejenige Umgebung der Stelle 2z,, y,, in der 
z(z,y)>azx+ By+y-+ 6 ist, mit y; den Rand dieses Gebietes**); auf y, 
ist z(z,y)=axz+fy+y+6. Man kann jedenfalls 5 derart wahlen, 
da8 das Ma6 der Punktmenge y; gleich Null wird, da bekanntlich die 
Punktmenge, in der eine meBbare Funktion den Wert 5 annimmt, fiir 
fast alle 5 eine Nullmenge ist. 

Wir betrachten nun diejenige Funktion f(z, y), die in dem Gebiete g,; 
mit der linearen Funktion ax + By + y + 4, in der Komplementarmenge g; 
von gs aber mit der Funktion z(z, y) iibereinstimmt, und behaupten, daB 
diese stetige Funktion f(z, y) der obigen Konkurrenz (@) angehért, und 
dem betrachteten Integral einen kleineren Wert als d erteilt. Die Richtig- 
keit der Ungleichung 





(6) f(z, 91) — f (2 Ye) <4+1 
[(z,-2)° +(x. —m)")? 

folgt namlich unmittelbar, wenn beide Punkte (z,, y,) und (z,, y,) der 
Komplementaérmenge g; angehéren, da daselbst f(z, y) mit z(z, y) iiber- 
einstimmt. Sind aber (z,,y,) und (2z,,y,) solche Punkte, die dem Ge- 
biet gs oder dessen Rande y, angehéren, so ist dieser Differenzenquotient 
— da innerhalb gs f(z, y) eine lineare Funktion ist — gleich dem Diffe- 
renzenquotienten 

f(%", vy’) —f (as, we) _ | 

((2z— 2g)" + (xf—ye)"}* | 





**) ys gehért der Komplementarmenge von g,; in bezug auf ¢t an; diese Komple- 
mentérmenge wird im folgenden mit gj bezeichnet. 


Plateausches Problem. 139 


wobei (z{, yi) und (2;, yz) solche Punkte sind, in denen die durch die 
Punkte (z,, y,) und (z,, y,) gelegte Gerade den Rand y, des Gebietes g, 
trifft. Daraus folgt wiederum die Richtigkeit der Ungleichung (6), da 7, 
der Punktmenge gj angehért. Ist endlich (z,, y,) ein Punkt von gj und 
(2, ¥,) ein Punkt von g;, so beweist man die fragliche Ungleichung 
durch Einschachtelung eines Punktes (2,, y,), der gemeinsamer Punkt 
der die Punkte (x,, y,) und (x,, y,) verbindenden Strecke mit dem Rand y, 
von gs ist und zwischen diesen beiden Punkten liegt; denn es gelten nach 
dem Vorangehenden die beiden Ungleichungen 


| £4593) — f(%—>%e)| (4 +1)[ (x, — 25)? +(y, — 9)*)?, 
| f(%_s 9g) — f( 2 %a)| (4+ 1) [(_— 25)? + (4 — ¥)°)!, 


woraus durch Addition die Ungleichung (6) folgt. 


Da ferner f(z, y) auBerhalb des ganz im Inneren von c gelegenen Ge- 
bietes g, mit z(x,y) iibereinstimmt, so gilt die Relation /(£(t),(t)) = ¢(t), 
da dieselbe fiir z(2,y) richtig war. Damit ist gezeigt, daB f(x,y) tat- 
sichlich eine Funktion der obigen Konkurrenz (G) ist. Wir vergleichen 
nun das Integral 


af *f) (2, af 
Sfr( (30, a )dedy= ~SJr , 3f sf) axay +f r(z a °l) dady 
%5~% 
mit dem entsprechenden Integral 
Oz 02 0z Oz 02 
ffr(&.2) \ de wf (55 —- s)azay +f {r(S, 5) dady; 
’ %~% 


die angedeutete Zerlegung ist gerechtfertigt in Anbetracht des Umstandes, 
daB y, eine Nullmenge und Bestandteil von g) ist. Innerhalb gj — y, 
stimmen die beiden Funktionen z(z,y) und f(z, y) iiberein, es gilt daher 


fiir jede solche Stelle = a. a f (mit etwaiger Ausnahme einer 


2 G2’ oy 


Nullmenge); daher ist 

JJ rh Lardy =f fr (S, S)acay, 
Es eriibrigt daher nur zu zeigen, daB 
©) frGGh Haser<ff7(Gs G)aeey 


ist, wobei in g, pe es ist und z(x,y) auf dem Rand 











140 A. Haar. 


von g, dieselben Werte wie f(x,y) annimmt. Die Anwendung der Taylor- 
schen Entwicklung (1) liefert nun unmittelbar 


(1") (SE, 52) — F(a,p) +2 (Fa) + OO (8) +8, 


wobei R fiir alle in Betracht kommenden Werte positiv (> 0) ausfallt. 


Da ferner 
J)(G5—«)eeav— {Pst D dxdy =0, 
if 5-6 dias: ffteellaaayce 
y 
95 


ist**), so pm sich die Ungleichung (6 5’), indem man das iiber g, ge- 
nommene Integral der in der Relation (1”) stehenden Ausdriicke bildet. 
Es wiirde daher die der betrachteten Konkurrenz (@) angehérige Funk- 
tion f(x,y) unserem Integral einen kleineren Wert als d erteilen, dies ist 
aber unméglich. Damit ist gezeigt, dab, wie auch die Konstanten «, , y 
gewahlt sind, die Differenz z(x,y) — «2 — By — y nur dann in allen Rand- 
punkten eines innerhalb ¢ gelegenen Gebietes g, verschwinden kann, wenn 
sie in jedem Punkte dieses Gebietes gleich Null ist, oder — was damit 
gleichbedeutend ist — da8, falls die Ungleichung 


m<2z(z,y)—axr—Bpy—ySM 


auf dem Rand eines Gebietes gilt, so gilt sie auch fiir jeden Punkt dieses 
Gebietes. Geometrisch driickt dies die Tatsache aus, daB die Flache 
z=2z(z,y) von keiner Ebene in einer geschlossenen Kurve durchsetzt 
werden kann. 

7. Fiir soleche Flachen bzw. Funktionen gilt ein bemerkenswerter Satz 
rein topologischer Natur, der — wie mir scheint — in verschiedenen 
Untersuchungen dieser Art mit Erfolg anwendbar ist. Ich gelangte zu 
seiner Aufstellung lediglich zu dem Zwecke, um zu zeigen, daB die oben 
bensteuierte Funktion z(z,y) das absolute Minimum des betrachteten 





) Ie Ist namlich f* (z, y) diejenige stetige Funktion, die in g, mit (z—/) iiberein- 
simmt, in gj aber iiberall gleich Null ist, so liefert die Produktintegration (da c eine 
konvexe Kurve ist) 


SSF éadga {fr D asay = fr dy =0, 
{fe dx dy {fess D az dy=- Jr dy =0. 
t 
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Integrals liefert. Herr Radé hat auf meine Anregung einen eleganten Be- 
weis dieses Satzes gefunden und mit Anwendungen auf die Variations- 
rechnung kiirzlich veréffentlicht®). Dieser Satz lautet folgendermaBen: 

Die innerhalb und auf c definierte stetige Funktion z(x,y) erfiille 
die Bedingung, daB bei jeder Wahl der Konstanten a,b,c und in jedem 
innerhalb c gelegenen Gebiete die Ungleichung 


mS 2(z,y)—ax—By—ySM 


statthat, wenn diese Ungleichung fiir alle Randpunkte des Gebietes richtig 
ist; es besitze ferner diejenige Rauwmkurve (Randkurve) C der entsprechen- 
den Flache, deren Projektion auf die x y- Ebene die Kurve c ist, die Eigen- 
schaft, daB jede Ebene, die mindestens drei Punkte mit dieser Kurve 
gemein hat, eine kleinere Steilheit als A besitzt. Dann gilt fiir alle Punkte- 
paare (2,,¥Y,),(2%_,Y_) innerhalb c die Ungleichung: 


| 2 (X,Y, ) — = (as Yo) l< A. 
| (ay —a)°+ (ai —ye)")? | 





Mit Hilfe dieses Lemmas kann man in einfacher Weise die Richtig- 
keit der Ungleichung 


jr (25, == pardy<|fr(e , = \dedy 


zeigen, wobei z(x,y) die oben konstruierte Funktion, z(z,y) aber irgend- 
eine innerhalb und auf c definierte, von z(x,y) verschiedene Funktion be- 
deutet, die der Lipschitzschen Bedingung geniigt und auf c dieselben Rand- 
werte wie z(x,y) besitzt. In der Tat, die fiir alle reellen Werte von « 
definierte Funktion 


ple) = ff F( *et+ee=2) $G4+sE-2)) azdy 


0x oy 
t 
erfiillt fiir alle « die Ungleichung 
dy 
der > 93 


*) Fiir Polyederflichen ist dieser Satz von Herrn H. Lebesgue (a. a. O. S. 349) 
bewiesen; fiir stetig gekriimmte Flachen benutzt ihn Herr S. Bernstein, 8. 235 der 
ersten in Anmerkung *) genannten Arbeit. Fiir die vorliegenden Untersuchungen ist es 
entscheidend, den Satz in voller Allgemeinheit zu besitzen. In seiner ersten Arbeit 
iiber diesen Gegenstand: ,Uber das Dirichletsche Prinzip* (Jahresbericht d. deutschen 
Mathematiker-Vereinigung 8 (1900)) deutet Herr Hilbert einen Weg fiir die Behand- 
lung der gewébnlichen Randwertaufgabe der Potentialtheorie an, der manche Analogie 
mit diesem Satze aufweist. Vgl. auch *). 
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es ist namlich 


=F em JSF F 4 ) +2. é °F @ (Z—2) @ (@—2z) oF a =—»))"] ray ae 


Cx epeq ox ey éq* oy 
wobei der Kiirze halber p =‘ Ste eu), q — Gee) gesetzt ist. 


Der Integrand ist wegen der angenommenen Regularitét des Variations- 
problems nicht negativ und verschwindet nur an solchen Stellen, wo die 
ersten Ableitungen von 2—z gleich Null sind; daher ist jenes Integral 
sicher positiv, da die stetige Funktion 2 — z nicht identisch verschwinden 
kann. An der Stelle «—(© mu8 ferner die Funktion gy(e) ein relatives 
Minimum besitzen, da fiir hinreichend kleine e die Funktion z+ e(Z — z) 
so beschaffen ist, daB ihr Differenzenquotient dem Betrage nach kleiner 
als 4+-1 ausfallt, in dieser Konkurrenz (@) aber die Funktion z(z, y) 
den “ey Wert dem betrachteten Integral erteilt, d. h. es mu8 fiir 


e=0 4% —0 sein. In Verbindung mit 5 a9 ? > 0 (fiir jedes «) ergibt sich 


daraus, “as g(e) an der Stelle «=0 ein 5 elie Minimum hat; ins- 
besondere ist 

p(0)< (1), 
und dies ist unsere Behauptung. 


Wir gelangen damit zu einer Extremalfunktion, die der Lipschitzschen 
Bedingung geniigt und dem betrachteten Integral einen kleineren Wert 
erteilt als irgendeine andere der Lipschitzschen Bedingung geniigende Funk- 
tion, die dieselben Randwerte auf c annimmt. In den folgenden Abschnitten 
soll fiir den Fall des Plateauschen Variationsproblems gezeigt werden, daB 
diese Extremalfunktion an jeder inneren Stelle von ¢ analytisch ist und 
die bekannte partielle Differentialgleichung befriedigt. 


§ 2. 
Ableitung der Differentialgleichungen, denen die Extremalfunktion geniigt. 


8. Obwohl die Untersuchungen dieses Abschnittes ebenfalls fiir alle 
reguliren Variationsprobleme gelten, so beschrinken wir uns doch der 
Einfachheit balber auf das Plateausche Variationsproblem und schreiten 
zur Ableitung von gewissen Differentialgleichungssytemen, denen die im 
vorangehenden Abschnitt konstruierte Extremalfliche z(z,y) geniigt. Da 
die Funktion z(z,y) der Lipschitzschen Bedingung geniigt, so existieren 
— wie Herr Rademacher in seiner erwahnten Abhandlung gezeigt hat — 
fast iiberall in ¢ die Ableitungen 


> 


z 


ez 
za P(tY), Fy = 9(2Y)s 


3) 
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die beschrankte, meBbare Funktionen sind. Wir fiihren zur Abkiirzung die 
Bezeichnung 


w=(1+p*+q*} 
ein, und bezeichnen mit R irgendein innerhalb c liegendes Rechteck, dessen 
Seiten den Koordinatenachsen parallel sind; es gilt der folgende Satz: 

Es existieren drei stetige Funktionen w,(z,y), w,(z,y), w,(2,y), 
die in R definiert sind und der Lipschitzschen Bedingung geniigen, von 
der Beschaffenheit, daB die Extremalfunktion z(x,y) in Gemeinschaft mit 
diesen Hiljsfunktionen fast iiberall in R die folgenden drei Differential- 
gleichungssysteme befriedigt : 


. MRS. RS a 

(A) w 7 oa w ae 
TT ae oe oe 
(B)  ” * eo er ere 
; 3 wth. 
(C) » he ey 


Unter der Annahme, daB die Ableitungen p und g stetige Funktionen 
sind, habe ich die Gleichungen (A) in einer alteren Arbeit**) durch Her- 
anziehung eines Hilfssatzes (dessen Verallgemeinerung der hauptsichliche 
Punkt dieses Abschnittes ist) abgeleitet. Es war dabei mein Ziel, das Ver- 
schwinden der ersten Variation in Differentialgleichungen umzusetzen, ohne 
die Existenz der Ableitungen zweiter Ordnung anzunehmen, und ich be- 
schrinkte mich dabei auf die Annahme, daB die ersten Ableitungen der 
Extremalfunktion stetige Funktionen sind. Die Gleichungen (B) und (C) 
wurden von Herrn T. Radé auf meine Anregung in einer kiirzlich erschienenen 
Arbeit**), unter derselben Annnahme, mit Hilfe desselben Satzes abgeleitet, 
durch eine strenge Diskussion derjenigen Methode, die bei alteren Autoren 
als Variation der unabhangigen Variablen bezeichnet wird. Es handelt 
sich nun darum, zu beweisen, daB diese Differentialgleichungen fast iiber- 
all giiltig sind, falls man die Annahme der Stetigkeit der Ableitungen p 
und q fallen 148t und nur annimmt, daB8 die Extremalfunktion der 
Lipschitzschen Bedingung geniigt. 

Um die Gleichungen (A) abzuleiten, bedienen wir uns der iiblichen 


*1) Journal fiir Mathematik 149 (1919). Herr L. Lichtenstein gab am Schlusse 
seiner Arbeit ,Bemerkungen iiber das Prinzip der virtuellen Verriickungen in der 
Hydrodynamik inkompressibler Fliissigkeiten“. (Annales de la société polonaise de 
mathématique 1924, S. 20—28) einen auBerst einfachen und eleganten Beweis meines 
daselbst benutzten Hilfssatzes. 

%) ,Bemerkung iiber die Differentialgleichungen zweidimensionaler Variations- 
probleme“, Acta scientiarum universitatis Franc. Joseph. Szeged 2 (1925). 














144 A. Haar. 


Form der ersten Variation. Es bezeichne ((2z,y) eine beliebige in ¢ defi- 
nierte stetige Funktion, die der Lipschitzschen Bedingung geniigt und auf 
der Kurve c verschwindet; aus der Extremaleigenschaft der Funktion z(2, y) 
folgt das Bestehen der Ungleichung: 


sfo + p*+q*}' dedy <fJ ls +(p+e%) +(q +e2)'] dedy 


fiir jeden Wert der Konstante «, aus der man in bekannter Weise die 
Gleichung 


, 1 ec ‘ 41 } 
(a) Jf 2 [psi +028\azay =o 
t 


ableitet, die fiir jede Funktion ¢(2z,y) (von der beschriebenen Art) besteht. 

Um die Gleichungen (B) und (C) abzuleiten, bedienen wir uns der 
entsprechenden Relationen, die sich vermége der Variation der unab- 
hangigen Variablen ergeben. Sie lauten folgendermaBen: es gelten fiir 
dieselben Funktionen ((z,y) die Gleichungen 


” Jf 2 [a+ an2t — att |azdy =o, 
L 7 
i 


Der Beweis dieser Relationen ist fast wértlich derselbe wie bei Herrn 
Rad6é in dem Falle stetiger Ableitungen; er soll in Kiirze mitgeteilt werden. 

Wir zeichnen in einer Hilfsebene, in der £, 7 die rechtwinkligen Ko- 
ordinaten bedeuten, diejenige konvexe Kurve y, die vermége der Trans- 


formation z=, y=yn der Kurve ¢ entspricht, und definieren vermége 
der Gleichungen 


z=&-+- ef(&,y), y=), 2 z(&,”) 

bei jedem festen Wert des Parameters « eine Flache F,, die im xyz- 
Raum ausgebreitet ist; dabei ist der Punkt &, » stets innerhalb y ver- 
ainderlich. Man wiahle nun |e|< ; , wobei M die obere Schranke des 
Differenzenquotienten 

[(&,,7) —t(&, ) | 

| 5,— Ss 

bedeutet, falls (¢,,7) und (&,,7) innere Punkte des von der Kurve y be- 


randeten Gebietes t sind; dann ist + ¢¢(&,7) bei jedem » eine mono- 
ton wachsende Funktion von &, und die Gleichungen 


(7) e=E+el(é,n) yon 
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vermitteln eine ein-eindeutige Transformation des Gebietes t der &, 7- Ebene 
auf das Gebiet ¢ der 2y-Ebene, wobei in Anbetracht dessen, daB ¢(&, 7) 
auf der Kurve y verschwindet, dem Rand y von + der Rand ¢ von ¢ ent- 
spricht. Daraus folgt aber, daB man die Gleichung jeder dieser Flachen F, 
auf die Form z= z(z,y;¢) bringen kann, wobei z(x,y; «) bei jedem — 
in Betracht kommenden — Werte von « eine in ¢ definierte eindeutige 
Funktion von z, y darstellt. Man zeigt auch ohne Schwierigkeit, dab diese 
Funktionen der Lipschitzschen Bedingung geniigen. In der Tat, man er- 
halt die Funktion z(z,y;«), indem man in z(&,7) die Verinderlichen é 
und » durch diejenigen Ausdriicke von x, y ersetzt, die sich durch Auf- 
lésung des Gleichungssystems (7) ergeben. Da ferner ¢(£, 7) der Lipschitz- 
schen Bedingung geniigt, so folgt nach dem Hauptsatz der in der Ein- 
leitung angefiihrten Arbeit von Herrn Rademacher durch Differentiation 
der Gleichungen (7) nach x, y, daB fast iiberall in + die Relationen 





CC -_ 1 1 eR eet on _y on 
ez og’ tel ag’ a. 1's a3 
t+ere l+ea ' 
ar dt J 


bestehen. Daraus schlieBt man aber mit Riicksicht darauf, daB ¢(é, 7) 
ebenfalls der Lipschitzschen Bedingung geniigt, auf die Beziehungen: 








Oz(x,y;#)  G2(5,y) OF , O2(5,n) On _ psn) 
a i im = oo = 
I+*s5 
02(x,y38) het o2(&,) o€é _ 028.0) on 2) ep (5.9) ot 
oy o€ ey ° on OF eid L, 1 ag on 
aay 


die wiederum fiir fast alle Punkte in rt richtig sind. 


Man beachte nun, daB fiir «=o die Flache F, in unsere Extremal- 


fliche iibergeht®*). Daraus folgt auf Grund der Extremaleigenschaft, da& 
die Funktion 
1 


ei ff les (2) + (sg) set 
| 


(die fiir hinreichend kleine Werte von |e| definiert ist) an der Stelle 
e=o ein Minimum hat, und daher ist der Differentialquotient (0) 
gleich Null. Fiihren wir an Steile von x, y wiederum die durch Gleichung 
(7) definierten Verinderlichen £ und » ein, so ergibt sich 

28) Alle Flachen F, enthalten die Raumkurve C, da, falls £, 7 die Koordinaten 


irgendeines Punktes von y bezeichnen, die Transformationsgleichungen (7) wegen 
¢(&,n) =0 in die Identitét «=, y =n iibergehen. 
Mathematische Annalen. 97. 10 
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o=[J[a+e sey +P + (a (1 +22) — epi) | didn, 


da die Funktionaldeterminante 


|= 


é(z,y) et 
an) tag 
stets positiv und nach einem Satze von Herrn Rademacher) die Ein- 
fiihrung der neuen Veranderlichen gerechtfertigt ist. Eine leichte Rechnung 


ergibt: 
, 1 | 2a C] 6 
py < eke ne oy) |@e@n 


=; (ata % _ pg %|azdy—=0, 


womit die Relation (b) bewiesen ist. Der Beweis von (c) ergibt sich 
durch Vertauschung der Rolle der beiden Veranderlichen x und y. 


9. Die Integralrelationen (a), (b), (¢) sind Beziehungen von der 


Form: 
ec 
ff {ucx.yy 2 + (2 y= {| dedy=0, 
t 


wobei u(z,y) und v(z,y) gegebene Funktionen bedeuten, die beschrinkt 
und meBbar sind, ¢(z,y) aber eine willkiirliche Funktion bedeutet, die 
der Lipschitzschen Bedingung geniigt und auf der Randkurve ¢ verschwin- 
det. Man gelangt aus diesen Beziehungen zu den Differentialgleichungen 
A), (B), (C) durch Anwendung des folgenden Satzes, den wir nun be- 
weisen wollen: 

Sind u(x,y) und v(x,y) zwei Funktionen der unabhdngigen Ver- 
dnderlichen x und y, die in t beschrankt und meBbar sind, und ist 


[floss +08 acay—c 


fiir alle Funktionen ((2x,y), welche auf dem Rand c von t versciwinden 
und innerhalb t die Lipschitzsche Bedingung erfiillen, so existiert eine in 
R definierte, der Lipschitzschen Bedingung gentigende Funktion w (2, y), 
von der Beschaffenheit, daB fiir fast alle Punkte dieses Gebietes die 





Differentialgleichungen: 
= -—wie | =e u(x, y) 
@x ae ’ y > ( y _ > y) 
erfillt sind. 


%) §. 359 der ersten in *) angefdhrten Arbeit. 
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Dieser Satz ist die Verallgemeinerang des entsprechenden Resultates, 
das ich in meiner angefiihrten Arbeit gewonnen habe, und kann durch 
analoge Hilfsmittel bewiesen werden. 

Zu diesem Ende fiihre ich (in etwas allgemeinerer Weise als in der 
genannten Arbeit) ein besonderes Koordinatensystem ein, das in bestimm- 
ter Hinsicht den Polarkoordinaten dhnlich ist, wobei aber konzentrische 
und ahnliche Rechtecke diejenige Rolle spielen, die bei den Polarkoordi- 
naten den konzentrischen Kreisen zukommt. 

Um den Punkt P, (dessen Koordinaten z,, y, sein mégen) als Mittelpunkt 
sei ein Rechteck konstruiert, dessen Seiten den Koordinatenachsen parallel 
sind; die Seitenlingen dieses Rechteckes bezeichnen wir mit 2a und 2b 
und fiihren zur Abkiirzung den spitzen Winkel « ein, fiir den 


a . b 
cos ¢@ = ———-., sina = 


1 
(a? r b2)2 





(a? + be)? 


ist. Wir denken uns alle Rechtecke um den Punkt P, als Mittelpunkt 
gezeichnet, deren Seiten den Koordinatenachsen parallel laufen und die 
dem obigen Rechteck ahnlich sind; jeder Punkt P (der von P, verschie- 
den ist) liegt auf dem Umfange eines dieser Rechtecke, und wir definieren 
unsere neuen Koordinaten wie folgt: Die eine Koordinate des Punktes P 
(dessen Cartesische Koordinaten 2 und y sind) sei der Winkel 6, den die 
Gerade P,P mit der positiven x-Achse bildet, d.h. es sei 

tg0 = 2"; 
als zweite Koordinate 9 nehmen wir die (stets positiv gerechnete) halbe 
Lange der Diagonale desjenigen der obigen Rechtecke, der durch den 
Punkt P hindurchgeht. Je nachdem @ eine der vier folgenden Ungleichungen 


II III IV 
0<a, «SOSgn-a, az-agata, at+aecd<2a-« 


IA 


-—@¢ 


erfiillt, erhalt man die folgenden Ausdriicke fiir 9: 


In I ist o= “2 also x =2,+ocosa und y= y, + ocose tg A, 
II al Y¥—Yo pe aged a. : 6 
” 7" o= She ” Y=Ytresne » xr=—2,+esinccotgh, 





oll » om ——2 , r=%,—ocse » y=y,—ocosatgh, 
“a Y—Y%o o : © ; 
» IV » 2 » Y¥=Y—oOsina » x—2,—esinecotgd. 
10* 
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Dementsprechend ist die Funktionaldeterminante 
a (z,y) a. cos* a 











(e,@) ° costo’ OD” die Ungleichung I oder III —, 
e sin® a 
an?6” ” ” ” II » IV —, 
erfillt ist. 


10. Nach diesen Vorbereitungen definieren wir eine Funktion ¢ (2, y) 
in folgender Weise: Wir denken uns um den Punkt P, (der innerhalb c 
liegen mége) zwei ahnliche Rechtecke r, und r, der oben beschriebenen 
Art konstruiert, die beide innerhalb des Gebietes ¢ liegen; die Lange der 
Diagonalen sei 20, bzw. 20,(0,<0,)- Die Funktion ¢(z,y) sei nun 
auBerhalb des Rechteckes r, und innerhalb des Rechteckes r, gleich Null; 
in dem zwischen den beiden Rechtecken liegenden ringférmigen Gebiet 
sei ¢(2,y) gleich einer willkiirlichen stetig differenzierbaren Funktion der 
Koordinate 9 allein: ((z,y)—w(o), die fir o—o, und 9=@, ver- 
schwindet. Diese Funktion ¢(2z,y) ist stetig und geniigt offenbar der 
Lipschitzschen Bedingung, da ihre Ableitungen ae und 2 nur lings der 
Diagonalen unserer Rechtecke unstetig werden kénnen. Da ferner ¢(z, y) 
auf der Randkurve c jedenfalls verschwindet, so gilt fiir alle diese Funk- 


tionen 


(8 Wlese+es | azdy =0. 


Wir fiihren jetzt fiir « und y unsere Verinderlichen o und @ ein. Da die 
Ableitung von ¢ nach @ iiberall gleich Null ist, so findet man in ein- 
facher Weise 





eg ww" (@) .. ME | w’ (eo) = 
6x copa’ dy =0,  bew. ax cosa’ éy =a, 


wenn die Ungleichung I bzw. III stattfindet, und 


- , , 
<> = Q, a on a bzw. 6, - 7m | 
ox éy sin « 0x éy sin « 





wenn die Ungleichung II bzw. IV statthat. Durch Einfiihrung der Ver- 
iinderlichen 9 und @ gewinnt man aus (8) die Relation 





(9 one ff euw'(®) dodd- pdaw | f fee do dd 
“a GQ « 
ate @, 2a-a 
) . P 
ar socio) ded —sine { [ eemte) dod =0. 


es, aa @ ata 
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Zufolge der Ungleichung 0 < « < > sind die in den Integranden auf- 
tretenden Funktionen 


AG - 
cos*6’ = sin®@ 


beschrinkt und meBbar in den entsprechenden Integrationsbereichen; die 
erste dieser Funktionen in den durch die Ungleichungen 


0 SeSe, —a<0<a 
und 02,5050, a—-aecbcaa, 
die zweite aber in den durch die Ungleichungen 
oSeSse,, «S0ca-« 
und 0, SeSe, ata <0<2a—-« 
bedingten Gebieten. Es existieren daher fiir fast alle 9 (im Intervall 
0, Se <oe,) die Integrale 


a—a 
ou . ov 
COB a | ag dé, sine | 6 dé, 
«+a 2a-a 
ou : ev 
— cos « f conte 29> — sina f 2%, dé 
ta a+a 


und stellen vier meBbare und beschrinkte Funktionen von o dar, die wir 
bzw. mit f,(e), f(e), fe), f,(@) bezeichnen. Nach dem bekannten 
Theorem von Herrn Fubini kann die Beziehung (9) auf die folgende Form 
gebracht werden: 


(10) Fit (e) + file) + fale) + f.(0)]w'(0)de = 0. 
Die durch die Gleichung: ’ 


fle)=f [f(e) + fale) + fale) + fle) de 


- fine + fale) + fe(e) + filo) ] de 
e@; 

definierte total stetige Funktion f(g) verschwindet fiir 0 = 0,, @ = 9, und 

besitzt an fast allen Stellen des Intervalls 0, < 9 < 0, einen Differential- 


quotienten : 
f'(e) =[fi(e) + fe(e) + fle) + f.(e)] 


1 
Os 1 





fur (0) +h(e)+ fle) + f(e)lde. 
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Wegen (10) gilt daher — iT w'leide ele.) —w(oe,)=0 ist — die 
Gleichung . 
Fr(o)w’(e)de =0 


C1 


fiir alle, an den Stellen 9 = 0, und 9 =o, verschwindende Funktionen 
w(o), die im Intervall 9, ©o< oe, einmal stetig differenzierbar sind, 
um so mehr fiir diejenigen, die daselbst zweimal stetig differenzierbar sind. 
Durch Produktintegration (die wegen der Totalstetigkeit von f(o) gestattet 
ist) erhalt man — mit Riicksicht auf f(0,)—/f(0,)—0 — die Gleichung 


Oy 
J f(¢)w"(e)de =0, 
Ci 


woraus man mit Hilfe des bekannten Du Bois Reymondschen Satzes der 
Variationsrechnung unmittelbar schlieBt, daB f(o) eine lineare Funktion 
ist und daher die Summe 


f,(@) + fe(e@) + fs(e)+f,(e) 


fiir fast alle Werte von o (im betrachteten Intervall) derselben Kon- 
stanten gleich sein muB. 

Um die Bedeutung dieser Formel zu erkennen, bezeichnen wir mit 
r, dasjenige der oben um P, als Mittelpunkt konstruierten Rechtecke, 
dessen Diagonale die Lange 29 besitzt. Wenn man die Seiten dieses 
Rechteckes, die bzw. in den durch die Ungleichungen I, II, III, IV be- 
dingten Gebieten liegen, bzw. mit 1)*’, lif’, 1j$}, Uf bezeichnet, so verifiziert 
man leicht die folgenden Zusammenhange: 





f,(e)= cos « [ 245 a0 = S udy = f udy—vdz, 
aa y'@) fe) 
I I 
f.(o)= sin « { ft, 40 = — f vdz= f udy —vdz, 
sin* 6 fe) te) 
. a7 oa 
a+a 
_ _e% ae ee aie 
f,(@) = — cos « J ost 29 = day = fiudy vdz, 
: ur ur 
f,(@) = — sin « | ft, 40 = — fvdz= f udy—vdz. 
a+a (e) 1'@) 
Iv Iv 


Durch Addition dieser Beziehungen resultiert daher die Tatsache, da8 fiir 
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fast alle Werte von o, die im Intervalle 0, <9 <0, liegen, das iiber die 
Peripherie des Rechteckes r, erstreckte Integral 

fu dy —vdz 

Te 
denselben Wert annimmt. Man zeigt leicht, daB dieser konstante Wert 
gleich Null ist. In der Tat, die GréBen 9, und v, sind nur der Be- 
dingung unterworfen, da8 die entsprechenden Rechtecke r,, = r, und r,, = r, 
noch innerhalb c¢ liegen; insbesondere kann 9, beliebig klein gewahlt 
werden. Aus unserem soeben gewonnenen Resultat ergibt sich daher, da8 
man unterhalb jeder positiven Schranke eine GréBe o derart finden kann, 
da8 das letzte Integral jenen konstanten Wert annimmt. Wegen der Be- 
schranktheit von u und v konvergiert aber dieses Integral gegen Null, 
falls 9 gegen Null strebt, woraus man unmittelbar schlieBt, daB die frag- 
liche Konstante gleich Null sein muB. 

Wir kénnen unser Resultat folgendermaBen formulieren: Um den 
Punkt P, (der innerhalb c liegt) als Mittelpunkt konstruieren wir irgend- 
eine einparametrige Schar von dhnlichen und ahnlich orientierten Recht- 
ecken, deren Seiten den Koordinatenachsen parallel sind, und betrachten 
nur diejenigen Rechtecke dieser Schar, die innerhalb c liegen; unter den 
fiir u(a,y), v(x, y) gemachten Voraussetzungen existiert das Integral: 


fudy —vdz 


erstreckt tiber die Peripherie dieser Rechtecke fiir fast alle Rechtecke dieser 
Schar und ist gleich Null. 


11. Man gelangt aus diesem Ergebnis zu unserem Satz 8S. 146 durch 
eine zweifache Anwendung eines bekannten Theorems von Herrn G. Fubini 
iiber mehrdimensionale meBbare Mengen**). 

Wir betrachten zu diesem Ende alle Rechtecke r, deren Seiten den 
Koordinatenachsen parallel sind und die innerhalb ¢ liegen. Zur Fest- 
legung jedes dieser Rechtecke mégen die Koordinaten ihrer Mittelpunkte 
Zp, Yo und die halben Seitenlingen a, b dienen; deuten wir 2, y, a, b, 
als rechtwinklige Koordinaten in einem vierdimensionalen Raum, so er- 
halten wir eine daselbst meBbare Punktmenge Yt. Erstreckt man das 
Integral 

fudy—vdx 
r 


langs des Umfanges jedes dieser Rechtecke, so erhilt man eine in M 
definierte meBbare Funktion Q(z,, y,, 4,6). Das vorangehende Resultat 


lehrt nun, da8, wenn man 2, y, und das Verhiltnis ; festhalt, d. h. wenn 


25) Vgl. etwa C. Carathéodory: Reelle Funktionen. Leipzig 1918, 8. 627 u. 628. 
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man sich auf den Durchschnitt der Punktmenge i mit der ,,Geraden“ | 
%= konst., y,== konst.., ; = konst. beschrankt, die Funktion 2(z,, y,, a, b) | 
in dieser eindimensionalen Punktmenge fast iiberall gleich Null ist. Da dies f 
fiir alle Werte von z,, ¥,, ; richtig ist, so folgt, daB jene vierdimensionale 


Ausnahmemenge §2,, in der Q(x, y,, a, 6) nicht gleich Null ist, sicherlich 
vom MaBe Null sein muB, da sie meBbar ist und alle Durchschnitte mit 
jenen ,,Geraden“ das (lineare) Ma8 Null besitzen. 

Als Anfangspunkt bzw. Endpunkt jedes dieser Rechtecke r betrachten 
wir die Punkte mit den Koordinaten x, — a, y, — b bzw. 2, +a, y, +6. 
Halten wir etwa den Anfangspunkt fest und lassen den Endpunkt variieren, 
so erhalt man in dem obigen vierdimensionalen Raum eine zweidimensionale 
»Ebene“: z,—a=konst., y,—b=—konst. Jede dieser Ebenen kann 
natiirlich Punkte der Ausnahmemenge Yt, enthalten; nach dem erwahnten 
Satze von Fubini muB es aber solche Anfangspunkte von Rechtecken, d. h. solche 
»Ebenen* z, —a=konst., y, —b=konst. geben, deren Durchschnitt 
mit I, vom (zweidimensionalen) MaGe Null ist. Es gilt noch mehr, in- 
dem diejenigen ,Ebenen“ bzw. Anfangspunkte, fiir die dies nicht der Fall 
ist, selbst eine (zweidimensionale) Punktmenge vom Mafe Null bilden. 
Da in jeder dieser ,Ebenen“ die Lage eines Punktes durch den Endpunkt 
des entsprechenden Rechteckes bestimmt ist, so sind wir zu dem folgenden 
Resultate gelangt : 


Erstreckt man das Integral 
f udy —vdz 


lings des Rechteckes mit dem Anfangspunkt A und dem Endpunkt B 
(dessen Seiten den Koordinatenachsen parallel sind und das ganz inner- 
halb t liegt), so gilt fiir fast alle A in t die Tatsache, daB diejenigen 
Stellen B, fiir die dieses Integral nicht gleich Null ist, eine Punktmenge 
vom Mafe Null bilden. 

Ein entsprechender Satz gilt, wenn man die Rolle des Anfangspunktes 
und Endpunktes vertauscht; daraus folgt auch die ftir fast alle Punkte A 
von t geliende Tatsache, daB das obige Integral erstreckt tiber irgend- 
ein innerhalb t liegendes Rechteck, dessen Seiten den Koordinatenachsen 
parallel sind und das in A einen Eckpunkt hat, stets verschwindet, es sei 
denn, da der A gegeniiberliegende Eckpunkt des Rechtecks in einer Punkt- 
menge vom Mafe Null liegt. 

12. Man erstrecke nun das Integral fudy lings des innerhalb ¢ 
liegenden Stiickes einer zur y-Achse parallelen Geraden; bekanntlich exi- 
stiert dieses Integral fiir fast alle Gerdden dieser Art. Dasselbe findet 
statt, wenn man das Integral f vdx langs der zur x-Achse parallelen 
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Geraden erstreckt. Die Punktmenge Mt/, die aus den Punkten dieser Aus- 
nahmegeraden (lings deren die obigen Integrale nicht existieren) gebildet 
wird, ist daher eine Nullmenge. Wenn die Punkte A,B dieser Nullmenge 
nicht angehéren, so existiert das Integral 


B 
fudy—vdz, 
4 


wobei als Integrationsweg zwei zusammenstoBende Seiten desjenigen Recht- 
eckes genommen sind, dessen Anfangspunkt bzw. Endpunkt A bzw. B ist. 

Wir betrachten nun irgendein Rechteck R, das innerhalb ¢ liegt und 
dessen Seiten den Koordinatenachsen parallel sind; durch Weglassung der 
Punkte der obigen Nullmenge MN erhilt man eine mit dem Rechteck R 
maBgleiche Punktmenge. Es sei A ein Punkt dieser Punktmenge von der 
Beschaffenheit, daB das Integral 


fudy —vdz, 


erstreckt iiber den Umfang aller Rechtecke, deren Seiten zu den Koordi- 
natenachsen parallel sind und in A eine Ecke haben, stets gleich Null 
ausfalle, mit Ausnahme bestimmter solcher Rechtecke, bei denen aber der 
dem Punkt A gegeniiberliegende Eckpunkt in einer Menge 9, vom MaBe 
Null liegt. Das vorher gewonnene Resultat lehrt, daB fast alle Punkte 
von ¢ diese Eigenschaft besitzen. Nach dem erwahnten Fubinischen 
Theorem ist der Durchschnitt der Punktmenge M+ Mo mit fast allen 
zur x- bzw. y-Achse parallelen Geraden eine (lineare) Nullmenge. Wir 
bezeichnen mit Wi diejenige Punktmenge, die von den Punkten jener zur 
ax- bzw. y-Achse parallelen Geraden gebildet wird, an denen die obige 
Bedingung nicht statthat; 9,’ ist ebenfalls eine Nullmenge**). 

Der Punkt P mit den Koordinaten zx, y liege innerhalb des Recht- 
eckes R und gehére der Nullmenge WM, nicht an; die Koordinaten des 
festen Punktes A mégen mit x4, y4 bezeichnet werden. Wir definieren 
eine Funktion »(xz,y) vermége der beiden Ausdriicke: 


(11) —fo(z, y.)ee+ fu(z, y)dy—fe(us,9)dy— J o(e,y) ee, 
74 v4 VA 74 


die — zufolge der oben festgesetzten Wahl der Punkte A und P — an 
fast allen Stellen derjenigen Punktmenge iibereinstimmen, die aus R durch 
Weglassung von MN entsteht. Diejenige Teilmenge von R — WM, an der 
die Beziehung (11) nicht besteht, besitzt namlich — zufolge der Kon- 





*) m,” ist also diejenige Punktmenge, die gebildet wird von jenen zu den Ko- 
ordinatenachsen parallelen Geraden, deren Durchschnitt mit den Nullmengen ®, 
und %, ein positives (lineares) MaB besitzt. 
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struktion von I, — die Eigenschaft, da8 ihr Durchschnitt mit jeder zur 
z- bzw. y-Achse parallelen Geraden eine Nullmenge ist. Aus der Be- 
schranktheit der Funktionen u(z,y), v(x, y) folgt unmittelbar, dal der 
erste Ausdruck lings jeder zur y-Achse parallelen Geraden, die bei der 
Bildung von 2% nicht benutzt wurde, stetig ist und eine solche Funktion 
von y darstellt, deren Ableitung nach y an fast allen Stellen existiert 
und gleich u(z,y) ist. Da dies fiir fast alle Werte von x statthat*’), so 
ist diejenige (zweidimensionale) Punktmenge, in der die Gleichung 


am 
yy u(x, y) 


nicht gilt, eine Nullmenge. In gleicher Weise zeigt man, durch Heran- 
ziehung des zweiten Ausdruckes von w(z,y) in (11), daB fiir fast alle 
Punkte in R die Gleichung 

fe = — (2,9) 
besteht. 

Der Definitionsbereich IQ der Funktion w(z, y) ist zunichst — wie 
bemerkt — diejenige Punktmenge, die aus R— WM, entsteht durch Weg- 
lassen derjenigen Nullmenge, an der (11) nicht gilt. Um zu zeigen, dab 
w(z,y) in M der Lipschitzschen Bedingung geniigt, verfahre man wie 
folgt: Es seien P, und P, zwei Stellen von IM; mit Q bezeichnen wir 
den Schnittpunkt der durch P, hindurchgehenden zur z-Achse parallelen 
Geraden mit der durch P, hindurchgehenden zur-~y-Achse parallelen Ge- 
raden. Natiirlich mu8 Q nicht notwendigerweise IQ angehéren; man kann 
aber — da IM mit R maBgleich ist — in beliebiger Nahe von Q einen 
solchen Punkt § bestimmen, der Jt angehért und auBerdem so beschaffen 
ist, daB seine Projektionen auf den Geraden P,Q und P,Q (die wir mit 
S, bzw. S, bezeichnen) ebenfalls I angehéren, da diejenigen Punkte dieser 
beiden Geraden, die Mt nicht angehéren, Nullmengen bilden. Die Differenz 
w(P,)— (P,) kann alsdann durch das Integral fudy —vdzx dargestellt 
werden, erstreckt auf den gebrochenen Polygonzug P,S,SS,P,; daraus 
folgt aber unmittelbar die Ungleichung 


| o( P,) — o(P,)| < M(P,S,+ 8,8+ S88, + 8,P.) = M(P,Q + P,Q), 


wobei M die obere Schranke der Funktionen |u(z, y), und | v(x, y)| be- 
deutet. Mit Riicksicht auf P,Q + P,Q < ¥2 P,P, lehrt die letzte Be- 
dingung, daB w(x, y) in M tatsichlich der Lipschitzschen Bedingung ge- 
niigt. Man kann endlich an den Ausnahmestellen — an denen w(z, y 


*) Die Abszissen der bei der Bildung von M, benutzten zur y-Achse parallelen 
Geraden bilden namlich eine Nullmenge. 
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nicht definiert ist, d.h. in R— St — solche Werte vorschreiben, daB die 
so erganzte Funktion w(x, y) die Lipschitzsche Bedingung im ganzen Recht- 
eck R erfiillt. 

Damit ist unsere Behauptung in allen Teilen bewiesen. 


§ 3. 
Beweis der Analytizitét der Extremalfunktion. 


13. Wir haben noch zu beweisen, daB die im ersten Abschnitt kon- 
struierte Extremalfunktion — von der wir nur gezeigt haben, daB sie 
der Lipschitzschen Bedingung geniigt — an jeder inneren Stelle des Ge- 
bietes ¢ analytisch ist. Wir gelangen zu diesem Resultat durch dieselben 
Schliisse, mit deren Hilfe Herr Radé™) gezeigt hat, daB jede einmal stetig 
differenzierbare Extremalfunktion bzw. Extremalflache, die bei gegebener 
Begrenzung mdglichst kleinen Flacheninhalt hat, analytisch ist, indem wir 
die Rademacherschen Satze iiber die Differentialquotienten der Funktionen, 
die die Lipschitzsche Bedingung befriedigen, heranziehen. Die geometrische 
Bedeutung des folgenden Verfahrens besteht — wie Herr Radé a. a. O. 
bemerkt — in einer Anwendung des Riemannschen Satzes, daB die Minimal- 
flache durch jede Schar paraileler Ebenen in den Kurven einer Isothermen- 
schar geschnitten wird. 

Es sei R irgendein ganz innerhalb ¢ liegendes Rechteck, dessen Seiten 
den Koordinatenachsen parallel sind. Das Resultat des vorangehenden 
Abschnittes lehrt die Existenz dreier in R definierten Funktionen a, (z, y), 
@,(2,y), @,(z,y), die der Lipschitzschen Bedingung geniigen und so 
beschaffen sind, daB fast iiberall in R die Differentialgleichungen 


1 az du 1éz_ aw, 

(A) a iy "Te" sic" ~ % 
1 dz\*} dw, 1 @z dz Aw, 

By = 5[1+(%) |-a w Ox dy ~ dy’ 


dy oF 


bestehen. 
Durch die Abbildung 


(12) X=2, Y=a,(z, y) 
wird das Rechteck R umkehrbar eindeutig auf ein Gebiet G der X, Y- Ebene 


abgebildet, da die Funktion w,(z,y) bei jedem festen x eine monoton 


8) a.a.O. ) und ™). 
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wachsende Funktion von y ist. Dies folgt leicht aus dem Umstande, daB 
fiir fast alle Punkte von R 

dm 1 éz\* 1 an i 

a (+ () |2 yaa 4 
ist, wenn A die in § 1 bestimmte obere Grenze des Differenzenquotienten 
der Funktion z(x,y) bedeutet. Man schlieBt niamlich aus dieser Un- 
gleichung, da8 fiir fast alle Werte von x die Ungleichung 


w, (x, y’) — o(x, y”) > 4(y’ — y”) (y’>y") 


richtig ist, da fiir fast alle x die Funktion w, (zx, y) als Funktion von y 
betrachtet, fiir jeden Wert dieser Verinderlichen — mit etwaiger Ausnahme 
einer (linearen) Nullmenge — eine Ableitung besitzt, die nicht kleiner als 4 
ausfallt. Wegen der Stetigkeit von m,(z,y) kann sodann die letzte Un- 
gleichung fiir alle Werte von x gefolgert werden, womit die fragliche 
Monotonitat bewiesen ist. Da die Abbildung des Gebietes R der x, y- Ebene 
auf das Gebiet G der X, Y-Ebene ein-eindeutig ist, so definiert die Trans- 
formation (12) — oder was damit gleichbedeutend ist — die Gleichung 


Y= o,(X, y) 
eine innerhalb G erklarte stetige Funktion y(X, Y), von der man leicht 
zeigen kann, daB sie der Lipschitzschen Bedingung geniigt. In der Tat, sind 


Zo, Yo und z,, y, zwei beliebige Stellen des Gebietes R und setzen wir zur 
Abkiirzung 


Xy=%, Yo=5(%o»¥o)i X,=%, Yy=,(2,, 4); 
so gilt fiir fast alle Stellen z,,y, die Gleichung**) 


@ Wz (Xo, Yo) Oa, (2%, Yo) 
Y, _ Y, _ = ™ (x, a Zp) + =e (Y Yo) 


+ V(z,— %») +(y, — Yo) R(x, — 2%, Ys — Yo) 
wobei die Funktion R gegen Null strebt, falls der Punkt 2,,y, zu dem 
Punkt z,, y, konvergiert. Da oe fiir fast alle Punkte gréBer als 4 aus- 
fallt, so folgt darans — wiederum fiir fast alle Stellen - 
= 1 
bey (Fo Yo) 

% 


{( Y,—Y,)—— Cy» Be) (x, — %q) 


CLy 


¥;— Yo 
— V(x, — X» )° + (y, — yo) Bi, 
woraus man — mit Riicksicht darauf, daB, falls der Punkt (z,, y,) gegen 


%) vgl. H. Rademacher, a. a. 0. "), S. 347, Gleichung (27). 
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(2%, Yo) strebt, der entsprechende Punkt X, = z,, ¥, des Gebietes G gegen 
den Punkt X,=2,, Y, strebt — auf die Richtigkeit der Beziehungen 


6, az az 
ee Oe w dy ée ax dy 
(13) a¥ de, (OR ~ my 1 ey 
oy (ay) oy (35) 


schlieBt, die fiir fast alle Stellen X, Y des Gebietes G@ giiltig ist, da jede 
Nullmenge von R vermége der Transformation (12) wiederum in eine Null- 
menge iibergefiihrt wird. 

Fassen wir nun die Funktionen z(z,y), w,(z,y), @,(z,y) als 
Funktionen der Variablen X,Y auf; wir erhalten auf diese Weise drei in 
dem Gebiet G der X,¥-Ebene definierte Funktionen 


Z(X,Y¥)=2(z,y), 2,(X,¥)=a,(2,y), 2,(X, ¥)=a,(z,y), 


die der Lipschitzschen Bedingung geniigen. Nach dem erwahnten Satze 
von Herrn Rademacher existieren fast iiberall in @ die partiellen Ab- 
leitungen dieser Funktionen, und es ist (fast iiberall) mit Riicksicht auf 
(A), (B), (C) und (13) 








aZ _ ae du , oe ty dz = 0 _te Oe, Oe oy _ a 
OX o2ax ' oyoX” dz\2’ OY odxd¥Y' dyoY az 
o@ “ 
ay oy 
a. os 
6Q, = '% = e. Om, dy sy 0Q, 6m, Ox + Om, Op) SE 
@X azaX" dy eX dz\*? OY éxéeY dyaY az\*? 
1+(55) 1+(> 
oy oy 
oS 
6Q, dw, ox 4.60% oy oe... 02, OW, Ox re oy __«_—s az oy 
9X  oxax' dyaX~  ~ joz\*® OY dxd¥Y' dyaY éz 
1+(5) 1+(5)" 


da die Transformation (12) Nullmengen in Nullmengen iiberfiihrt. Aus 
diesen Gleichungen entnimmt man mit Riicksicht auf (13) die Beziehungen: 


eZ _ 0Q, ey __—@Q, 
ox oY’ Sn.Ot«<“‘ He’ 
02 __ 0Q, dy _ 0M, 
oa. 42° ae. aa 


Es geniigen daher die Funktionenpaare Z(X, Y), 2,(X, Y) und y(X, ¥), 
2,(X, Y) den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen; nach einem 
wichtigen Satze aber, der von Herrn De la Vallée Poussin*®) und Herrn 


®) Réduction des intégrales doubles de Lebesgue“. Bulletin de |’Académie 
Royale de Belgique (Sciences) 1910. 
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Rademacher*’) gefunden wurde, sind die den Lipschitzschen Bedingungen 
geniigenden Lésungen dieser Gleichungen analytische, und zwar harmo- 
nische Funktionen. Folglich ist auch die aus den Gleichungen 


=X, y=y(X,¥) 


berechnete Funktion Y= Y/(z,y) eine in R erklarte analytische Funk- 
tion, da 
w 


éz\* 
1+(55) 
stets von Null verschieden ist. Man erkennt nun unmittelbar, indem 
man in der analytischen Funktion Z(X, Y) die Argumente X,Y durch x 
bzw. durch die analytische Funktion Y (x, y) ersetzt, daB die so entstehende 
Funktion, die mit unserer Extremalfunktion z(z, y) iibereinstimmt, eine 
analytische Funktion von 2, y ist. 

Damit ist unser Satz in allen Teilen bewiesen, und man kann fiir 
z(x,y) die iibliche Euler-Lagrangesche Differentialgleichung der Minimal- 
flichen ableiten, indem man etwa w,(z, y) aus den beiden Gleichungen (A) 
eliminiert. 


éy 
_— 


%t) Uber streckentreue und winkeltreue Abbildung.“ Mathematische Zeitschrift 
4 (1919). 


(Eingegangen am 14. 3. 1926.) 








Some new properties of Fourier constants. 
Von 


G. H. Hardy in Oxford und J. E. Littlewood in Cambridge. 





1. 
Introduction. 


1.1. The theory of Fourier constants, as distinct from the theory of 
the convergence of Fourier series, may be said to date from Riemann. The 
first theorem of the theory, in fact, is the ‘theorem of Riemann-Lebesgue‘, 
that the Fourier constants of any integrable’) function tend to zero, a 
theorem proved by Riemann*) for bounded functions integrable in accor- 
dance with his definition, and by Lebesgue in full generality. 

The most important general theorems concerning Fourier constants, 
after the theorem of Riemann- Lebesgue, are Parseval’s Theorem and the 
Riesz-Fischer theorem. Let us suppose for simplicity of statement that 
f(6) is a real and even function, that the fundamental interval is (— z, ) 
and that the mean value of /(@) over this interval is zero, so that the 
Fourier series of f(@) is a pure cosine series Ya, cos n@ without constant 
term. Then the two theorems together assert that 2a* is convergent if, 
and only if, the square of f(@) is integrable. 

A very important generalisation of these theorems has been effected 
recently by W. H. Young*) and Hausdorff*). Suppose that 1< p < 2, so 
that 
(1.11) p’ =>"; S2. 

Then the final theorem of Hausdorff asserts (I) that >|a, |?’ is convergent 
whenever |f|? is integrable, and (II) that |/!?’ is integrable whenever 


1) In the sense of Lebesgue. 
*) Riemann, 1, 239—241. 

5) W. H. Young, 2, 3. 

*) Hausdorff, 1. 
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=|a, |? is convergent. There is an essential asymmetry about the number 2, 
and both propositions would become false were the condition p < 2 omitted. 


The theorems were proved by Young for a special sequence of values of p, 
viz. 2, 7 - geese and by Hausdorff generally; an alternative proof, 


somewhat simpler than Hausdorff’s, was given later by F. Riesz*), who 
also extended the results to general orthogonal series. 

We give a new proof in §3. The proof will be useful as an intro- 
duction to the more difficult analysis which follows. It has also two points 
of independent interest; it enables us to complete the solution of the 
minimal problem suggested in Hausdorff’s analysis, and it involves what 
would appear to be the least possible amount of ‘existence-theory’. 

In §§ 4—7 we solve the principal problems of the memoir. The pro- 
blem which originally suggested these investigations may be stated as 
follows. Suppose that r > 1 and that f and |/j’ are integrable, or, in the 


language of Riesz, that f belongs to L’. Then for what values of s and 
» does it follow that the series 


(1.12) Sn-*\a,|* 


_ | 
is convergent? We suppose naturally that s is positive, and the theorems 
which we prove provide the complete answer to the question. 

1.2. We observe first that we may confine ourselves to the case in 
which r= p <2; if r=q> 2, the answer is almost immediate. If f be- 
longs to L‘, it belongs a fortiori to L*, so that ya, is convergent. A for- 
tiort, 2 \a, s is convergent if s > 2; so that (1.12) is convergent if s > 2, 
x=>0O. If on the other hand s < 2, then 


2x 1 
ea? i-—8 
Sn \a,|* <(Sa_)* (sn - ) : 
is convergent for x > 1 — ck s. And it may be shown by examples that 


these inequalities for x cannot be improved upon, that (1.12) is not 
necessarily convergent, when s > 2, for any negative x, nor when 
1 


8<2, x=1— 98"). 


Thus the hypothesis that a power of |/| higher than the second is integrable 
adds nothing to the inferences which we can make. 


We may suppose therefore that r = p < 2. There are then three ranges 
of values of s which require separate treatment, viz., the ranges 


®) F. Riesz, 3. 


*) See § 8 for indications as to the methods for constructing appropriate ‘Gegen- 
beispiele‘. 
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8<p, psssp’, p'<s. 
Of these, the two outer ranges are easily disposed of. 
(I) If s > p’, Hausdorff’s theorem solves the problem; for S|a,|° is 


convergent, but (1.12) is not necessarily convergent for any negative value 
of x°*). 


(II) If 0<s<p’ and 
p+s—ps 
Pp 


“x> 
so that xp’ > p’ —s, then 


BA = A | 

En-*|a,|"<(Zla,|")" (yn "*) *, 
which is convergent in virtue of Hausdorff's theorem’). It is easy to 
show that the inequality for x cannot be replaced by any better in- 
equality x >x,. It is also easy to show*) that the conclusion is false when 
xu Pte—Ps 

P 

If s <p, then, the problem is disposed of. 


1.3. The only question which remains is whether (1. 12) is necessarily 
convergent when 





, 8<p. 


pP+s—ps 
ie BGs 
and it is this that is the really interesting and difficult question. When 
8=—p’, x =0, the proposition reduces to Hausdorff’s theorem. If we can 
prove it when s =p, x = 2 — p (the other extreme case), that is to say 
if we can prove that 


(1.81) Sn? *\a, |? 


ad pPSscp’, 


is convergent, then we can deduce it in the intermediate cages in an ele- 
mentary way’). It is the convergence of the series (1.31) that is the 
kernel of one of our four principal theorems (Theorem 5), though the actual 
theorem is stated in a more precise and general form, as an inequality 
satisfied by the complex Fourier constants of a complex function. 

If we assume the truth of this theorem for the moment, we can state 
the answer to the question put at the end of § 1.1 as follows. If f belongs 
to L’, then the series Sn™™\a,|° is convergent if 


(I) r=q>2, 822, «x20; 

(II) r=qg>2, 8<2, x>1—38; 
7) Young proves this when s is an odd integer, in particular when s=1. 
*) See § 8. 
%) See § 8. 
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(III) r=p<2, e>st, x>0; 
(IV) r=ps2, pses5%, x22, 
(V) r=ps2, V0S8<p, = > PEO Pe) 


and it is not necessarily convergent in any other case. 

1.4. Our proof of Theorem 5 is of the same general character as 
Hausdorff’s original proof of his theorem, but is decidedly more difficult, 
and it seems to us unlikely that there is any really easy proof. That 
(1.12) is convergent when 


r=p<2, x= PAP, 2<8e<p’ 


may indeed be proved in a different manner, as we show in §8. We 
have proved elsewhere**) that if f belongs to L’, 0<a< = and f, is 


= s 
the ‘Riemann-Liouville’ integral of f of order «, then f, belongs to rw 
From this we can deduce the convergence of (1.12) when s = 2, x ==-1, 


and the full result follows when we combine this particular case with 
Hausdorff’s theorem. This argument (which in any case rests on two. by 
no means easy theorems) fails completely when s << 2. We have in short 
no doubt that Theorem 5 is a really difficult and interesting theorem. 


1.5. Hausdorff’s theorem consists essentially of two theorems, the 
proofs of which go together. So, we find, Theorem 5 is essentially one 
of a group of four theorems, two (Theorems 3 and 5) of the ‘Parseval’ 
and two (Theorems 2 and 6) of the ‘Riesz-Fischer’ type. The proofs of 
these are also associated in pairs, and there is a close formal correspond- 
ence between the proofs of the two pairs, though we are not able 
in any sense to deduce one pair from the other. Two of the theorems 
involve a series of the type S’n?-*|a,|”, and two an integral of the 
type f|f|?|0|2-*d@. These integrals might be replaced by integrals of 
the type 

S\rl?|6—6,\-*d0, 
with uniformity of the conclusions in @,; but there seems to be no parti- 
cular object in such an extension. 


1°) We include here the trivial case s= 0. 
41) See Hardy and Littlewood, 2. The proof of the actual theorem which 
we quote (Theorem 3) has not yet been published in full, but it is an easy deduction 
from Theorem 1, the proof of which is given by Hardy, Littlewood and Pélya, 1. 





PET Ie 
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We find it necessary, with each pair of theorems, to give first a 
special proof, of one theorem of the pair, valid only for a particular 
sequence of values of the parameter g. In this we revert to the original 
line of argument of Young and Hausdorff, which is not necessary either 
in Riesz’s proof of Hausdorff’s theorem or in our own given in $3. The 
fact that the numbers which we call 1, 4’ or uw, w’ are not bounded in p 
or q seems to make some such reversion inevitable. 

The proof of the principal theorems is completed by §7. In §§ 8—9 
we indicate certain extensions in other directions. In particular we show 
that, if f(z) = _Sa,z* is an analytic function regular for 9 = |z| <1, and 


Ffirloe)|2a0 


where 0 <4<1, 9 <1, is bounded, then S’n‘~?|a, |’ is convergent. If 
were greater than 1, this would be a corollary of Theorem 5; but the 
corollary remains valid when the latter theorem fails. The case 4=1 is 
particularly interesting. In this case the theorem is equivalent to the 
theorem that, if two conjugate series 
(a, cosn6+ 6, sin n#), S(b, cosn#—a, sin nf) 
are both Fourier series, then 
pM CIEL! 
n 


is convergent. 


9 


= 


Notation and preliminary lemmas. 


2.1. We shall use the following notation throughout the memoir. 
The letters r, p,q denote real numbers, 


(2. 11) r>1, l<ps2, ge?2, 
so that an r may be a p or a g. In any case 

. 1 1 
(2. 12) f=, re bean’ 


so that 1<q’<2, p’>2: thus p’ is a q and q’ a p. 

The function f(@), which is generally complex, will be said to be 
integrable, or to belong to the class L, if it is measurable and integrable 
in the sense of Lebesgue. If also |f|” is integrable, f will be said to 
belong to the class L’. The foundations of a systematic theory of these 
‘Lebesgue classes’ were laid by F. Riesz"). 

a F. Riess, 1. 
11* 
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We write generally 7 for the conjugate of z, f for the function whose 
values are the conjugates of those of f, and 


(2. 13) on f= f, 


unless f= (0, when we define sgn f as zero. 

If ¢(@)=g(@) for almost all values of 0, we say that f and g are 
equivalent, and write f=g. If f=0 we say that f is null. 

We call 


(2. 14) Cn = Cu (f) = ge | F(a 
where m is an integer, the (complex) Fourier coefficient of f(@). We write 


(2. 15) f~Sce™*, f= See". 


If £(@) belongs to L’, we write 


(2. 16) J,=J,() = (z,firirao)” 


If S|c,,|" is convergent, we write 
oe 1 
(2. 17) 8,=8,(1)=(Sleul’)r- 


It should be observed that if J, exists for one r it exists for any 
smaller r, while if S, exists for one r it exists for any larger r. 


2.2. We shall make repeated use of two inequalities ((2.22) and 
(2. 23) below) which are corollaries of ‘Hélder’s inequality’ (or the ‘gene- 
ralised inequality of Schwarz’), and of certain related propositions. We 
summarise these propositions here in the form of lemmas. We state, for 
the sake of clearness, more than we shall actually require. The propo- 
sitions are well-known, but it would be difficult to refer to any connected 
statement of them, and we do not attempt to attribute each proposition 
to its original author. The J’s refer to a positive function |f|, which 
we assume not to be null (so that J. > 0), and the S’s to a sequence 
of positive numbers |c,,|, which we assume not to be all zero (so that 
S,>0). The genesis of c,, as the Fourier constant of a function f, is 
here irrelevant. 


Lemma 1. If 0U<e«iipsy, «<y, and 


a(y —B) 
(2. 21) 0 = Fiy— a)’ 


mo? 
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so that 0 0<1, and S, exists (t.e.8, < 00), then 
(2. 22) S,<828;}-*, 
and Sz, lies (in the wide sense) between S, and 8,. 


Lemma2. If «, B, y, @ satisfy the same conditions as in Lemma 1, 
and J, < co, then 


(2. 23) p< oy aa 
and Jz lies (in the wide sense) between J, and J,. 


So far there is complete correspondence between S’s and J’s. When 
we pass to two-term relations, there is a divergence. 


Lemma 3. If «<y, then 
(2. 24) 8. =8,, 


so that S, is (in the wide sense) a decreasing function of «. If 8,< co 
for some (sufficiently large) a, then 


S.— Max|c,, | 
when a—+0co; tf S.< oo for all «, then 
S,— co 


when «0, unless there is only one m, say m,, for which c, +0, in 
which case 


Sa = | Cm, | 
for all «. 
Lemma 4. If a<y, then 
(2. 25) JaSd;, 


so that J, is (in the wide sense) an increasing function of a. If |f| is 
continuous, then 
J, —> Max | f| 


when a—-co. If Jg< co for some (sufficiently small) «, then 


J.— exp (ifm \f| ao) 


when «—-0. 
The remaining lemmas are concerned with the cases in which the 
inequalities asserted by Lemmas 1—4 may reduce to equalities. 
Lemma 5. Equality can occur in (2.22), whena<B<y, only if 
c,, = 0 for all but a finite number of values of m, for each of which 
\c,,| =x >0. In this case there is equality for all values of a, B, 7. 
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Equality can occur in (2.24), when «<y, only if c= 0 for all 
values of m save one, in which case there is equality for all values of 
« and y. 

Lemma 6. Equality can occur (2.23), when «<B<y, only if 
f= 0 tn a certain set E, and |f| =x > 0 in the complementary set CE 
(so that |f| is almost always 0 or x). In this case there is equality for 
all values of a, B, y. 

Equality can occur in (2.25), when « <y, only when |f|=x> 0. 
In this case it occurs for all values of « and y. 

Thus equality can occur, in the two-term relations, for the S’s only 
when there is the maximum of condensation in a single term, for the 
J’s only when there is the maximum regularity of distribution. The integ- 
rals in fact do not really correspond to sums, but to finite mean val- 
ues of the type 


(5 > om ry 


(which have properties corresponding strictly to those of the J’s). In the 
three-term relations the powers of 2n-+ 1 cancel, and symmetry is 
restored. 

In the sequel we need only Lemmas 1 and 2, the first clause of 
Lemma 4, and the first half of Lemma 6. An alternative proof in § 3. 6, 
suggested to us by Mr. C. A. Meredith, uses the whole of Lemma 5 and 
the first clause of Lemma 6. We have stated the lemmas completely, 
since a partial statement of the position might be misleading. 

We shall denote the proposition S,—=— S? S}~°, asserting equality in 
(2.22), or the corresponding proposition for J’s, by [«, f, 7]. 

2.3. If (~,(0)) (n=1,2,3,...) is @ sequence of functions each 
of which belongs to L’, and if 


SL len — P|" 40-0 


when m and n tend to infinity, then the sequence (g,) is said to con- 
verge strongly with index r. In these circumstances there is a function 


(8) of L’ such that 


S\e.— 9 dd—0 
when n-—+co. Also 


| Ne PPP ae <a<b<z) 





ele ee 
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uniformly in a, 5; 


J |p, |"d0— f | p|"a0; 
and 


So,va0—foyad 


if y is any function of L” or, in particular, any continuous function **). 
In our applications of the last result y is the function e~™*®, when the 
relation becomes 


Cu(p) = lim Cu (Pu): 


3. 


A new proof of Hausdorff’s Theorem, with determination of the 
minimal fanctions. 


3.1. In this section we prove 

Theorem 1. Jf q and q’ are subject to (2.11) and (2.12), then 
(3. 11) 8,< Jy, 
(3. 12) J,s8y, 
the second inequality being interpreted as implying the existence of an 
{(9) of L* with Fourier constants c,,. 

Equality occurs in (3.11) or (3.12), when q > 2, if and only if 
(3. 13) f(0) =cen*?, 
where c is a constant and mu an integer. 


There is nothing to prove when g = 2, and we shall suppose through- 
out that g > 2. . 


We define 4 and 1’ by 





ae i st - Sy (fa) 
(3. 141) i= A(n) = A, (n) = bound Jertf) ’ 
o_o ie , ey eee: J, (fn) 
(3. 142) A =A (n) = d, (nm) = bound BF 


for variation of f and f, respectively. Here f, is a polynomial 


(3.15) f, = f,(8) = Se, em*9 


not identically zero, and 


(3.16) f= f(0) ~~ Se, ems 


43) For proofs of these propositions see F. Riesz, 1. 
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is any integrable function other than a null function. If f does not be- 
long to L*’, J,,(f) will be infinite, and the quotient which appears in 
the definition of 4 is in this case to be interpreted as zero. 

The bounds 4 and i’ exist, for every g and n. For (I) if we sup- 
pose, as we may do on grounds of homogeneity, that S,(/,)— 1, we have 
le, |= Serr 

for some m, and so 


5 a 
(Qn+1)"e SlealS a fildossy(f, $4 <(an4 tye. 


And (II) if we suppose that J,(f,)— 1, as again we may do, we have 
1 =J,(f,) < Max | f,(6)| <(2n-+ 1) Max |c,.|, 


Sy(f.)2Maxlel2aarzp gi <2nt1. 

The trivial example f=1 shows that 4>1, i'>1. We shall in 
fact prove that 4=i’=1. We begin by proving an (almost trivial) 
existence theorem. 

Lemma 7. The bound i’ is attained, for every q and n; there is 
a polynomial f,, not null, for which 


(3.17) J (f.) = 4 8, (f,)- 
That 2 is also attained will appear incidentally in the sequel. 


There is, by the definition of 1’, a sequence f; (» = 1, 2, 3,...) for 
which 





S.(fs)=1, lim J, (fx) = 2’. 
The set of points 
FP ae (Gens -- +s Ge) 


in space of 2n +1 dimensions, is bounded, since |c,,| <8, (f,)=1. It 
has therefore at least one limit point, say 


Pox (e_2,.:< &)- 
We can select a sub-sequence P”(N=1,2,3,...) such that P” .P 
and f,’ —-f, uniformly in 9. Then 
S,(f,) = lim 8,(fe) =1, 
so that f, is not null, and 
J, (fy) = lim J, (8) = 2". 
3.2. Lemma 8. The bounds 1 and 2° are equal, for every q and n: 
(3. 21) 4, (m) = 4i(n) . 
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Suppose that f, is the polynomial of Lemma 7, and that 





(3. 221) g(—6)=|f,(0)|** sgnf, (8), 
(3. 222) g (8) ~3b, emo, 
Then 


(3.281) 8h) =I (9) =a J fa(9)9(— 0) d0— Sd, 


(3. 282) SS \bu! On| SS, (In) Sy (Fa): 
(3. 283) SAT (9) Sy (fa) = AIF (fa) Sy (Fa) 
(3. 284) = AUF) BIg (fe) = pA ha): 
Hence 
(3. 24) usa. 

On the other hand, if 
(3. 251) p (0)~ Sy, emée 
is any integrable function, and 
(3. 252) h,(—0) =3'|7_|*t sgn 7, e™*, 
we have . 
(3. 261) 83(@,) = 3 7al*= 35 { 7 (0), (6) 40 
(3.262) <Jy(p) J, (h,) S Jy (p)-A’ Sy (hy) =A" Jy) Se" (Pp), 
or 
(3. 268) 8, (P.) $4’ Ip(@)- 
Since this is true for all », we must have 
(3. 27) ae’, 
and therefore, by (3. 24), 
(3. 28) A=ii’. 


We may now replace 4’ everywhere by 4. 


The proof of Lemma 8 might be presented in a somewhat simpler 
form, but the analysis which we have set out will be needed later. 


3. 3. Since 4 = 4’, the extreme terms of the chain (3. 23) are identical, 
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and all inequalities which occur in the chain must reduce to equalities. 
Since (3. 233) is an equality 
(3. 81) S,(9n) = 44, (9); 
so that the upper bound 4 is attained, for the function g. 
Since (3. 232) is an equality, we have 


(3. 82) sgn b,.c,2>0, |b,,|*=t"\c,|*(|m| <n), 


where ¢ is independent of m, so that 


Sid," = Ze, |" 


or 
t= S,(9,)(S,(f,))"**. 
But “ ' 
1 » 1 . . a pe es 
By (fh) = 74 (he) = 7 ‘(g)=4 "Ss "(9n)s 
and so 


@(q—2) 


, a ae Ss g(q~ 
t= Af" (8, (9,))" “= ae-* (8, (9,))-™ . 
Accordingly (3. 32) gives 


(3. 38) Cu =t|b,|"' sgnb, —(|m| <n), 
where 
(3. 34) r= tt = 1" (8 (g,)) oO. 

3.4. Lemma 9. If g,=2q—2, 80 that gq, >q>2, then 
(3.41) A, (m) < dy, (n). 

We apply Parseval’s Theorem to g(#). We write 


‘ , 2q-—2 . ’ 2 = j)® 
(3. 42) q, = 2q—2, q =~ = Q@=(¢q-—1)¢, = ee ’ 


so that 
(3. 43) 2<Q<q<4,- 
We have then 


(844) 8,8(9,)—= 3 |u| < Bl baI* = 35 [| 940 = Je (F,) 


S Agi (m) Se (f,) = Ag (m)-4 (So (9,)) 
< Afi (m) dg **(n) (8, (9,)) 8” (89 (9,))* 


a(n) 2 ag oo Bie 
- 2a-)" (8; -2 2q(q-2) 
Ie (wy © (S0(9))™ (85(90))*(8,(95)) 


or 


(3. 45) 
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This does not exceed unity, by Lemma 1. For (since 2<@Q<q) we 
may take «a= 2, B=Q, y=q, and then the indices on the right hand 
side of (3.45) are 2(q—1)* times those of Lemma 1. It follows that 


Aq" (m) Sag (n) 
and therefore, since 2g > 2qg —2=gq, and 4>1, that 
A,(m) S4q,(m). 

3.5. We can now prove our principal lemma, viz. 

Lemma 10. The bounds 4 and i’ are each unity: 
(8. 51) A, (n) =A! (n)=1. 

Suppose (3. 51) false, for a particular n. Then there is, after Lemma9, 
a@=0,> 1 such that 4,(n) > @ for arbitrarily large values of g, and 
therefore, after Lemma 7, an f such that 
(3. 52) 8,(f,) > Od, (f). 

But, if f,=Sic,e™*@ and y = Max|c,|, (3. 52) gives 


0< 1 (Sys)e —(2nt te; 


and this is false if g is sufficiently large. 
We can now prove the first inequality (3.11) of Theorem 1. We 


have in fact 
1 


(8. 58) (Sleal')' =8,(t.) <4 (N); 


and (3.11) follows when n—+co. The second inequality (3. 12) requires 
a further lemma. . 

Lemma 11. Suppose that S'\c,.| is convergent. Then there is 
an f{(0) of L* whose Fourier coefficients are c,, and f,(0) converges 
strongly to {(0), with index q. 

If 0<¥<n, then 

P= Pn = Pur =f,—f, =D one”? 
v<imisn 
is a polynomial, so that 


7 . " = din @’\g-1 
va |? 40 = Ji(Pq) S86 (%.) ={F_ leal I" <e 


ify >n,(e). That is to say, f, converges strongly to an f of L*™); and 


4) See § 2.3. 
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c,(f), the r-th Fourier constant of /, is the limit of the r-th Fourier 
constant of f,, that is to say c,. 
We can at once deduce (3.12). For, given 


Bf = S\e,|". 
there is an f, whose Fourier constants are c 
which f, converges strongly; and 
(8.54) J, (f)—limJ, (f,) Slim 8, (f,) = lim 8, (f,) = 8, (f). 


At this stage we have completed the proof of Hausdorff’s inequalities. 
It remains to determine the minimal solutions. 


8.6. We return to (3.44), which we may now write in the form 


so that S,,=S,(f), to 


um? 


—2) -3 aq-3 


(3.61) 1<(Sia.") “ "(Syear) (312.19) 
<(S15.) "(Sieh (Sei) s, 


by Lemma 1. It is plain that all inequalities here must be equalities. 
Hence, first, 


(3. 621) b,=0 (|m|>n), 
so that g=g,. Next, by Lemma 5, we must have 
(3. 622) b,=xj,e%=  (|m| <n), 
where x is a positive constant, j, is 0 or 1, and #,, is real, so that 
(3. 68) g(0) = 9, (0) — x 577, ef#m amie, 
—" 

Recurring now to (3.33), and observing that ae =j,» we see that 
(3. 64) C, = txt-1j, send, = 1rxt-1j, etm, 
(3. 65) ih —txt-1 35, e-thm emié 

—" 


and so, by (3.221), 
(3.66) 9 (0) = |f.(—9)/**A,(—8) = |f,(— 8) | "ex 253, 0% e0 
— rx | f,(—6)|** 9(8). 
Since g(@) can vanish only at isolated points**), |f,| is constant. 
If we write 
ze, F(z)=z*f, (0) = Se, mts, 


**) With /, (—@). 
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then F(z) is a polynomial whose modulus is constant on the unit circle. 
Hence F(z) is a monomial'*) and 


(3.67) f, =cente, 


where c is a constant and u an integer. 


Mr, C. A. Meredith has pointed out to us an alternative proof. It fol- 
lows from (3.61) that S_(g,,) satisfies one proposition of the form [«, f, 7}, 
viz. (2, Q,q], and therefore all such propositions. Since |c,,| =| b,,|¢- 
if |m| <n, 8S, (f,) also satisfies all such propositions. But J, (f,) = S,(f,), 
by Parseval’s Theorem, J,(/,)=S,(f,), by the minimal property of /,, 
and J,, (f,,) = &,,(f,), by (3.44), this being a chain of equalities. Since 
S,(f,,) satisfies [g/, q’, 2], and @ has the same value for y’, f’, a’ as for 
«, 8, y, it follows that J (f,,) satisfies [2,q,q,]. Hence, by Lemma 6, jf, | 
is, almost always, a constant x or zero; and as f, is a polynomial, and 
not null, we must have 


lf, |=. 


Hence J, (f,)=J,(f,), and therefore 8,(f,)=S,(f,), so that, by 
Lemma 5, /,, is a monomial. 


3.7. We see thus that any solution f, of (3.17), where / is of course 
now to be replaced by unity, or (what is the same thing) any polynomial 
solution of 

Jf) =Se(f), 


where g >2 and the right hand side is supposed finite, is necessarily a 
monomial. We have now to extend this result to an arbitrary solution 
of (3.71). 


If the Fourier constants of fare c,,, and S,,(f) is finite, then, by Lemma 11, 


f, converges strongly to f with index g. Suppose now that / is a solution 
of (3.71), and write 


(3. 72) g(—0)=|f|"*senf, 9 (0)~ Sd,e" °. 
Then g belongs to L*, and 


JS (f) = af f(0)9(—0) a0. 


6) If not, it must have zeros z, + 0 inside the circle, and F = z” w F*, where 


wT 2—2, 
°= Wi 
and F* has no zeros inside the circle. Then | F*| =| F'| is constant on the circle, 
and so is a constant, in which case F is no polynomial. 














G. H. Hardy und J. E. Littlewood. 





But 
lt fir—fda(—0)40| <4, (Ff) 4, (9) 0, 
so that*’) ry 


(2.36) Jf (f)= lim ff, (0)9(—0)a0 = im S70, ¢, <8,:(f) 8, (9) 


SS, (A) Iy(9) = I, (AIS (ft) = FE (f). 
All inequalities here are equalities, so that 
(3. 74) 8, (9) = (9); 


and we may argue as in §3.3 with the sum 2b. c,,n,f,,g, being re- 
placed now by oo, /,g. We thus obtain 


(3.75) c,, = |b, |** sgnb,, 
where 
t= (8,(g))**, 
for all values of m. Further we have, by the argument of § 3. 4, 


2 b,, |" = Jz (9) = Je (f) < SP (f) =m (So(g))*- 
and 


1 < (So{g))**” (8, (9) ~* (8, (9) <1, 


by Lemmail. This being an equality, we can apply Lemma 5; and b, 
must be zero from a certain value of |m| onwards. Hence g, and therefore, 
by (3.75), f is a polynomial, and therefore a monomial. 


3.8. Finally, suppose that g is any solution of the other equality 
(3.74), and that 


9(0)~ Sb, emt, h,(—0)— Sd, |e-X9gnb,, emis, 
Then, if 0< »<n, we have 


Jy (hy, — Be) < By (h, — be) = ( S |d, |)" < 


v<iml|Sn 
if y >n,(e), so that h,(—@) tends to 
h(—0)~ 5'|b, |*-* sgn, emi 


17) We repeat what are in substance the arguments of § 3.2, but with oo in 
place of n, f in place of f,: 
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strongly, with index g. It follows that J,(h—h,)—-0 and 


la foca —h,)d6| < J, (h —h,) Jyr(g) +0. 


Hence 
Si (9) = lim 3)| , |¢ = lim 5+ [ 9(0) a, (0)d0 = =~ [-9(0)h(0)a0 


< Jq:(g) J, (h) < J,+(g)8,+(h) = 8, (9) St" (9) = Sf (9). 
Here once more all inequalities are equalities, so that 
J, (h) = §,+(h). 


Hence h, and so g, isa monomial. This completes the proof of Theorem 1. 


4. 
Theorems 2—4: proof of Theorem 3 when gq is an even integer. 


4.1. We pass to our second group of theorems, which may be stated 
as follows. 


Theorem 2. If S'\c,,|” is convergent (so that S\c,,|° is convergent 
and there is an [{(@) whose Fourier coefficients are c,,) then 


(4.11) Bef fl (0? a0 < (4, Slew’, 


where A,(p) ts a function of p only. 
Theorem 3. Jf |f|*|0|*~* és integrable, then 


(4.12) Seu!" <(4.(0)* ge If lt |olt-*ad, 


where A,(q) ts a function of q only. 


We may suppose that A,(p) and A,(q) in (4.11) and (4.12) have, 
for every p and q, their smallest possible values. 


Theorem 4. The numbers A, and A, satisfy the relations 
(4. 13) A,(q')= 4,(q)< Aq, 
where A is a constant; and the inequality is a best possible inequality 
apart from ihe constant factor. 

We begin by proving Theorem 3 in the special case in which q is 
an even integer 2x. Our proof will also embody a proof that 


A, (2%) <2Ax, 











176 G. H. Hardy und J. E. Littlewood. 


i.e. a proof of part of Theorem 4. We state the result in the form of 
a lemma. 


Lemma 12. If x ts a positive integer then 


(4. 14) > beni” <(24x)"* > 4 fata dé. 


4.2. If f(6) is any integrable function, and 


f~ Ze, em, 


then 
(4. 21) c. = (as J r)<-na0) 

= (4). f II, f(z;)e-™**»*1 I].,4 x; 
where 


Dn Bj = Ty + Byte. + es } ee 1,42; =fff...dz, da, ... 02 


(so that the suffix to 2, J7 or f indicates the number of variables involved), 
and the range of integration in each variable is (—2,2). We shall use 
this notation systematically in what follows, omitting the suffix where no 
confusion can arise. 

The integral (4.21) exists as a multiple Lebesgue integral, and the 
range of integration in any variable may be replaced by any congruent 
range. Bearing this in mind, and replacing z, by t — 2, —...— 2-1, 
we obtain 


(4.22) c,= (a) J I_,f(2;) IL; az, ft( -2,] e~™ét dt 


- 4, | Pitlemat, 
where 


(4.23) Fi)=(4) Sure) \f(t—S2,) [az,. 


The function F(t) is defined for almost all values of t, is integrable, 
und has c™ as its Fourier coefficient. And if also the square of F(t) is 
integrable, then 


Seal" = ge) |FeO lat. 





le, 
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If then we write 


(4.24) 1 —+ =e, |f||0\*=9, 


we have 


(4.25) F()| < o)= (2) ‘fas et-25) Taz,. 


|aj|* |t-—2a,|* 





Thus Lemma 12 will be a corollary of 


Lemma 13. If — is a positive function of L*” and ® is defined 
by (4.25), then 


tf Pats (24x) - af ot(oae. 


4.3. We shall in fact deduce Lemma 13 from 
Lemma 14. If y(z) belongs to L*”, in the interval (— co, co), and 





v(x) v(t—Za;) 
(4.31) oo) I pas os a 
where the integrations are over all real values of the variables, then 
(4. 32) J @(t)dt <(2Ax)* f p(x) dz. 


We suppose in what follows that all integrations are over (— co, 00), 
and we write 


(4. 33) Sfoem(2)d2—9. 


We require some preliminary Jemmas concerning the values of certain de- 
finite integrals, of a type analogous to that of the classical integrals of 
Dirichlet. 


Lemma 15. If 0<a<b<1 then 


(4.34) -y(a,d)— fjwlt? |1 + 0|* dw = 22 0=8) , 


where 
(4. 35) z(a)= 21'(a)cos Faz. 
We have in fact 


vino [ff fette forte —aytans fae, 


and the result follows from classical formulae. 
Mathematische Annalen. 97. 12 
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Lemma 16. J 
( 4. 36) 0<sa<b<1 
then 
s- ( : b— 
(4.87) 1,(a, )= fIT,\45 L425 * [I az, - (xz (@)) ai ea) 


Lemma 16 reduces to Lemma 15 when s= 1. We calculate the in- 
tegral J, by successive reduction to a product of simple integrals, the 
convergence of which will secure that of the multiple integral. 

We put 

=(1+) 2;)v, 


a1 
so that v moves over (— co, oo) in the same sense as z,, or in the op- 


posite sense, according to the sign of 1+ Zai and we find without 
~~ that 


(a,b) = fv|** |1 +0! * de J Ile, \*" |14+52,|*° Taz, 
= y(a,b) I,-:(@,b—a). 
Repeating the argument, and observing that 


I,(a,6—sa+a)=—y(a,b—sa+a), 
we obtain 


s-1 e-1 
b-—va— #+(b— 
1,(a,b) = J] y (a,b — va) = JJ 2.20 —*8— 0) _ GO)" 2 b— 00) 





v=0 v=0 


The conditions for convergence are plainly that 


0<a<b-—va<l (»=0,1,2,...,8—1), 
or 0<sa<b<l. 


4.4. We can now prove Lemma 14. We suppose for the moment 
that x > 2. 


In order that ®(¢) should belong to L* in (—0o,co), and that 
(4. 41) far arsy, 
it is necessary and sufficient that 
(4. 42) fouacyat < VAs 
for every positive h(t) for which 


(4. 43) Sanat <H 
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We assume (4.43) and prove (4.42) by subjecting the integral to a 
series of transformations. The equalities or inequalities which occur in 
this series of transformations are all to be interpreted as stating that, if 


the right hand side exists, then the left hand side also exists and is equal 
to or less than the right hand side. 


With this understanding, we have - 


(4. 44) u—fonar— fa nar TT aes 2*) [Taz 


\* |¢--L2,|* 


= [ITF 22 Tee, Sano 2%) Isa" 


We now write 





Ser 


t=(1+w)Sz,, 


so that w describes (— co, co) in the same sense as¢, or in the opposite 
sense, according as 5x, is positive or negative; and we find 


(4.45) M=fJJ®22| d0,\""* [Tax,f ow da, b (i +w) 3a) 2, 
x—1 


as { 2) a0, 
| w |* 
where 
(4. 451) N(w) = { [TP LRI 25," 9 (wre) a1 + w) S2;) [[42;- 
x—1 
We now put 
Lj = Yj Tn-1 (j=1,2,...,% — 2)’. 


Observing that y, describes (— oo, oo) in the same sense as x,, or in the 
opposite sense, according as z,_,; is positive or negative, we obtain 


(4.46) — W(w) = fp (2-1) dan f I y;|~*|1 +29; |"* (yj 22-1) 


yp (w2x.—1(1 +JSy;))a( + w) %,-1(1 +Jy;)) IT dy, 
= fM\y;\*\1+54,\"*P Iay,, 


x—2 
where 


(4. 461) P= fp (2x1) I 9 (yj %n-1) 9 (w2e-1(1 + S'y;)) 


>< h((1+ w)a.-1(1 + Dy;)) dtn-1, 
12° 
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and the //’s and 2’s refer to the x —2y’s. But 


Ps (for (#_-1)da-1)™ I J o*(y; w,-1) dz,-1)"" 
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1 
2 


B 
(for(wa.1(1 + Sy;))dz,-1)™ (fr ((1 + w) Z,~1(1 +5 y;)) dz,-1) 
we ~o m ' = Se 
=|w| "11 +-w| * IT\y;| “11+ Dy,| 2 *“VHQ, 
by Haélder’s inequality. Hence 
oJ me is } ee 

(4.47) N(w) < VHO|w| *\1+0| * fyi |1+ sy! * Hay,, 
and 80 = 


2. ay 4 
(4. 48) M</yH 2 \w\* ‘|1+ w| *dw 
- a3 
x {my \1+Sy,|"" * Tay, 
-2 


ts me) ) 
= (Hy (2., a(x (#4) (z (3-3) — ma 
2 
by Lemmas 15 and 16. It is to be observed that, in applying Lemma 16, 
we must take 


1 oe 
e=x—2, oor eee b=35-5,> 
so that the inequalities (4. 36) become 
Be ye oe | 
.<{s-= <3-797,<!;, 


and are satisfied because x > 2. This completes the proof of Lemma 14. 
4.5. We have thus 


(4. 51) M=j@hdt<C yAQ, 


where 

(z(s.))" 
u(z) 
and we have accordingly proved (4. 41), with 
J=0rQ. 


(4. 511) C= 
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That is to say we have proved that 


(4. 52) forasotforae-; L(er(¢. -) eos 2)" formas, 


which plainly involves (4. 32). 
We have supposed that x > 2, but the argument is naturally valid, 
with appropriate simplifications, when x = 2. In this case 


ad v(x) p(t—z) y (x) ey (t—2x) 
Mm fh eae [ES dem [FS ae fr anar—[ Pee 


where 
N(w) = f(z) p(wx)h(x+wz)dz 
< (fp'(x)dzx)*(fo*(wx)dx)* (fi? (a+ wa)dz)! 
=|w\*}1+w\"* He, 


1\) 
M< yHo{ ee. WERE _(@) yHQ; 
ee i{>) 
and the proof then proceeds as in the general case. 

4.6. We do not propose now to attempt to determine any upper 
bound for A,(qg) more precise than that stated in Theorem 4. It is how- 
ever interesting to observe ‘hat the constant occurring in (4.52) is in 
fact the best possible easta.ut in this particular inequality, so that nothing 
has been lost in or< elaborate transformations. We shall content ourselves 
here with verifying the truth of our statement when x = 2, q=4; there 
is no particular difficulty in extending the proof. 


We take 
(4.61) p(t) =|#*(t]21), p(t) —0 (\t| <1), 
wherey <~ <4, so that 
(4. 62) o—{oesmaf ot. 
cA : 
Then 
(4.68) (t)= arse fie ee al) ‘da—ot) 


= elt — a(t) 


say, where o(t) is the sum of two integrals, with the same integrand as 
that of w(t), over intervals (sometimes overlapping) of length 2 
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Suppose that |¢|>3. Then 
(4. 64) w(t)=|t\*’y(—8,4+8), 


(4. 65) o(t)— fel? tt—2| "tae 


-1 
t+1 ” : 
+ fie? teal taz<cary', 
t-1 
where C is independent of ¢ and £. Now 
(4. 66) Jordt> [o*dt> fordt—2fwodt— fords 
-@ #|/23 


> fw*dt —2(fa*dt)* (fordt)* — fordt, 


all the integrations being over \t}|>3. It follows from (4. 64) and 
(4. 65) that 


fl 3 e 2 1 3 
(467) forar~ways(F, s)fe edt~ agai" (g> 4) 
s 


when £—+1, while f o*dt is bounded. And then it follows from (4. 63) 
and (4. 67) that 
forar>Kf pat, 


where X is any number less than 


he 1 1\\* \3 (x(4)) 
vi(z, $)=4(r(Q)) (+1, ~ Tay 
(x($)) 
if f is sufficiently near to }. Thus the constant of (4.52) is a best 
possible constant, at any rate when x = 2. 


4.7. It is easy to deduce Lemma 13 from Lemma 14. Suppose 
that @ has the period 22 inside, and is zero outside, the interval 
(—x2, xx), that ® is now defined as in Lemma 13, and ®* as is @ in 
Lemma 14. In ®, the argument of every ¢ lies in (— x2, x2), and 80 


® < (22) ~*** DE < O*, 
{erat < {oat <(2.4x)"*{pmat, 


- (2Ax)™ fp dt <n(2dn)" fo" at <(24x)"fo'at, 


—na 


with an appropriate change of A. 
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We have thus proved Theorem 3 when g=2x, and proved also 
that A,(2%)<2Ax, that is to say part of Theorem 4. We shall require 
all that we have proved in ¢ 5. 


5. 
Proof of Theorems 2—4, 


5.1. We write 
« 1 
(5. 11) I, =1,(f)=(z {\r(0)/"\0)"-*40)", 
and we define 4 and i’ by % 
(5. 12) A= i(n) = 4,(n) = bound 3%), 
(5.18) A! = i!(n) = 2,'(m) = bound raat 





for variation of f and /, respectively. We may suppose g > 2, p< 2. 
The analysis of §4 shows that, when g = 2x,4,(m) exists and is less 
than Ag for all values of n. We have to extend this result to general 
values of g, and to prove corresponding results for A,'(n). 


We begin by proving the existence of 4 and 2’. Suppose first that 
8,(f,)=1. Then 


\c,|>(2n+1) @ 


for some m of (— n,n), and 


(2n+1) €<Max|e,| <2 {ir\a0. 
But a 


a a > oi , 
7. {\f\ae— ref lf| 0|" ¢|0| a0 <1(f) (e jel’-*a6)e" 
=a" FY -1)* LN) =0,4 (0, 
say; so that 


1 1 
L(N2(2n+1) a", 3) <(2n+1)*O, 





which proves the existence of A. 
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Next, suppose that J, (/,)=1. Then 


3 1 
(2+ 1)Max|c,,| > Max|f,|> 77° — x ?(p—1) ®, 





1 
I, (fs) 1 <= R 
S, (fa) = Max [en <(2n+1)2° a ?, 
which proves the existence of i’. 


We have defined 4, for r >2 and 4,’ forr <2 only. We now define 
them for r< 2 and r > 2 respectively by 


(5.14) dy (n)=A,(m), dy (m) = 45 (n). 
5.2. Lemmal?7. The bounds i, and 4; are equal, for every q and n: 
(5. 21) A, (m) = 4g (n). 


(1) Suppose that f~ Sc, e™*@ is any integrable function for which 
I, is finite, and let 
(5. 22) h,(—9)= ie |*~* sgn ,e™*°. 
Then 
1-2 


84 (fe) = ge) MO) (0)A0— gf 7101" * a, 10 a0 
<I, (f)Iy (hy) S 4 () Fp (1) 8, (hg) SX (0) 1, (DBE (fe)s 


8, (fa) 

eile) < 44 (n). 
Since this is true for all f, we must have 
(5.28) d,(n) Say (n) = 2 (n). 


(II) Suppose that 
am Sy, emié 
is any polynomial, and let 


v(—0)=|gq|""*seng,|0/"*,  v(0)~5h,em* *) 
Then | 


B@.)—z [o.)v(— 920-387, 
S 8, (P,) 8, (vq) SA," (m) 8, (Gq) Ly (y) = a(n) 8, (94) 12" (.): | 
I, (%n) 
B,(¢.) = *'(2)- 


‘*) Plainly y is integrable. 
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Since this is true for all y,, we have 4,(m)<4,;(m) or 
(5. 24) Aq (n) = dy (mn) S4,(n). 
Plainly (5.23) and (5.24) contain the lemma. 
5.3. Lemma 18. The bound 2’ is attained; there is a polynomial f.,,, 


not null, such that 

(5.31) I, (fn) = 49(”) 8, (7,)- 
The proof is similar to that of Lemma 7, and we need not repeat it. 
Lemma 19. Jf f, te the polynomial of Lemma 18, then 


(5.82) x ff, |? *sgn7,|0|?~* e™*°d0 = a2 (n)\c,, |?" ogn 2, 


for |m| <n. 

This lemma embodies the result of the process of differentiation used 
by Hausdorff and F. Riesz in their proofs of Hausdorff’s theorem. We 
are not able to evade this process here as we were in § 3. 


The polynomial /, gives the maximum of J? (f,,) for given S2(f,). Let 


n 
h, = Sd, emi 
a —" 
be any other polynomial of the same degree**), Then 
‘2 Th (fatth,) 
8? (f.+ thn) 
attains its maximum, for real ¢, when t= 0, and 


Q(0)=4(n), Q'(0)=0, 


Q(t) 


so that, for t= 0, 


(3) 8 ow) 2 
(5. 33) (ary ag 20=4 (n). 
A simple calculation shows that 


EE t+ th,) =RE [AP enf,.b,|0/* a, 


1:58 (f+ th) = Rp Seq?" nen 2 dy, 


%) We follow Riesz’s argument, which is simpler than Hausdorff’s. 
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for t= 0, so that (5.33) gives 


(5.84) LR |f, |” *omn7,-h,|0/?-* 40 — a3 (n)R Dc, |?-*agnz,.,. 


Take now in particular 
h, = efstmte  (|m| Sn), 


where « is real. Then 
ates pW (et* { 7, |? "team 7, .|0)?-*e"*" a0) 


= AF (n)s(e** |c,, |?" sgnz,,). 
This being true for all real «, we may omit the R and the e** on each 
side, so obtaining (5.32). 
5.4. Lemma 20. J 


(5.41) q(p—1) <2 
then 
(5.42) A, (m) < (Agen (n)) ® (ag(n))? « 


This lemma contains the kernel of our proof. It follows from Lemma 19 
that, if f, is the polynomial of Lemma 18 and 


(5. 43) g(—9)=|f,|?~* sen 7, |0|?"*, 

(5. 44) g(0)~ Sb, emi®, 

then 

(5.45) b, = i2(n)\c,|”~* sgnz,,  (|m| <n). 


Using the inequality S,(g,) <4,(n)J,(g), and observing that 
q(p—2)+q—2=q(p—1)—2, 
apt (m) Sig —0) (fa) SAG (m) Igy (fa) 
iB (m) <Ay(m) (eer) SAy(™) on (m), 
which is (5.42). 
5.5. Lemma 21. If 2<a< 8 and 
(5. 51) da(m) Sl, ag (n) SI, 
then there is a y such that « < y < B and 
(5.52) 4, (n) Sl. 


we obtain 


or 
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We define g and p by 
q=B, (p—1)q=e’, 
so that — : 

p=1+5, 
and take 

r= p'. 
Then g> 2, (p—1)q< 2, and so p< 2. Also y will lie between a and 
B if p lies between f’ and «’. But 


p=1t+S<d 
if «’ > f’, which is true; and 
B'<p=1+4 


if 8’ =(B’ — 1)B <.«’, which is also true. Hence all the conditions of 
Lemmas 20 and 21 are satisfied and 
a? (m) = ap (m) SAF" (m) Ap(m) = AZ" (mn) ag(n) SV’. 
Lemma 22. If g,—+q when N-+0co, then 
(5. 58) 4,() S lim A, , (m)- 


We have, by the definition of 4’, for any fixed /,, 
Taig (fa) S Ags, (™) By, (fa) 
and so F 
Iy (fa) _ i: ty fn) " 
Sy (fa) iim By, (fa) S lim 4,,("), 
A, (nm) = dy (n) S jim Ay (n)= lim 4, ,()- 
5.6. Lemma 23. There is a constant A such that 
(5.61) A,(n) =4(n)< Ag 
when q = 2x and x is an integer. 
This is included in Lemma 12, since 


S32(f,) S Zeal” S(24x)™ B21). 


Lemma 24. The inequality (5.61) ts true for all q and n. 


Suppose that 2x < qg<2x-+ 2, and let wu, be the upper bound (for 
all n) of 42,(m), or the upper bound of 4,,,9(n), whichever is greater. 
There is plainly an A such that nu, < 2Ax. 
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We fix n, and consider the set of points, in the interval 
2xSqs2x+2, 
for which 4,(n) <x. This set is compact, by Lemma 21, and closed, 
by Lemma 22; and therefore contains all points of the interval. Hence 
A, (nm) < Ag for all g and n. 
5.7. Theorem 3 is an immediate deduction from Lemma 24. We 
have in fact 


D iealt <a) gf iri*\o1" "a8, 
and so 


» leal* < (A,(@))* oe f if|* |0\*-* a0, 


where 
4,(q) = Max a(n) < Ag. 


We have also proved the inequality A,(q) < Aq of Theorem 4. 
To prove Theorem 2, we suppose that the c’s are given so that 
Sic,,|? is convergent, and write 
P = 10\"->. 
If then 0< »< n, we have 


Pi 
where A, is the upper bound of 
(4p (m))” = (Ay (m))? < (Ap’)” 


for variation of n. Hence 


ly, — 9|” d0<« j 


' 


if y >n,(e), and m, converges strongly, with index p, to a function 
2 
p= f\6|"">. 


Since 


2 
ox Oly? me L 
5 


is bounded and independent of n, f, converges strongly to /f, and 
¢,, (f) = lime, (f,.) = Ca» or 


f~ a Sn emie. 
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Finally ; 
L()= (t-fiwir a0)” - Lim (4; fv.ir ao)’ 
Stim 4,(2)8,7,)—4(0)8,(). 
A, (p) = Mex 4, (n) = Max Ay (n) = A, (p’)< Ap’. 


We have thus proved Theorems 2 to 4, except for the last clause of 
Theorem 4. 


where 


If now 
2 
f=|0\c", 
we have I,(f)=1. But 





- 2 2 
1 f g—-1 1 --1 S, (fa) 
com 2 fe d= 398 >a AMS PG 2e0> a 
0 


A,(q) > #:. 
This completes the proof of Theorem 4. 


6. 
Theorems 5—7: proof of Theorem 6 when gq is an even integer. 


6.1. Our third group of theorems may be derived from the second 
group by a formal interchange of f and , (6) and c,, |6| and 
|m|+1. 

Theorem 5. If f(0) belongs to L”, then 


(6.11) > leu |? (im| + 1)?~* <(4,(—))” 2 [pir ad. 


Theorem 6. If Sj\c,,|*(|m| + 1)** és convergent, then there is an 
(6) of L* whose Fourier coefficients are c,, and 


6.12) ef [ritad<(4,(a))* Seu" (Im) +1)" 


Theorem 7. If A,(p) and A,(q), in Theorems 5 and 6, are de- 
fined as having their least possible values, then 


(6. 13) A,(q")= 4,(q)< Aq, 
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where A is a constant; and this is a best possible inequality apart from 
the constant factor A. 

We begin by proving Theorem 6 (with part of Theorem 7) in the 
special case in which g is an even integer 2x. The method which we 
use may be adapted to give a proof of the corresponding case of Theo- 
rem 4, but the method of § 4 is somewhat simpler and has in any case 
an independent interest. 

6.2. We shall show first that it is sufficient to prove the theorem 
with the additional hypothesis that f is a polynomial. 

Suppose in fact that we have proved (6.12) when f is a polynomial, 
and that the series 

J leq|* (| m| + 1)°* 
is convergent. If now 0<»< nm and 
§ a > C.. emo. 


we have ks 


de fens (4a) > len|* ({m| +1)? < 


vr<im' sa 


if » >n,(e). Hence®) f, converges strongly to an f of L*, whose Fourier 
coefficients are c,, and 


def iritao—tin 5 fi |" 48 <(A,(q)) Sle, [*(jm| +1)". 


6.3. We show next that Theorem 6 (with g=2x) and that part 
of Theorem 7 which asserts that A,(2x)< 2Ax, are corollaries of a pro- 
position concerning series of positive terms: viz: 

Lemma 25. Suppose that y, >0 and that S'y?* is convergent, and 
that D, is defined by 


(6.31) D, = SI (ra m,|-+1""), 


where the m’s assume all integral values such that 
(6.32) 2m, =m, +m, + ...+m, =». 
Then D, and SD? are convergent, and 


(6. 38) So <(2Ax)*™* > v2". 


*) Of. § 3.5. 
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The lemma, if true generally, is true a fortiori’ if y,=—0 when 
|m| >, and this special case would be sufficient for our purpose. 

Suppose now (as after §6.2 we may) that f is a polynomial /,, so 
that c, = 0 if |m| >n. Then 


f= (Se, fi = SO, e7®, 


where 
0, = Den, © mm, * Cm, = & Ten, 
over 
|\m;|Sn, Sm=r. 
Then 
(6.34) ts ir *ae— Si0,|°. 


If now we write 


|e |(|m| +1) *—y, 
then 
(6.85) 10,| SEM lem, |— Sra (1m| +1") = De. 
From (6.88), (6.34), and (6. 85) it follows that 


gz | |f1"40 <(2.4x)" $7." — (24x) S\0q|""(|m| +1)", 


which proves Theorem 6, with g=2x and A,(2%)< 2Ax. 


6.4. We state the proof of Lemma 25 on the hypothesis that x > 2. 
The proof when x = 2 is naturally simpler (though the same in principle), 
and the simplifications may be left to the reader. 

We base the proof on a series of subsidiary lemmas. All of these 
lemmas suggest obvious generalisations, and some of these have an inde- 
pendent interest. We state them here in the specialised forms in which 
they are actually required. 


Lemma 26. If & is real and 





(6. 41) 0<sa<b<1 
then 
(6. 42) fale —Z2,|" IL, de, a (ray ae ee) lee. 


The notation is that of Lemma 16, from which Lemma 26 follows 
on writing 
a,= — by; (j= 1, 2,...,8). 
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Lemma 27. Suppose that s = x—2 and that c has one or other 
of the two values. 
1 1 





(6. 43) o=i —gE—T T ast’ 
1 

(6. 44) dead aes | | 

Then 


(6. 45) SMa 8 — S2,\° dx, <(Ax)"|e|"°"™*. 
In Lemma 26 take 
s=x—2, a=1—ce, b=c. 


It may be verified at once that 
1 


1 
a, 4<5 


with either value of c, so that (z(a))*<(Ax)". Also 


co] = 


1 1 
b—sa=5+7: b—sa= 


in the two cases, so that 7(b—sa)< A. Finally 


taeebcieo a 
x 2x 
so that 


z4(b) = 2T'(b) cos + xb > “ 
Hence 
(2(@))* x (0 — 8.4) . 
20) < (48) 





which proves the lemma. 

6.5. We pass now from integrals to series. 

Lemma 28. Suppose that j}=—1,2,...,%—1, that c has either of 
the values (6.43) and (6.44), and that the summation applies to all 
values of the integers m,,m,,...,™,~, such that 


(6. 51) m, + m,+ ... + M,-1=7. 
Then 
(6. 52) SII (\m,|-+1)7* <(Axm)"(|o| + 1)o™, 
j=1 
We have 


m+ 
(6. 53) (Im|+1)"°< f |a\%da, 
m,—4 
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for every j and m;. We use this inequality for j7=1,2,...,%—2. We 
have also 


(6.541) |ma|-+1=|»—S'm|+12>|¥+5—d72,|—x+1 
x—2 x—@ 
(since no m, differs from the associated x; by more than }), and 
(6. 542) |m.-1| +121. 
Multiplying (6. 542) by x — 1, and adding the result to (6. 541), we obtain 
«(| m-1|+1)2|r7+5—-D2|—|@-Dz,|, 
say, or : = 
(6. 55) (| mys] +1) S "8 —Ta, |. 
From (6. 53) and (6.55) we deduce 
I (\m,\ +1) ° S#°f Taj" |8 — Sa; Mee, 


where the volume of integration is the rectangle 


1 1 : 
m—5S%;Sm+5 (j=1,2,...,%—2). 


Summing with respect to the m’s, we obtain 
(6.56) SA (\m,|+1)* Sx f M\x,\*|8 -Sa,|* Md, 


where the integration is now extended over all (x — 2)-dimensional space. 
Applying Lemma 27, and observing that 

|é|= 
we obtain (6. 52). 


We also require a lemma simpler than Lemma 28 but not actually 
included in it. 


Lemma 29. There is a constant A such that 





r+3|>A(l7i+1), 


1 1 


(6. 57) Sem|-£1)7* (m= m1) PH < Am] $1) 
In fact 

(jnj +1) # <Plertes 
and 


|jn—m|+1>A(|\m|+1—2). 
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Hence the series (6. 57) is less than 
= = 
fie *lim|+1—2| "- F'de 


(3) (>) 1 1 
4\9)4\q, <~ “= 
2(3 +75) 
6.6. Lemma 30. Suppose that 6,>0, Sd, ts convergent, j has 
the values 1, 2, ..., %, m runs through all integers, and m,, m,, ..., m, 
through all integers whose sum is n. Then 





(6. 61) Si(\n| +1) * Ls, (im, +1) ") < (4m) Dr. 


We can write the series (6.61) in the form 





(6. 62) S=JSU0=SU= Su, u,... u,, 
where . 
= % iis 
(6.631) w= 4d, (\m| +1) **(\m;| +1)" JT’ (|m,| +1)°°, 
1 1 1 
(6. 632) tm Sete —T) © Sate t)” 


and ¢ in IJ’ omits the value j. Since 

MU, Uys. Hye Su +u+...+ ur, 
it is sufficient to prove that 
(6. 64) S,= Sux <(Ax)" Soe. 


We may write S; in the form 


(6.65) S,=S(\nj +1) * Tom(\m,|+1)* SM (|m| +1), 
n ™, ™, 


where ¢ runs through the values 1,2,..., other than j and 


Sm, =n — M,. 


If we write xa =c, then c has the value (6. 43). Hence, by Lemma 28, 
the innermost sum in (6. 65) is less than 

1 
~ ax 


(Ax)"(|n — m,| +1)" 9-8 = (Ax)"(|m— mj +1) 7 ™. 


toy 
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And hence 


8, $(4x)"Z(im|-+1) * Ba5,(1m|+ oe —m,|+1)* © 


=(Ax)" Phe i(lmyl FAYE (Im| +4) * ¥((n—m|+1)” 
<(Ax)” 0, 


i 


1 
4% 


one 


by Lemma 29. This proves (6.64) and so (6. 61). 
6.7. We can now prove Lemma 25. We have 


6.71) DES SM(y8(\m,|+ 1)" ) 310m) 41" 


If in Lemma 28 we replace x by x +1, and use the second value (6. 44) 
of c, we obtain 


a 


1 
SI(\m,| +1)" <(Ax)"(\»|-+1) *. 
Hence 
3 


1 
-= ——3 
(6.72) D2<(Ax)"(j>} +1) * SO(y3,(1m,| +1)" ), 
me 1 
(6.73) SDI<(4x)"S(\r|+1) * Sd, (\m,| +1)" ), 
y 
where 5», = y, and the m’s assume all integral values whose sum is ». 
Hence, by Lemma 30, 
SD} <(2Ax)*"S 6; = (2Ax)*" Sy;" : 
which is (6. 33). 
7. 
Proof of Theorems 5—7. 


7.1. We need only sketch the proof of Theorems 5—7, which from 
this point is almost a direct parallel to that of Theorems 2—4. 


We write 
ass T,(f,) = (2\6q|" (|| + 1y-8)F 
and define « and yu’ by 
(7.12) H= w(n) = 4,(n) = bound 7%), 
(7.18) y= 1" (m) = wg(m) = bound oe), 


13* 
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(7.14) My'(n)= 1, ("), we (m) = a(n). 
Both bounds exist. For (I) if 7,(f,)=1, we have 
1 





Leal” & lel? (m| + 1)?* > = 
for some m, and so 
J,(NZA(f) = leul S (2a +1), 


T (fn) 4 
Zip 262" +1). 


And (II) if J,(f,)=1, we have 
(2m + 1)Max|c,,| > Max|f,|>J,(f,)=1, 


Jo(fn 
Ty (fq) = Moxley! > gerz > Gy S28 +1. 


It is easy to prove (as in §§ 3.1 and 5.3) 

Lemma 31. The bound y,(n) te attained; there is an f,, not null, 
for which 
(7.15) J, (f,) = wa (n) T, (f,)- 

7.2. Lemma 32. The bounds pw, and mw, are equal, for every q 
and n: 
(7.21) Mg () = fg (mn). 

Suppose that f is any function of L’, and let 





(7.22) h,(—0)= Di jc,|”"*sgn é,, (|m| + 1)?*emie. 
Then ie 


T3 (f,) = az { thy dO <Jy(f) Jp. (by) S my (nm), (1) Ty (hy). 


But 
TY (h,) = >) (leul?~2(\m| + 1)?7*)” (|| + 1)? 
= »)\e,|”({m| +1)?" = 72 (f,), 
and so 4 


TS (fn) S my (m)Jp(f) Te" (fy) » Ty (fa) S He (") (Pf), 
(7.23) My. (m) = w,(m) S my, (m). 
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Next, given any polynomial 


n 
Pa = > Ym emio . 
—n 
let 


y(—0)=|p,|* *sgng,, y(0)~ YfA,,em*?. 
Then 


I (0) = ae J e0(0)v(—0)40—= 3 Bar 


SS ral (im +1)" 8 [Bal lm] + 1)" # 


ST (Pu) Ty Yn) S Mg (™) Ty (Pn) Se (VY) = oe (2) Ty (Gn) IE" (Pn)s 
J.(Pn) S My (”) T,(%,), 
(7.24) Hi (m) S My (n) = w, (n). 
The lemma follows from (7.23) and (7.24). 
7.3. We next prove, as in § 5.3, 
Lemma 33. If f, is a polynomial solution of (7.15), then 


(7.81) ff Ipglt* sgn Fem60 dO = pf (n) |e |"? sgn 2, (|mm| + 1)" 
for |m| <n. 
It follows that, if 


g(—9)=|f,|*" sgnf,, 9(8)~ Sd, em, 
then 


(7.82) by = Ha (m) \¢,|** sgn é,,(|m|+1)** . (|m| <n). 
From (7.32), with the help of the inequality 


D'ib ul” (\m| +1)? < wP(n) ge f iol? a8, 
we deduce 


124») > lel? (|om| + 1)P* wk (m) ef |pgl” a0; 


and so 
Lemma 34. If p(q—1)=2 then 


q-1 1 


Ha(”) < (Hpca—a (m)) © (j4p(m))# 
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7.4. From Lemma 34 we deduce, much as in § 5.5, 
Lemma 35. If B<a<2 and 


Ma(m) Sm, py(n) Sm, 
then there is a y such that B <<» <« and 


my (n) Sm. 


The rest of the argument follows very nearly the lines of §§ 5.5 to 
5.7, and we need not set it out in detail. There are three points of 
divergence which may be noted. 


(I) In §5.5 we required an independent proof that 4,,.(n)< 2Ax, 
and here one that ue,(m)<2Ax. The definition of yu,-(n) in (7.13) 
refers only to polynomials; and our discussion of the case g= 2 in § 6 
might therefore have been limited to polynomials without prejudice to the 
general case. 

(II) The deduction of Theorem 5 from Theorem 6 is. a little simpler 
than that of Theorem 2 from Theorem 3, since we can utilize classical 
properties of the integrals J. 

(III) The proof of the final clause of Theorem 7, on the other hand, 


is a little more difficult than the corresponding proof in § 5. 7. 
Take 


£0) = —. 


m=1 





Then 





~ pee 5 q q-2 “ys w™ q 
PE =D len" (\m| +1)" 52° a <4" 


But if 0<0<inet, we have 


e@ 
If ZRf zest D'S > Aa, 
Lae! 


I> sh f [fla > de*(4g)* > (49)* > (49) 7. 


8. 
Farther theorems. 


8.1. To each of Theorems 2, 3, 5 and 6 corresponds a more general 
theorem involving an additional parameter. 


Theorem 8 J : 
(8. 11) pars’ 
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and 

(8. 12) w=st+e-1, 

then 

(8.18) A, f irl" oi*" a0 < 4(p)(S’\¢,!")? 


Here (8.13) is to be understood as asserting that the left hand side 
is finite whenever the right hand side is finite, and A(p) is a function 
of p only. 

Theorem 9. J 


8. 14) qsrsq 
and 

1 1 
(8.15) prete~ ts 
then 


(8.16) Se I$ <A(q (2. fier arrrae)’. 


Theorem 10. The hypotheses of Theorem 8 also imply 


(8.17) Sheql"(m| +1)" <A(p)(s f \ri?ae)”. 


Theorem 11. The hypotheses of Theorem 9 also imply 


q 


(8.18) tf [740 <A(9)( DS Jen" (Im +1)"")"- 


Each of these theorems contains, as extreme cases, (a) one of Theorems 
2, 3, 5, 6, and (b) one part of Hausdorff’s Theorem. For example Theo- 
rem 10 reduces to Theorem 5 when r=, and to a part of Hausdorff’s 
Theorem when r= p’ (so that u = 0). 

There is however an important distinction between Theorems 8 and 
10 on the one hand and Theorems 9 and 11 on the other. The first two 
theorems may be deduced immediately from the special cases already 
proved. For example, we have 


t finriorras < (3. finrier a) Ef ra)" 


so that Theorem 8 is a corollary of Theorems 1 and 2; and similarly 
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Theorem 10 is a corollary of Theorems 1 and 5. We are not able to 
prove Theorems 9 and 11 in any such simple way, and the only proofs 
of these theorems which we possess demand a repetition of the proofs 
of Theorems 3 and 6, complicated by the presence of an additional para- 
meter throughout the analysis. 

8.2. In Theorems 8—11, the conditions (8.11) and (8.14) are 
essential. We have in fact 

Theorem 12. The enunciations of Theorem 8 and 10 became false 
when r<p or r>>p’, and those of Theorems 9 and 11 become false when 
r<q' orr>q. 

The proof of Theorem 12 demands the construction of appropriate 
‘Gegenbeispiele’, eight in all. We need only explain shortly the principles 
on which the construction rests. 

(I) Suppose that 


1 
¢,,=(|m|+1) ? (log(|m|+1))“ (a>0). 
Then 5)\c,|” is convergent if pa >1. On the other hand /(6) is regular 
in (— 2, 2) except for 6=0, where |/(@)| has an infinity of the type 
1 
ai" gol 
|| » (log 57) ; 
and the integral in (8.13) is convergent if and only if re >1. Ifr<p, 
we can choose « so that pa >1>ra, and then (8.13) is false. The 
same type of example shows that r> pp is essential in Theorem 10, and 
r <q in Theorems 9 and 11. 
(IL) Suppose that 
¢,, = (—1)"(|m| +1)“ (0<«<1). 
Then !c,,|” is again convergent if pa >1. In this case (@) is regular 
except at the ends of the interval (— 2, 2), where |/f(@)| has an infinity 
of the type 
\@+2|°°~", 


and the integral in (8.13) is convergent if and caly if r(l1—a)<1. If 
r>p’, we can choose a@ so that pa>1 and r(li—a)>1, and then 
(8.13) is false. A similar example shows that r>q’ is essential in 
Theorem 9. 

(III) A different type of example is required to show that r < p’ is 
necessary in Theorem 10 and r>q’ in Theorem 11. Suppose for example 
that r > p’, and take 


e.=0 (\mi+e"),  o—(n-+1)" (\m[ =a") 


Fourier constants. 201 


where a is an integer greater than 1, so that 


6)—1+2 57 o" 
ethos a (m+1)° 
Then f is continuous; but ur <0, so that the series (8.17) is divergent. 

Similarly ur > 0 in (8.18) when r <q’, and we can then choose c,, 
so that (a) the series is convergent and (b) ¢,,, since it does not tend to 
zero, is not a Fourier coefficient. 

(IV) There is a fourth class of series which (though not actually 
necessary for the proof of Theorem 12) is exceedingly useful for similar 
purposes. : 

The functions 





g(z)= Sn 3 erin loan 2", h(u)= Sa*u*", 
2 1 


where 8 and « =—a(a) are real and @>1, mimic one another in the 
unit circle when appropriate relations are set up between the variables 
and constants**). The same is true of the functions obtained by the 
insertion of convergence factors (logn)~* and n~* respectively. In parti- 
cular there is a close correspondence between the functions 

C(z)= 3S n-¥ (log n)-* e***"* 2%, H(u) = Sn ?u®”. 


1 
It is plain, for example, that each function belongs to L* if and only if 
p> + Actually, more than this is then true; it is easily proved that, 
if a2, H(u), and therefore G(z), belongs to L‘, if a=3 to L*, and 
generally that, whenever § > = we can make the functions belong to 
any Lebesgue class L” by an appropriate choice of « and a. Now for G(z) 
Ent |g, |* = Yn-*(logn)- 
is divergent if «<2 and is sufficiently near to 5. We thus obtain 


the only one of the ‘Gegenbeispiele’ alluded to in § 1.2%*) whose construc- 
tion presents any serious difficulty. 

8.3. We have stated all our theorems so far in terms of ‘complex 
Fourier series’. There are alternative statements in terms of real Fourier 
series and power series. 


1) See Hardy and Littlewood, 1. A mistake in this note is corrected on p. 87 
of Vol. 3 of the same periodical. 
%) See f.n.%, p. 160. 
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Let us consider in particular Theorem 10, and regard it as a ‘con- 
vergence theorem’ only, without reference to its more precise statement 
as an inequality. Then there are two alternative propositions which, when 
we recall the fundamental theorem of M. Riesz concerning conjugate trigono- 
metrical series**), are easily proved equivalent to Theorem 10%). These are 


Theorem 10a. Jf f(@) is a real function of L”, and 
f~ 5% + >) (a,, cos m0 + b,, sin m9), 


then 
Sm (!a,!" + [b,|")s 
where r 
pars, x—- Pe, 


is convergent. 
Theorem 10b. Jf f(z)=Sa,z” is regular for 9 =|z|<1, and 


- f \f(oe®) |? a0 


ts bounded for 9 <1, then 
Sn" |a,!" 
1 

ts convergent. 

We have stated these theorems as convergence theorems, when they 
are equivalent to the corresponding form of Theorem 10. They may also 
be stated as inequalities; and then a distinction appears between Theorem 10b 
and the other theorems. Suppose for example that r = p, when Theorem 10b 
asserts the convergence of Yn”~*|\a,|”. The corresponding inequality is 


(8.31) Sn? ja," <A(p)L { |1(0)|P a0, 


where /(@) is the ‘boundary function’ of f(ge*®). In (6.11), the factor 
(A,(p))” tends to infinity when p—+1; also Theorem 5 becomes false 
when p=1. But we cannot say that A(p)—-co in (8.31), when p—1; 
and, as we shall see in § 9, the result of Theorem 10b, with r= p, 
remains valid when 0 < p< 1. 


8.4. It is also worth remarking that when r > 2 (but not otherwise ) 
Theorem 10 may be deduced from results which we have proved before 

**) If a trigonometrical series is the Fourier series of a function of L’, so also 
is the conjugate series. See M. Riesz, 1; Titchmarsh, 3 

™) In its less precise form. 
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in a more elementary way. It is plainly sufficient to prove this when 
r = 2; and we may envisage the theorem in its ‘real Fourier series’ form 10a. 
We have proved*) that, if f belongs to L”, and f,, where 0<a< =. 
is the ‘integral of order « of f, defined in the manner of Liouville, 


es 
Riemann, or Weyl, then f, belongs to L’~”*. In particular, if « = ; — 
fa belongs to L*. If now we suppose for convenience a, = 0, then 


fa~ 5 (A,, cos m6 +- B, sin m8), 


1 
9? 


where 


A,, m-*(a, cosran-+b, sind an), 


B= m-* (0, cos San —a,, sin5ax), 


Al + BE = n-™*(a +02). 
It follows that, if f belongs to L”, then 


os +1 2 Q 
Zz nm ? (dq + by) 
is convergent; and this is Theorem 10a with r= 2. 

8.5. We conclude this section by stating the theorems concerning 
Fourier transforms (in the sense of Plancherel and Titchmarsh **)) which 
correspond to Theorems 2, 3, 5 and 6. There are, owing to the greater 
symmetry of the theory of transforms, two theorems only instead of four *’). 

Theorem 13. If f(x) belongs to L” in (0,00), and F(x) is the 
cosine or sine transform**) of f(x), then 


fir a)|? a da < Ap) ff a)|? dz. 


Theorem 14. Jf |f(x)|*x** is integrable in (0,00), then F(z) 
exists and belongs to Lt in (0,00), and 


fir)\taz < (a) fit(z)|tet* ae. 


We need not give the proofs of these theorems, as the argument by 
which they are deduced from Theorems 2 and 6 is in all essentials the 
same as that of Titchmarsh. 


*5) Hardy and Littlewood, 2. 

%) Plancherel, 1; Titchmarsh, 1, 2. 

%7) There are naturally also theorems corresponding to the remainder of 
Theorems 2—12. 

%8) Proved to exist by Titchmarsh, 2. 
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9. 
Extension of Theorem 10b to an exponent less than unity. 


9.1. We stated in § 8.3 that Theorem 10b remains true when 
0 < p<, and the proof of this is our principal object in this final section. 
Lemma 35”). J 
(9.11) k>1, r>1, 6.20, B,=—b,+56,4+...+5,, 
then 
(9.12) Sn" Br SK Sn“ (nb,)*, 


where K = K(k, 1) is a function of k and r only*). 
If on the other hand 


ks1, r>li, 
then 
(9. 13) Sn-"(nb,)* < K Sn-Bi. 
1 1 
9.2. Lemma 36. If the conditions (9.11) are satisfied, and 
(9. 21) B= D’b,e * 
m=1 
then 
(9. 22) Sn" BE <K Sn’ (nd,)*. 
a=1 1 


(I) If k=1, the left hand side of (9.22) is 


x x m eo oe _™ ' 
Sar Sete So, Sarees, | 
n=1 m=1 m=1 n=l ' 
-& 
The function z~"e * has a maximum, for positive values of z, when 
z= =, and is otherwise monotonic; and the maximum is (=) . Hence 
. ae awe 
DS n-re m<[are *dxz+ Km-"* < Km'~', 
0 


n=1 


so that 
Sn-"B, < K 3 m- (mb,,). 
i 1 
*) Hardy and Littlewood, 8. 


%) We use X in this sense throughout §§ 9.1, 9.2. For the case r=k>1 see 
Hardy, 1, 2; Landau, 1; Elliott, 1. 
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(II) If k>1, we write 


Tr 


(9. 28) tae u,, Sn"(nb,)'= Sus. 
Suppose first that r<k. Then 


B, = >) m* ae = >) v,,(n)u, 5 
where v,,(n) is a decreasing function of m for every value of n. Hence, 
if the w’s are given in everything except arrangement, 6, is a maximum, 
for every n, when the w’s are arranged in decreasing order, so that 
S'n~’ BF is also a maximum in this case. But then 


a. < So +08 se, »y eo * SB. +Kn*u, 


m=1 m=n+1 
Sn" BS, <K Sn" B+ K Suc K Sn (ndb,)’, 
by (9.12) and (9.28). 
Next, suppose r > k. Then v, (nm) has a maximum In® * for m=hn, 
h and | being numbers of the type K. If we write 


(9.24) Sr=— Py v,,(n)u,, + 3 v,,(n)u,, = S vn (2) tum 
mShn m>hAn 
then 


(9. 25) B,.<B;. 


Also v,(n) is a decreasing function of m for every n, so that we may 
estimate $;, as before we estimated %,, on the hypothesis that wu, de- 
creases steadily. In this case 


Bi < Kn? 'U,+u, S vm(n), 
m>hn 
where ‘3 


y=(hnj+1, U,=u,+u,+---+4, 


so that, when n increases, » can dwell on the same value at most K 
times. Also 


> »,(n) = Smt ec Kat Se * << Knk. 
m>hna m>hn m>hn 
Hence 


Sar eis Sn ert <Ky (2) 4K Sut 
<K 5 (2) 4K Subs K Sut =KS/n“(nd,)" 


again by Lemma 35, but in this case with r= k. 
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9.3. Theorem 15 Jf 


(9.31) 0<i<2, 

(9.82) f(z)= Sa, 2" 

is regular for 0 =|z| <1, : 

(9. 98) Ms(o,1)=(s: f It(ee'*)|*48)" <0 

for oe <1, and on 

(9.34) F(x) = S|a,|2" (0<2<1), 
aes 0 

(9. 35) fP(2azs Kc", 


where K is now a function of 4 only. 
It should be observed that the theorem is false when 4> 2, an 
example to the contrary being given by the function 


f(z) = S'n-t-? ert e828 (6>0, «>0). 


When 1 <2, the theorem includes (except for a determination of the value 
of K) a theorem of Fejér and F. Riesz**), in which | f(z)| stands in the 
place of F(x) in (9.35). 

In what follows K is a function of 4 only. Suppose first that 
A>1. Then 


lan} So "Milo, f)<e "Mile, f)/<Co™, 
so that 
la,|sC, Fle*)SCSe*< KC. 
Hence 


; 


1 1 - , 
F*(2)dz< KO'+|F*(2)dex=KO'+|FP'le "Je ¥ 49 
J (x)dx< +J (x)dx +] (-*)e : 


e ati 


a a 1 ni “si 
= KO +3 f <kc'+S’<F (e #4), 
a=1 5 1 


If we observe that n° >}(n-+1)*, and then replace n+1 by n, we 
obtain 


*) Fejér and F. Riesz, 1. Their theorem is true for all positive A. 
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[reaesxosn Sr (*)-x0'+ eS 5(Siaie*) 


na=1 m=0 


c «© a 
< Ko"+K\a,|'+K 5)3(S lanle *) 


a=1 m=1 


<KO'+K S'n*"\a,|'= KO" + K lim S'n*|\a,\"¢ . 
1 e 1 


< KO*+K lim 3. [ |r(oe'*)/'a0< KC", 
e> on 


by Lemma 36 and Theorem 5. 


Next, suppose that 0<4<1. Then we can write f=mg, where 
|@|<1 for @<1, g has no zeros for 9<1, and 


M,(e,9) SC. *) 
Thus 


f=og=9+(o—1)g=f, +h, 
where neither f, nor f, has zeros for 9<1, and 
Mi(0,f,) SC, Milos) S2Mi(o, 9) 20. 


Now (9.35) is true if a corresponding inequality holds for some majorant 
of f, and F,-+- F,, where F, and F, are any majorants of f, and f,, is 
a majorant of f. It is therefore sufficient to prove the analogues of (9.35) 
for f, and f,, or to prove (9.35) on the assumption that f has no zeros 
inside the circle. 


If however f has no zeros, we may write f=", wees k is an 
integer such that 1< Ak <2. If 


y= Sb,2", B= 35 |b,|2” 
then ®* is plainly a majorant of f. Hence 


1 i x 
friars [ode < K Max 5 f |®(oe%*)|**a0 
a K Max + firtoet*)\*a0 < Kc’ 


by what we have proved already. 


*) See F. Riesz, 2. 
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9.4. Theorem 16. If 0<AS1 and 





(9. 41) Mi(e, f)<C, 
then 
(9. 42) S(n+1)'*\a,)' < KC’ 


This theorem is a corollary of Theorem 15 and the second half of 
Lemma 35. In fact |a,|=— M,(0,f)<C and so, by (9. 13), 


(9.43) S(n+1) a '<sO4 K Sn a, S04 K Sn, 
0 1 1 


where W, = |a,|+|a,|+...+ |, | 
1 
Also U,<eF(e-s), and so 


‘9. 44) i crs, iil Oe ny gee F'(e-») 


by Theorem 15. 
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Zur Theorie der elliptischen Modulfunktionen. 
Von 
E. Hecke in Hamburg. 





In der Theorie der elliptischen Modulfunktionen ist es nach Einfiih- 
rung des Begriffes ,,ganze Modulform n-ter Stufe und der Dimension — k“ 
ein Hauptproblem, ein volles System linear unabhingiger Modulformen 
gegebener Dimension und Stufe zu konstruieren. Dabei versteht man be- 
kanntlich unter einer ganzen Modulform der Stufe n und der Dimension 
—k eine analytische Funkticn F von ,,, mit den Eigenschaften: 

1. F(@,, @,) ist regular und eindeutig fiir alle Werte w,,@,, wo 
t= > positiv imaginaren Teil hat. 

2. F(iw,,io,) =1-* F(@,, w,) fiir alle 1+ 0. 

3. F(aw, + bo,,cw,+dw,)= F(w,,@,), wenn a,b,c,d ganze 
rationale Zahlen mit 

ad —be=1, 
a=d=1, b=c=0(modn). 
Diese linearen Substitutionen bilden die ,Hauptkongruenzgruppe n-ter 


Stufe“, welche fortan als I"(n) bezeichnet sei; die gesamte Modulgruppe, 
also I"(1), werde I” genannt. 


4. Das Verhalten am Rande der oberen Halbebene der Variablen + 
mu8 iiberdies folgendermaBen beschaffen sein: Die Funktion 


F(t) =: F(a,, ,) 
besitzt in der Umgebung von t = co eine Potenzentwicklung 
x ™r 
F(t) = ce *; 
m=0 


wo keine negativen Exponenten m auftreten; und das Entsprechende soll 
fiir alle rationalen Randpunkte + gelten:* Sind a,b,c, d die Koeffizienten 
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einer beliebigen Substitution aus I’, so soll in der Umgebung des ratio- 
nalen Punktes r= — £ eine Potenzentwicklung bestehen 
S ong MOttO 
(cm, -+da,)*F(m,,@,)=(cr+d)*F(t)= Scone *er*4, 
m=0 

wo wieder keine negativen Exponenten m auftreten. D.h. kurz gesagt: 
Es soll in jedem rationalen Punkte r =r die Funktion (x — r)* F(z) regular 
in der zu r gehérigen ,,Ortsuniformisierenden“ sein. 

Die Benennung ,,Modulform“ werden wir, wenn kein Mi®verstandnis 
zu befiirchten ist, auch auf die inhomogen geschriebene Funktion F(r) 
anwenden. 

Eine obere Schranke fiir die Anzahl linear-unabhangiger ganzer Modul- 
formen der Stufe n und Dimension — k ergibt sich leicht zu 


1+ ee 


wo mw der Index vor. (nm) innerhalb ist. Der genaue Wert der Anzahl 
wird aber erst durch den Riemann-Rochschen Satz, in Anwendung auf 
das algebraische durch I"(n) definierte Gebilde, gegeben und erfordert also 
die Kenntnis der Integrale erster Gattung dieses Gebildes. Es sind aber 
die Integrale erster Gattung andererseits identisch mit denjenigen Funk- 
tionen von t, welche durch Integration gewisser ganzer Modulformen von 
der Dimension — 2 nach rt entstehen, namlich genau derjenigen dieser 
Formen von der Stufe n, welche in allen rationalen Punkten verschwinden. 
Somit ist also die Anzahl linear-unabhingiger ganzer Modulformen von 
der Dimension — 2 und der Stufe n, welche in allen rationalen Punkten 


verschwinden, gleich dem Geschlecht p des Gebildes '(n), das iibrigens 
den Wert’) 
jan u (n—6) 
eerr 12n 


hat, wo der Index uw der Gruppe I'(n) fiir n > 2 
n* 1 
=F II (1-3) 
ist. Hierbei durchlauft g die verschiedenen Primteiler von n. 


Die Aufstellung der vollen Systeme von Modulformen in transzen- 
denter Gestalt, durch Angabe ihrer Potenzentwicklung, ist bisher nur fiir 
einige niedere Werte von Dimensions- und Stufenzahl gelungen. Die 





1) Wegen der Einzelheiten dieser Theorie sei auf die ausfiihrliche Darstellung 
von Klein-Fricke, Vorlesungen iiber die Theorie der elliptischen Modulfunktionen, 
2 Bde., Leipzig 1890, verwiesen. 


14* 
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Schwierigkeit und Bedeutung dieses Problems zeigt sich schon darin, daB 
die Entwicklungskoeffizienten der Integrale erster Gattung, also der Formen 
(— 2)-ter Dimension, in den Hurwitzschen Klassenzahlrelationen auftreten, 
deren explizite Aufstellung erst durch die Kenntnis der Integrale erster 
Gattung méglich wird. Dieser Umstand, wie auch die bisher gefundenen 
Beispiele deuten darauf hin, da8 das Bildungsgesetz solcher Reihen wesent- 
lich durch arithmetische Begriffe bestimmt ist, und da8 man also versuchen 
mu8, aus der héheren Arithmetik allgemeine Prinzipien zur Aufstellung 
vor Modulformen zu gewinnen. Bisher hat man Funktionen dieser Art 
entweder aus den Thetareihen einer Variablen zusammengesetzt (sie sind 
in diesem Zusammenhang als nicht-eindeutige Formen von der Dimension 
— } zu bezeichnen) oder man hat die Teilwerte der WeierstraBschen Funk- 
tionen g und g’ herangezogen. Von Klein, Fricke und Hurwitz ist dann 
ein mehr systematischer Weg durch die Untersuchung der Funktionen 
X,(u, m,, w,) eingeschlagen worden, einer Verallgemeinerung der o-Funk- 
tion, der in seinem Resultat auf Thetareihen von zwei Variabien fiibrt, 
deren drei Moduln in rationalem Verhiltnis stehen. Die einfachsten so 
definierten Modulformen sind solche von der Dimension —1. Durch die 
zweifachen Thetareihen treten definite ganzzahlige binaire quadratische 
Formen in die Theorie ein, und es erscheint notwendig, nun von dieser 
Seite her, d. h. von der Theorie der imaginar-quadratischen Zahlkérper aus, 
den allgemeinsten hier méglichen Ansatz zu formulieren. Das ist bis- 
her noch nicht geschehen, vielmehr zeigt sich, daB die Reihen von 
Klein- Hurwitz nur ein Bruchteil eines Systems von ahnlich gebildeten 
Reihen sind, zu deren Beherrschung aber durchaus die Ausdrucksweise 
und die Methoden der algebraischen Zahlentheorie gebraucht werden 
miissen. 

Neben den Teilwerten der Funktionen g und g’ sind weiter aber 
gleichberechtigt und in gewisser Hinsicht noch fundamentaler die Teilwerte 
der WeierstraBschen (-Funktion, Modulformen von der Dimension — 1, 
welche merkwiirdigerweise auch in der systematischen Darstellung bei 
Klein-Fricke ganz auBer Betracht bleiben und sonst nur gelegentlich heran- 
gezogen werden. Das Bildungsgesetz der Potenzreihen dieser Teilwerte ge- 
hért dem rationalen Zahlkérper an, und es ist nun héchst bemerkenswert, 
da8 das funktionentheoretische Problem der Angabe aller linearen Rela- 
tionen zwischen diesen Funktionen und den zweifachen Thetareihen ein 
genaues arithmetisches Aquivalent besitzt in der Theorie der Klassen und 
Geschlechter in imaginiren quadratischen Zahlkérpern. Die wichtigsten 
Glieder dieser SchluBkette finden sich bereits — wenn auch in anderem 
Gewande — in den klassischen Arbeiten Dirichlets; erst ein halbes Jahr- 
hundert spiter sind diese Gedanken wieder aufgenommen worden von 
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= 


H. Weber*), der eine systematische, aber keineswegs abschlieBende Dar- 
stellung der Elemente dieses Zusammenhanges gibt. 

Die neueren Untersuchungen und Erkenntnisse der analytischen Zahlen- 
theorie legen es nun nahe, von vornherein die Arithmetik zum Ausgangs- 
punkt der Konstruktion von elliptischen Modulformen zu machen. So wie 
aus der Riemannschen Zetafunktion und ihrer Funktionalgleichung durch 
das Mellinsche Integral der Ubergang zur Thetafunktion (also einer Modul- 
form von der Dimension — 4) und deren Transformationsformel vollzogen 


wird, so kann man auch von den Zetafunktionen Bs = der héheren Zahl- 
n=1 


kérper durch das Mellinsche Integral 





zu Potenzreihen Dae gelangen, welche eine Funktionaleigenschaft be- 


=1 
sitzen, die der Funktionalgleichung der Zetafunktionen entspricht. Sobald 
nun der I"- Faktor in dieser Funktionalgleichung, welcher allgemein den Typus 


¢ n(st+ly) n,/,, 
P(g) PS) re 
besitzt, im wesentlichen mit I(s) identisch ist, wird die Potenzreihe 
Sa,e-"' die Eigenschaft besitzen, beim Ubergang von ¢ zu + sich in 
sehr einfacher Weise zu verindern. Dies kommt aber nur bei folgenden 
K6rpern vor: 


1. In dem nachstliegenden Fall der imaginar-quadratischen Kérper, 
wo der I’-Faktor bereits die Gestalt I'(s) hat; die zugehérigen Potenz- 
reihen sind die Reihen 





z ertirn x . 

i 
wo uw alle ganzen Zahlen (bzw. nur gewisse Restklassen) eines imaginaren 
quadratischen Kérpers durchlauft (,’ ist die Konjugierte). Die Reihe stellt 
sich als elliptische Modulform von der Dimension — 1 heraus, deren Stufen- 
zahl mit der Diskriminante des Kérpers zusammenhangt. Es sind dies die 
zwetfachen Thetarethen, von denen oben die Rede war. 


2. Die Funktionalgleichung der L-Reihen im rationalen Zahlkérper 
enthalt als '-Faktor entweder nur r(s) oder nur I" (*+"); da 


r(s).r(*£*) =2'"yar(e), 





*) Zahlentheoretische Untersuchungen aus dem Gebiet der elliptischen Funk- 
tionen, Géttinger Nachr. 1893, I. II. II. 
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so liefern Produkte von L-Reihen von verschiedenem Typus eine Potenz- 
reihe, die sich beim Ubergang von ¢ zu + nur um den Faktor konst. x4 
aindert und die sich in der Tat als elliptische Modulformen (— 1)-ter Dimen- 
sion herausstellt. Ihre Stufenzahl ist durch die Moduln der beiden L- Reihen 
bestimmt. Die so entstehenden Reihen sind gerade die Teilwerte der 
WeierstraBschen [- Funktion. 

8. Im reellen quadratischen Kérper endlich gibt es fiir die I'-Fak- 
toren in der Funktionalgleichung der Zetafunktionen nur folgende drei 


Méglichkeiten : , : 
r(s)s rGy)s r(g)-r(). 


Wahrend die beiden ersten fiir unsere Fragestellung nicht in Betracht 
kommen, liefert aber die dritte in der Tat eine Potenzreihe, deren Bil- 
dungsgesetz dem betreffenden reellen quadratischen Kérper entstammt und 
die sich als eine neue elliptische Modulform der Dimension —1 herausstellt 

Damit sind alle fiir unser Problem in Frage kommenden Méglichkeiten 
erschépft. Und es stellt sich also heraus, daB die beiden bisher bekannten 
Typen von Modulformen bei diesem Ansatz systematisch entstehen, daB 
aber dariiber hinaus auf diese Weise noch eine neue Klasse von Funktionen 
definiert ist. 

In der vorliegenden Arbeit*) gebe ich nun — unabhangig von der 
Theorie der Zetafunktionen — die Definition und die Grundeigenschaften 
dieser Funktionen; auch die bereits bekannten Funktionen aus dem ratio- 
nalen und imaginar-quadratischen Kérper behandele ich hier mit, um fiir 
spater den notwendigen Formelapparat beisammen zu haben, und weil 
auch der bisher benutzte Ansatz noch nicht die erforderliche A!!gemein- 
heit besitzt. Ich fiihre die Untersuchung bis zu der Einsicht, daB die 
drei Typen von Funktionen wirklich unabhaingig voneinander sind: Es ist 
nicht méglich, jede Reihe des ersten Typus als lineare Kombination von 
Reihen des zweiten Typus darzustellen oder umgekehrt. Aber auch die 
neu definierten Reihen aus dem reellen quadratischen Kérper bilden einen 
notwendigen nicht-vermeidbaren Bestandteil der Theorie der elliptischen 
Modulformen, da sie sich nicht als lineare Kombinationen von Reihen des 
ersten und zweiten Typus darstellen lassen, 

Ob damit das volle System von elliptischen Modulformen (— 1)-ter 
Dimension gewonnen ist, ist fiir beliebige Stufenzahl noch immer eine offene 
Frage, die erst durch die Aufstellung der Integrale erster Gattung, also der 





*) Eine Skizze der hier ausfiihrlich dargestellten Untersuchungen habe ich in 
einer Note in den Gétt. Nachr. 1925: ,Uber einen neuen Zusammenhang zwischen 
elliptischen Modulfunktionen und indefiniten quadratischen Formen“ gegeben. 
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Formen (— 2)-ter Dimension allgemein entschieden werden kann. N un 
sind aber quadratische Verbindungen der Formen von der Dimension — 1 
ja Formen (— 2)-ter Dimension, und man erhalt daher jedenfalls mit den 
hier entwickelten Hilfsmitteln neue, bisher nicht bekannte Integrale 
erster Gattung. Sie scheinen mir aber nicht erschépfend zu sein, da ich du.ch 
einen ganz andern Ansatz, der mir fiir die Theorie der automorphen 
Funktionen allgemeine Bedeutung zu haben scheint und der ebenfalls der 
Arithmetik entstammt, elliptische Modulformen erhalten habe, welche sich 
nicht alle auf die schon bekannten zuriickfiihrer lassen. 

Die Bedeutung der neuen Reihen vom Typus 3 liegt einerseits in 
dem mit ihrer Hilfe gefiihrten Nachweis, daB die bisher benutzten Hilfs- 
mittel sicher nicht ausreichen zur Konstruktion aller elliptischen Mod ul- 
formen von der Dimension —1, andererseits kommt diesen Funktionen 
aber noch eine spezifische Bedeutung zu, da sich zeigt, daB die Perioden 
gewisser Integrale erster Gattung in einem sehr engen Zusammenhang mit 
den numerischen Werten dieser Funktionen fiir solche Argumente stehen, 
die in der Theorie der komplexen Multiplikation auftreten. 

Die Untersuchung der Modulformen von einer Dimension —k mit 
k => 2 soll in einer weiteren Arbeit vorgenommen werden. 


§ 1. 
Die Definition der Reihen aus den reellen quadratischen Kérpern und 
die Frage nach dem identischen Verschwinden derselben. 

Es sei K(/D) ein reeller quadratischer Kérper mit der Diskrimi- 
nante D, a sei ein ganzes Ideal in K, N(a) sei die Norm von a in K, 
N(a) = A, a a 0, 

und @ eine ganze Zahl in K mit 
o = 0(mod a). 
Endlich sei Q eine positive ganze rationale Zahl. Der Akzent an einer 
Zahl oder einem Ideal bedeute den Ubergang zum Konjugierten. Unter 
»Einheit mod Q yD« verstehen wir jede Einheit in K, welche total positiv 
und = 1(mod Q /D) ist. Entsprechend heiBen zwei Zahlen aus K ,,assozi iert 


mod @ yD“, wenn sie sich nur um eine Einheit mod Q /D als Fak tor 
unterscheiden. Der Zusatz an einem Summenzeichen 


(“ow 
soll bedeuten, daS der Summationsbuchstabe « nur ein System mod Q 7D 


nicht-assoziierter Zehlen durchlaufen soll (evtl. noch mit weiteren auf gc- 
fiihrten Eigenschaften). SchlieBlich sei fiir reelle x 
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sgnz=r=t! (2+ 0), 
sgn0=0. 
Beriicksichtigen wir nun, daB 
w=A(modQyD), sgnu=—sgnd und pp’ = ii’, 


wenn und 4 assoziiert mod Q //D sind, so hat fiir jedes t mit positiy 
imaginarem Teil die Reihe 


2atrj uu’ | 
‘ yw 7 AQD 
P(t30,0a,Q)D)= SS sgnu-e 
w=e(aQlD) 
(“oy 


einen wohlbestimmten Sinn und definiert hier eine analytische Funktion 
von t, die mit ® bezeichnet sei. In der Summe sol] also yu ein voll- 
stindiges System mod Q yD nicht-assoziierter ganzer Zahlen in K durch- 
laufen, welche = o(modaQyD) sind. Unser Ziel ist die Beherrschung 
derjenigen Funktion, welche aus der Reihe ® entsteht, wenn man noch 
die Bedingung uu’ >0 fiir die Summation hinzufiigt; so entsteht die 
Funktion o 

wi EF | 
(1) A(r30,a,Q/D)=— sgn ye 48? , 
# ~ o(@QVD) 
(Moya ne’ >O 


Die analog gebildete Reihe mit der Summationsbedingung u u’ < 0 liefert 
nichts Neues, da man diese aus (1) offenbar in der Gestalt 


#(r;04, a4, Q yD) 


erhalt, wo 4 eine ganze Zahl mit negativer Norm ist. 

Die Abhangigkeit der Funktionen ®,# von den Argumenten o0,a 
(welche nach Verabredung immer an die Bedingung o =0(moda) ge- 
kniipft sind) ist offenbar derart, daB 9 nur moda Q yD in Betracht kommt 
und a nur hinsichtlich seiner engeren oder weiteren Idealklasse. Offenbar 
gilt namlich 

@ (rt;04, a4, Q yD) = P(t;0,0,Q yD), 
wenn A eine ganze oder gebrochene Kérperzahl + 0, so daB a ein ganzes 
Ideal ist und 


(2) 8(t;04,a4,Q yD) = sgni-8 (1; 0,a,Q)D), 


wenn » 
4i'>0, aA ganz. 








Elliptische Modulfunktionen. 217 
Ist ferner 9 eine beliebige Einheit in K, so gilt 
(3) ®(t;07,0,Q)D) = sgny- P(t; 0,0,Q)D). 
Dagegen gilt fiir eine Einheit 7 
(4) O(t3e7,0,Q)D) =sgny-P(t50,0,Q)D), falls my’ =-+1. 


Der Zusammenhang zwischen ® und # ergibt sich leicht, indem man 
in der ®-Reihe den Summationsbuchstaben » durch 4’ ersetzt und dann 
zu ¢’,a’ iibergeht. So findet man 


(5) #(t;0,0,QyYD) we) Otesg: 6 GIP) + Sine’ <8 yD) 





und umgekehrt 


(5a) (r;0,a,Q/D) = 8(1;0,a,QD) + O(t;0/D,a~D,QyD). 
Fiir den Ubergang zur konjugierten Klasse gilt noch 
#(t30,0,Q)D) = 8(1;0',a,Q yD). 
Die wichtigste Frage ist zunachst, wann die Reihen # identisch ver- 
schwinden. 


Satz 1. Wenn es eine Einheit « gibt, welche negativ ist und 
=1(mod QD), dann verschwinden alle Reihen # und @ fiir dieses Q, D 
identisch. Umgekehrt, wenn es keine solche Einheit zu Q, D gibt, dann 
ist mindestens eine Reihe @ nicht 0, namlich #(1;1,1,Q)~D)=50. 

Ist namlich e eine negative Einheit und = 1(QyD), so ist 


oe =o(mod QyD), 
P(t; 0,...) = O(t,08,...) = sgne-D(t,0,...), 


daher ®(r;@...) und also auch alle #(1;9,a,Q\D) fiir dieses Q,D 
identisch 0. Ist umgekehrt jede Einheit, welche = 1 (mod Q yD), positiv, 


so ist in 


= gag lee’ 
O(r31,1,QyD)= JS  sgnue 
u1QVD) 
W)oypren'>o 


das Glied mit dem Wert N(j«)=1 nur einmal, und zwar mit positivem 
Faktor vertreten, also #(1;1,1,QY¥D)=:0. 

Wenn also z. B. die Norm der Grundeinheit ¢ in K(¥D) gleich — 1 
ist, so ist —e*=1()D), also verschwinden simtliche Reihen mit Q=1 
fiir diese Kérper. Wir werden zeigen, daB die Funktionen # Modul- 
formen von der Stufe Q D sind, und hieraus folgt, daB fiir Primzahlstufen 
QD die 6 identisch verschwinden. 
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Die in Satz 1 genannte Bedingung des Nichtverschwindens aller } 
ist gleichbedeutend mit dieser: Es soll ,sgni“ ein Idealklassencharakter 
mod @QyD sein. Das ist notwendig und hinreichend, damit mindestens 
ein @ fiir dieses Q, D nicht identisch verschwindet. 

Da8 nun in jedem reellen Kérper K(/D) unendlich viele nicht iden- 
tisch verschwindende Reihen #(r; 1,1, Q yD) existieren, erkennt man so: 

Man wahle ein Primideal 1. Grades p in K(¥D) so, daB die qua- 
dratischen Restcharaktere in K(//D) 

{=} so {=\— +1  (e die positive Grundeinheit), 
was bekanntlich méglich ist. Ist dann Q irgendeine ganze rationale posi- 
tive Zahl, welche durch p teilbar ist, so ist stets #(r; 1,1, Q yD) nicht 
identisch 0. Denn es kann keine Potenz von e = — 1(p) sein (a fortiori 


also nicht mod QD), weil daraus folgen wiirde, daB {=}- +1 ist, 


gegen die Konstruktion. Also ist jede Einheit, welche = 1 (mod Q yD), 
positiv, also nach Satz 1 die Reihe #=:0. 

Die Eatscheidung der Frage, ob ein bestimmtes vorgelegtes #(t;0,a,QVD) 
identisch verschwindet, hingt von noch tieferen arithmetischen Eigenschaften 


von g,a, QD ab und ist nicht durch ein einfach formulierbares Kriterium 
zu erledigen. 


Jedoch ist die Reihe mit 9 == 0 immer identisch 0: 
#(7;0,a, QYD)=0. 
Eine notwendige — aber nicht hinreichende — Bedingung fiir das Nicht- 


verschwinden eines # ahnlich wie Satz 1 lautet: 


Satz 2. Damit (zt; 0, a, QD) nicht identisch verschwindet, ist not- 
wendig, daB8 jede Einheit e« mit ee’ = + 1 und der Eigenschaft 


(6) ge = e(modaQ yD) 
positiv ist. 
Andernfalls wiirde sich aus (4) ®=0 ergeben. Die Bedingung (6) 
bedeutet : 
e=1 (mod a) ; 
wo 


t=(0,a,QyD), 
d. h. es muB8 ,,sgni“ fiir die Zahlen 4 positiver Norm ein Idealcharakter 


mod sey sein. 
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§ 2. 
Das Verhalten der Reihen aus den reellquadratisc:.n Kérpern 
bei den Substitutionen +++ 1 und —+. 


Um jetzt das Verhalten von #(r) bei Modulsubstitutionen von 1 zu 
untersuchen, stellen wir zunichst fest: 


Satz 3. Fiir jede ganze rationale Zahl n gilt 
oe ang MES cai 
(7) O(t+n30,a,QVD)=—e “9? d(t;0,a,Q)D). 
In der Tat folgt ja aus 


w=e(aQyD), w'=o'(a’QyD), oe =0(a) 
die Kongruenz 
uu’ =eo'(modaa’Q D) 

und damit die Behauptung (7). 

Das Verhalten der Reihen ® ist wegen des absoluten Betrages | uu’ 
im Exponenten komplizierter als das von # und ergibt sich iibrigens aus (54). 

Um nun festzustellen, welche Anderung # bei der Substitution _ 
erfahrt, wird man, wegen des arithmetischen Bildungsgesetzes der Reihe, 
durch die Mellinsche Formel #(t) durch eine Zetareihe des reellen Kérpers 
K(/D) ausdriicken: 


Stic 


. p32. [ reaen) ee. 
(8) P(t; 0, a,Q)D)=55 f (2xir)® 5) | M(H)" 4 
3-0 e(aeiD) i 
“oD 


Fiir Reihen mit solchen Vorzeichencharakteren besteht aber, wie ich ge- 


zeigt habe, eine Funktionalgleichung des bekannten Typus,.in welcher das 
I’-Produkt die Gestalt 
s+1 8 
al ( 2 )r (5) 


hat, also im wesentlichen mit I"(s) identisch ist. Deshalb zeigt der Inte- 
grand in (8) beim Ubergang von s zu 1 —s ein besonders einfaches Ver- 
halten, das zu einer einfachen Aussage iiber o(— +) fiihrt. Macht man 
nun von der bekannten Darstellung der obigen Zetareihe durch zweifache 
Thetareihen Gebrauch, so ergibt sich aus (8) eine Darstellung von ® durch 


diese Thetareihen. Man erhalt diesen Zusammenhang direkt, indem man 
von der elementaren Formel 





+@ 


e72at — Jife*Fe-merse% de 
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ausgeht, welche fiir ¢ mit positivem Realteil gilt, hierin ¢ durch ¢| up’| 


und v durch v + log| *, ersetzt: 





e- 2atinn’| — } | u fe? en ttle e+ n'*e-") dy. 
-@ 


Nach Multiplikation mit sgn und Summation iiber « erhalt man dann 
links die Reihe ®: 


+e 


®(itAQD;0,0a,Q\D)=jt y nfere mele +e Ve. 
“ tm’? 


(#6 iD 


Jetzt wende man das von der Zetafunktion in K(/D) her bekannte Ver- 
fahren an; indem man mit ¢ die Grundeinheit mod Q@ yD bezeichnet, die 
> 1 ist, und nach dem Schema 


+2 + loge 
free [ Flere) ae 
n=—& — loge 


verfabrt, findet sich 


+ loge 
. 


(9) ®(itAQD;0,0,Q\¥D)=)t f FD pen steers dy, 


—loge =x ~ o (a QVD) 


wo jetzt der Zusatz (4), yz fortgefallen ist, also in der Tat eine zweifache 
Thetareihe auftritt. Man ‘sieht, der Integrand ist eine periodische Funktion 
von v mit der Periode 2loge und das Integral ist das konstante Glied 
nto 
in der Fourierentwicklung dieser Funktion nach Potenzen von e'€* . 
Wir haben jetzt nur die Transformationsformel fiir diese Thetareihe 
anzuwenden, um die Transformationsformel fiir ® zu erhalten. Aus der 
oft benutzten Formel 





S e~ at ((+u)?e? +(a'+u')* em ») 
a O(a) 
2 


-v 
1 BP hee 


cg fe 
t)D-N(a) 
: ‘ (a5) 


folgt durch Differentiation noch u, indem man darnach a durch aQ yD, 
und wu,’ durch 0, 0’ ersetzt: 
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2 u e- xt(u* eo? + ne) 


n=elaQvD) 





= in —- 2 ~ 24-049) 4226800 
(10) Q'N(a)D)D 
r= ooo) 
a > ve. sg +2208(72,) 
Hh Qia’D*|D vy == 0(a") 


, 22iS a: 
Bedenken wir nun, daB e . (ze5) nur von der Restklasse von 


ymoda’Q)D abhingt, da g durch a teilbar ist, so wird der Aus- 
druck (9) gleich 


‘ye. ™ es et _. _a6- Canta? 
__—2ie yo 227*8(z90) 5’ Le - (ACD 
t*Q°A*D*|D in — f 

amoda’Q|D « =ala'QyD) 
a 0(a’) 


Wendet man diese Transformationsformel auf (9) an und vertauscht dar- 
nach v mit —v, so erhalt man 


P(it AQD; 0, a,Q)\D) 





_ ~y 2348(405) A : paar 

=— - a | ——__;«,a',Q\D 

FADD Ay, agi @1?) 

ii a O(a") 
er 
P(t: — 1 Vv 2248 ¥Y ) —1. P — 
(5 @a,Q)D)— yp a e 5 @(—";«,0',Q\D). 
@ «moda’'Q|iD . 


a“ O(a’) 


Der Ubergang von ® zu # nach (5) ergibt dann endlich die Hauptformel: 
Satz 4. : 





1 ae - exis ("2 
#(—+;0,0,Q@/D)= ~ a (Fen) 9 (4: «, a,Q |D). 
. : Q\vL Zan i 
amoda’Q@| D 


0 (a) 
In der Summe durchliuft « ein volles System modaQ}D inkongruenter 
Zahlen, die = 0(a) sind. Falls a zu Q )D prim angenommen wird, kénnen 
wir auch sagen: « durchliuft ein volles Restsystem mod Qj D, das durch 
a teilbar ist. 
Da ++ 1 und — - die Erzeugenden der Modulgruppe sind, so ergibt 


sich aus Satz 3 und 4 fiir eine beliebige Modulsubstitution = S: 


ert+d 


0 (22 te oa QUID, 
ye panies 
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ist eine lineare homogene Kombination der #(1;«,a,Q)D) mit dem- 
selben a, QD mit konstanten Koeffizienten. 

Die Berechnung dieser Koeffizienten werden wir nach einer Methode 
vornehmen, welche nicht davon Gebrauch macht, wie viele dieser #(r) 
linear unabhangig sind. Da diese Methode ohne Anderung auch auf die 
aus imaginéren quadratischen Kérpern entspringenden Reihen iibertragen 
werden kann, sollen zuerst diese Reihen hinsichtlich ihres Verhaltens bei 
den Transformationen t+ 1 und —< untersucht werden. 


§ 3. 
Die Reihen aus den imaginar-quadratischen Zahlkérpern und ihr 
Verhalten bei den Substitutionen ++ 1 und —:. 
Es sei in diesem Paragraphen K(|D) ein imaginarer quadratischer 


Kérper mit der Diskriminante D. Hier mégen Q, 0, a, A die entsprechende 
Bedeutung haben wie friiher im reellen Kérper. Wir setzen jetzt 





. en 
2air 


(11) O(r;30,0,QYD)\= SS e 40D, 
u—ola@iD) 

Die groBe Vereinfachung ist, daB hier keine mit den Einheiten zusammen- 
hangende Summationsbedingung auftritt. In (11) haben wir eine zweifache 
Thetareihe vor uns. Ihr Verhalten bei Modulsubstitutionen von r ist — vor 
allem fiir den Fall 9 =0 — bereits mehrfach untersucht worden, aber 
noch nicht in der fiir unsere Zwecke erforderlichen Allgemeinheit; da auch 
die Methoden der Untersuchung z. B. in der zitierten Arbeit von H. Weber 
komplizierter sind, so hat es vielleicht auch Interesse, auf einfacherem, 
direktem Wege den ganzen erforderlichen Formelapparat kurz abzuleiten. 

Zuniachst ist wieder fiir jede ganze rationale Zahl n 

— ai et. rz 

(12) O(r-+n59,0,Q /D)=e 42197 O(+; 0, a, Q YD). 

Ferner gilt fiir beliebige komplexe uw, u’ die bekannte Transformations- 
formel: 


22 
—fa-(n+u)in’+u') 1 y ——-vr' +2ad(vuater'u’) 
(13) Se - pee et 
w=0(a) |VDN(a*)|t dk. 
(=3) 


Ersetzt man hier a durch aQ yD, nimmt dann u =o, u’= 9’, so ergibt 
eine kleine Umformung sofort 
a exeg( “2. ad 
#(t;0,a,Q)D)—_—, Dre ‘(a0 )o(- +34, a, Q yD) 
rQ\)D) amodaQVD ~ r 
a=0(a) 
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oder 
Satz 5. 


(14) 6(—+;0,a,Q)D) = SY e"*8(405) 9(,0; 0,@ yD). 


amodaQVD 

a=0(a) 
Im iibrigen verschwindet von diesen # keines identisch; es gelten fiir sie 
noch folgende Beziehungen: 





—it 
Q|VD| 


O(t;20,a,QVD)= O(t;0,0,QYD) _ fiir jede Einheit e von K(yD). 
O(t; @,,a,Q)D)= 8(t;0,,0a,Q YD), wenn 0, =0,(aQ yD), 
#(t; 0,a,Q JD) = B(r; o', a’, Q yD). 


Der Vollstandigkeit halber definieren wir noch fiir imaginare Kérper 


eine zweite Gattung von Funktionen. Wir differentiieren (13) nach uw’ und 
erhalten: 


—2at(u+u)(u'+u’) 
D> (u+uje 


ws= O(a) 


. 22a a 
—+?4 Vv ’ ~—j-  F8a8(ve+e'w’) 


=> a ve 
hiatal) iS 
aVD 


Fiihren wir jetzt ein neues Funktionszeichen ein: 


(15) 6,(t30,0,Q¥D)= >’ pe’ T4007, 
w=e(aQVD) 
so ergibt sich fiir diese Funktion: 
Satz 6. 


: aval". 
(16) 0,(—4;0,a,@ yD) =i SY e8(F0) 9, (650, 0, @ YD) 
VD |, aeovB 
a= O(a) 
und iiberdies unmittelbar 


._ nee’ "e 
d,(t-+n; 0, a,QYD)—e 14991 8, (t; 0,0, QD), 


8,(t; eo, a,Q VD) =e, (rt; e, a, Q YD) fiir jede Einheit ¢, 
O.(t; O, a, QyD)= I(T; 9,4, QD), wenn 0, = @,(aQ 1D), 
8,(t; 49,4a,Q VD) =198,(t; 0, a, Q YD), wenn Aa ganz. 


Im folgenden wird nun gezeigt, wie sich alle so definierten Funktionen 
bei beliebigen Modulinstitutionen verhalten. 
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§ 4. 
Das Verhaiten der beiden Funktionsklassen bei beliebigen 
Modulsubstitutionen. 


Es sei also nun K( )D) ein reeller oder imaginarer quadratischer Kérper 
mit der Diskriminante D. Wir schreiben die oben gefundenen Formeln 
nun so, daB D> 0 und D < 0 in einer Formel zusammengefaBt werden. 
Es bedeute 

s=sgnD, yD sei positiv oder positiv imaginar. 
Dann gilt 


—— 
I. O(r+n; 0,0,QyD)=e 499 A(z; 0,0,Q yD), 
. eng Bee : 
#,(t-+n; 0,a,QYD)=—e §'42? 9,(1;0,0,QyD), 


. @(—150,0,@/D) ==" y e**(Ze5) 9(2; «, a, YD). 
eh amodaQ@VD 
a==0(a) 


, 23 ‘ exis a’e <- 
#,(—+; 0,a,Q yD) a5 > * (0) 9, (x; «,a,QYD). 
er amodaQVD 

az O(a) 


Endlich folgt noch unmittelbar aus der Reihe fiir #: 
Fiir jedes ganze rationale positive n ist 


Ill. #(t;0,a,Q@)yD)=—C(n, Q yD) oy d(nt;a,a,nQ yD). 
a=o(modaQVD) 
a mod naQ@VD 


Dabei ist C(n, Q ¥D)=1, wenn D <0. Im Falle D>0 ist O(n, Q yD) 
die Anzahl der Einheiten mod QD, welche modnQ yD nicht assoziiert 
sind. Die Formel driickt nur die Tatsache aus, daB die Restklasse 
omodaQyD aus allen Restklassen «modnaQ yD besteht, wo «=o 
(modaQ yD). Genau dieselbe Formel gilt auch fiir #,. 

t+b 
rid 
ist das Verhalten der # bei dieser Substitution unmittelbar durch I. ge- 
geben. 


Nun sei endlich - eine beliebige Modulsubstitution. Fiir c= 0 


Sei also c+ 0, und, ohne Einschrankung der Allgemeinheit, ¢ > 0. 
Wir setzen ferner das Hilfsideal a, das ja nur hinsichtlich seiner Klasse 
in Frage kommt, als teilerfremd zu cQD voraus Wegen der Identitat 

er 
e(er +d) 
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ist nun nach III., indem n=—c gesetat wird: 
r+) ‘= 
O(a ee, QD) — C(c, Q yD) » e(e- ~ rg ts a, ¢QYD) 


a=e(aQVD) 
amodeaQVD 
e s2tiaa'a 1 ¥ 
j ¢ ‘- 
=O(c,QyD) 3S e409 o(— —; «,0,¢Q yD). 
a= @(aQVD) 
amod ¢aQ) D 


Nach II. ist dies, abgesehen von dem Faktor C(c, Q yD), 


—s(er+d) ania aaa’ re ap’ 
~  eQyD > eo e4en* (200) (cr +4; B,a,eQ yD) 
a, 2modeaQVD 


a=o(aQVD) 
B=0(a) 





= —2(er+) o2ng oe +ent8 a & + 02ng_ShF_ =s 
eQ)D De cAQD (355) 49D (er; B, a, cQyD). 
a,8modeanQVD 


a=o(aQVD) 
£=0(a) 


Wir finden nun, da8 der Koeffizient 


2 cs SbF 
7(oA)= 2» ocaant***8(caqn)***** cae 


amodeaQVD 
a=oe(modaQVD) 


nur von dem Werte von SmodaQyD, nicht modcaQyD abhangt. 
Denn eine einfache Umformung ergibt wegen ad —bc=1 


v(e—edB,p)= >» exp {2s S065, — 2ai 25a’ A) ebabe\ 














~ cAQD AQD 
amodcaQVD 
a=o(aQVD) 
Wegen « = 0(aQ yD) ist dies aber 
oa 8 bd BB’ —b8(e' B) saaa’ 
wie 40D D e *cAQD 
amodcaQVD 
a=e(aQVD) 


und hierin kommt es offenbar nur auf den Wert von SmodaQ yD an. 
Die letzte Summe ist wieder p(o, 0); also gilt 


a OSA Bie’ f) 
(17) y(eo—sdB,B)=e @ P(e, 0), 
on thd PB’ +S i0'B) 
(18) p(o,8)=e 4qD P(e + 8df, 0). 
15 
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So haben wir also erhalten: 
far+b 


*\erpai 1D) Th nH 
ry Te 00, @YD)* jD-e = 2) 9(26) 9 (cr: B,a,c¢Q yD) 


PmodeaQVD 
=D’ v(e.r) Dd) Per; B,a,¢Q yD). 


yeso(e) r"} ~(eQVD) 
ymodaQ\VD sAmoicag/D 


1 i : TW 
= —— >) (0,7) P(t; 7,0,Q yD). 
Se. 8TH TO TENE G NY 





ymodaQVD 
Also schlieBlich 
o(S2t 2 0, a, QYD) 
+d _ = 
(19) —aTH ete TP 2) # (27) Os; 7, a @ ID); 
ymodaQVD 


und ganz ebenso kommt fir #, 





0, arts, eo, 4a, QyD : a2 
Greate * yD = 21,90. y)0,(t; y,a,Q yD). 
ymodaQVD 

Diese allgemeingiiltigen Formeln nehmen nun eine sehr einfache Ge- 
stalt an, wenn wir iiber die Substitution a, b, c, d geeignete Voraus- 
setzungen machen. Es stellt sich namlich heraus, da8 fiir c = 0 (mod Q D) 
von den p(o, y) nur y(e, — ¢ag) von Null verschieden ist, und nach (18) 
dann nur noch die Bestimmung von ¢(0, 0) erforderlich ist. Die etwas 
miihsamen Rechnungen lassen sich durch den Kunsigriff nochmaliger Be- 
nutzung der Fundamentalformeln (II) vereinfachen, indem wir zuerst fiir 


d= 0(mod QD) 
nach (18) schlieBen: 
~925?SeP) 
v(e,B)=e 48” o(o, 0) 
und damit erhalten 


o(S245 








cha e, a, QyD) pire bS(ef’) i 

; SES cQ/D=¢(e,0) SY) e 48? #(r; 6,0, QyD). : 
Sila 
Snearl 


Hierauf wenden wir nun noch einmal (II) an, indem wir —+ statt r 


schreiben: 
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br—a ' 
0(5°—*; 0,0, Q1D) sh, sail 
“ =a erQ 1D =9(e,0) de 
B 


aa5 #( wa 2; B,a,Q /D) 





bS(ef’) S(a' p) 
“2 0 —32¢—-~— +2a¢—— ry 
—=29(e9 yg *** aan ***°200 9 (2; «, a, QYD). 
QD f,amodaQVyD 
B=az0(a) 


Nun ist aber 


y eaaeD) 1 wenn «’ — bo’ =0(a’Q yD), 
suckcavs |N(Q yD)|, wenn «’ — bo’ =0(a'Q yD). 
p=20(a) 


Somit ergibt sich fir d= 0(QD), c>0 








0 — 
(20) — = s£2") 9(r; bo, a, Q yD). 
Dabei ist 
s 2zieae’ 
p(o.0)= DS ¢ e40D. 
a=ze (aQyD) 
amodeaQVD 
Wegen 


be=—1(modQD) und (c,A)=—1 
kénnen wir hier 
«= —obe+iAQyD(modeaQ yD) 


ansetzen, worin dann / ein volles Restsystem mode durchliuft. Da- 
durch wird 





.aboo' .aAQii’ 
—siat y -—st2t—————— 
v(o,0)=—e 4ep YN’, e 
Amode 


Die hier euftretende Summe erweist sich nun zunachst als unabhangig 
von a@AQ; denn da c zur Diskriminante prim ist, gibt es nach den be- 
kannten Satzen iiber Normenreste eine zu c teilerfremde ganze Zahl y des 
Korpers, so daB 

yy’ = —8saAQ(modc). 


Da mit 4 auch y/ ein volles Restsystem modc durchlauft, ist die 
Summe in der Tat vona, A, Q unabhangig und ist offenbar das Produkt 
der Summen 


aah 
F(p")= Sie, 
Amod p™ 
wo p™ die héchste in c aufgehende Potenz der Primzahl p ist. Die Re- 
duktion von m auf m— 1 ergibt nun (m > 2) 
15* 
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(tor 1) 2’ +0'p™—1) 
F(p") = > ye ™ 


Amodp™~1! wmodp i 


a ‘= yes) 





= e 
4modp™~1 «mod p 
one 
=p? D) em =p F(p-*). 
Amodp™~1 
Au (p) 


Fiir gerade m ist also 
F(p") = p*. 
Fiir ungerade m 
F 
F(p™) = p».—??. 

Zerfallt nun erstens p in K(VD) in zwei Faktoren p, p’, so wahle 
man eine ganze durch p, aber nicht durch p’ teilbare Zahl x in KX, dann 
erhalt man ein volles Restsystem mod p in der Gestalt 


xn, +x’ N,, 


wo n,, n, je ein volles Restsystem mod p’ bzw. mod p d.h. ein volles 
rationales Restsystem mod p durchlaufen. Da 


N(xn, + x’ n,) =(x"* + x*)n,n,(modp) und x*+ x”? 
zu p prim ist, so ist 


ng ie 
F(p) = Pe te ? =p, wenn p zerfallt. 


™ n,mod p 


Ist zweitens p auch in K(yD) Primideal, so wahle man eine Primitiv- 
zahl y mod p in K(yD). 


Wegen 
y? = y' (mod p) 
ist 
N(y) = y?**(mod p), 
und wenn u die Zahlen 1, 2, 3, ..., p? —1 durchlauft, erhaélt man in 


N(y*) = y*@+» (mod p) 
jede rationale zu p prime Restklasse mod p genau (p-+1) mal, weil 


y"P+D = P+) (mod p), 
wenn 
u(p+1)=v(p+1), dh. u= v(mod ="). 
Also ist 


p-1 : 
F(p)=1+(p+1) Se” =—p, wenn p in K nicht zerfallt. 
n=1 
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In jedem Falle ist also unter Ejinfiihrung des allgemeinen quadratischen 
Restsymbols von Jacobi 


F(p)=(>)p, 
F(p=) = (i). 


22taboo’ 


(9,0)=e 40D (2)¢ (c>0,d=0(QD)) 
und wegen (20) endlich 








c 


o(F—*; 0,0, Q1D) 2ziabeo’ 
: — ) =0(?\e" 4QD (1; bo, a,Q yD). 
t-ec 
Indem wir die entsprechenden Uberlegungen auch fiir #, anstellen 
und dann die Substitutionskoeffizienten anders bezeichnen, erhalten wir 
schlieBlich 


Satz 7. Sei ***4 eine Substitution der Kongruenzuntergruppe I (QD), 


welch letztere durch 











c = 0(modQ D) 
definiert ist, dann gilt 
b (so*, @, 4a, Q \D) 2xiaboo’ 
er+d ; D\ «— , 
oT (Zz) 0” 49? (5 ae, 0, @ YD), 
a(==es, 0,a Q1D) 22xtaboo’ 
‘ saa°°°™ D s——— _ 
, aay =(z)e 40D. 9, (1; ao,a,Q yD). 


In dieser Formulierung gelten die Sitze fiir beliebige Vorzeichen von d, 
wenn das Symbol 


D 
(2) =z(n) 
in der bekannten Weise fiir negative n so definiert wird, daB 
z(—n) = sgn D-z(n). 
Alsdann ist z(m,)—=z(m,), wenn n, =m, (mod D), ohne Riicksicht auf 


das Vorzeichen. 
Hieraus folgt 


Satz 8. w," o(S; 0,a,Q yD) sind Modulformen in w,, @, von der 


Dimension —1, welche bei allen homogenen Substitutionen der Haupt- 
kongruenzuntergruppe der Stufe | @QD/| invariant bleiben. 


Die w; 7d, ( “1; 9,0,Q YD) sind Modulformen derselben Stufe, 
aber von der Dimension — 2. 
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§ 5. 
Numerische Beispiele. 


Die niedersten Werte von QD, wofiir es nicht-identisch-vers-awindende 
Reihen aus reellen Kérpern gibt, sind die Werte 


QD = 12, 15, 16, 20, 21 
mit D=12, 5, 8, 5, 21. 
Die Untersuchung dieser Reihen ergibt das Resultat: 
1) D=12. Q=1. Unter den Reihen #(r1; 9, 1, ¥12) sind nur die- 


jenigen nicht = 0, wo g zu 12 teilerfremd ist, und diese vier fir 9 = +1, 
+(2-+/3) stimmen bis aufs Vorzeichen iiberein. Aus Satz 4 folgt dann 


6(—+; 1,1, y12) = — sx O(r; 1,1, 112), 
Qnir 


#(r+1;1,1, Y12)—e ™ (2; 1,1, yi2). 


Mithin stimmt diese Funktion bis auf einen konstanten Faktor (der 
sich als —1 erweist) mit der 12. Wurzel aus der Diskriminante 


A (t) _ ert 7] (1 — e2xinr)** 


iiberein, und wir erhalten so eine — formal neue — Reihenentwicklung fiir 


‘VA, fiir welche bisher nur die dem Kérper K(V—1) angehérige Dar- 
stellung 


'VA(z) = O(z; 1, 1, 3¥—4) — 0(z; 1+ 3(1 4-4), 1, 8Y—4) 


a. 3 (— 1th ae emenrtecense) 
Mm, R= —@ 

bekannt war. Die Identitét beider Darstellungen la8t sich auch rein 

arithmetisch beweisen. 

2) D=5. Q=—3. Unter den Reihen #(r; 0, 1, 3/5) verschwinden 
wieder diejenigen identisch, wo 9 mit 15 einen von 1 verschiedenen ge- 
meinsamen Teiler besitzt. Von den iibrigen 32 Reihen verschwinden noch 
weitere 16, wahrend die letzten 16 Reihen zu je 8 bis aufs Vorzeichen 
iibereinstimmen. Es bleiben so nur zwei linear unabhdngige Reihen, 
welche wir abkiirzend als 


8, (t) = O(r; 1,1, 375) 
0, (rt) = #(7; 2,1, 375) 
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bezeichnen. Aus Satz 4 ergibt sich dann 


22% 
9, (r+1)=e® 9,(r) 

a) tates 
8,(t+1)=e © #,(r) 





VB = (07-* — 0) 8, (t) + (077 — 5°) 8, (2) 


VB = (27° — f°) 8, (t) (6 — 7) Pa) 
Qa 
(Ce *.). 
Hieraus folgt, daB #, (rt) ja und #, (r)-yA die Substitutionen der 
homogenen pe in zwei Variablen erfahren, und der Stufe 5 


angehéren. Der Quotient 7 = erfaihrt bei den Substitutionen der Modul- 
gruppe die 60 Substitutionen der inhomogenen Ikosaedergruppe und er- 
weist sich weiterhin als identisch mit dem Kleinschen Hauptmodul der 
Stufe 5, derjenigen Modulfunktion, welche im Fundamentalbereich der 
Gruppe I°(5) jeden Wert genau einmal annimmt. 

3) Ich betrachte schlieBlich noch den Fall Q=1, D=2I. Die 
Klassenzahl in K(21) im weiteren Sinne ist 1. Wegen 





#(t; @, a, Y21) = A(z; 0’, a’, y21) 
und 
o=-— 0’ (mod a y21) fir a=(}21) 
verschwinden die Reihen #, deren Ideal a nicht der engeren Hauptklasse 
angehért. Es bleiben also nur die # mit a=1 zu untersuchen; der 
Kiirze halber mag weiterhin in der Bezeichnung #(z; g, 1, /21) das dritte 
Argument 1 fortgelassen werden. Fiir die Grundeinheit «¢ gilt 
a= 2+ = 13 (mod y21); |e? = 1 (mod y21). 
Wegen 
e=18& — 1 (mod 7) 


verschwinden alle #(1; 0, 21), wo (9,3)+1. Die 12 primitiven Rest- 
klassen mod 21 erzeugen zu je vieren, die sich um die Faktoren +1, +e 
unterscheiden, im wesentlichen dieselben Funktionen @(1; 0, ¥21); es 
bleiben unter diesen in der Tat drei linear unabhingige, etwa fiir 

o = 1, 2, 4. 


Dazu kommen noch die zu 7 nicht teilerfremden Reste ~=-7, so daB 
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insgesamt genau vier linear unabhdngige #(t; e, 21) existieren, nimlich 





























o = 1, 2, 4, 7. 
Insbesondere gilt nach Satz 7 fiir c = 0 (mod 21) 
ar+b 
(¢ ;7, 21) 
t+d’ 21\ 26% 
ro =(a)e ° (1; 7a, y21). 
Wegen 


a = +1(mod3) ist d =a = (4) (mod3) 
und daher 





) arto. i — — 
erea? =(§) oT a(r; 7, y21). 


Betrachtet man daneben die aus dem imaginiren Kérper K(/—7) 

stammende Reihe 
y(t) = 8(t;7 +)—7, 1, 3)—7), 
so gilt fiir sie nach Satz 7 bei c= 0 (21) die Gleichung 
ar+b 
° (S23) a (=*) oxime? | 
a eek Pe 
weil sist 
a(7 + y—7) = +(7 + y—7) (mod 3 —7). 
Das Produkt 
y(t)-#(z; 7, 1, ¥21) 

bleibt also bei I,(21) invariant und ist ein Integrand 1. Gattung fir 
diese Gruppe. Durch diese Eigenschaft ist diese Funktion bis auf einen 
konstanten Faktor véllig bestimmt, da I°,(21) das Geschlecht 1 hat. 


Die Teilwerte der Weierstra8schen Funktion ¢ (2). 

Eine dritte und am meisten an der Oberflache liegende Methode zur | 
Konstruktion von Modulformen (— 1)-ter Dimension, von der bisher kaum 

Gebrauch gemacht wurde, besteht in der Benutzung der Teilwerte der 

WeierstraBschen Zetafunktion. Diese Funktion ist bekanntlich durch die 

Reihe 

¢(u) = (u; @,, a) = atm {A5+1+a} 


definiert, wobei 


$6. | 





w= Mm, @, + M,@,; 


m,,m, durchlaufen alle Paare ganzer rationaler Zahlen exkl. 0,0; u ist 
unbeschrankt verinderlich, ,,, sind so beschaffen, daB 
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t= z positiv imaginéren Teil hat. Setzt man 


My (@,, Wy) =F ($), "= ¢(3), 
so ist fiir alle w 
(21) C(u+ w,) =o (u)+ 9; (¢ =1, 2), 
und daraus folgt fiir beliebige Modulsubstitutionen 
(22) 0, (am, + ba,, cw, + dw,) = an, (@,, @,) + by (w,, 4), 
Ne (aw, + bw,, cw, + da.) = cn, (w,, W,) + dn,(,, @.); 


",,_ transformieren sich also kogredient mit w,,@,. Wir fiihren nun 
die Teilwerte von ((u) ein, indem wir fiir eine positive ganze rationale 


Zahl N und zwei beliebige ganze rationale k,, k, (wobei nur a nicht 


beides ganze Zahlen sein sollen) setzen : 


k, k Ie, 00, + gy - 
2 af 9) — eA ox) Hy — Hp 
Aus (21) folgt zunachst 
») 
N > 
also hingt allgemein Z nur ab von den Restklassen &,,k, modN. Da 
ferner fiir jede Modulsubstitution 


Z(o,, sg; ats. *) =Z(a,, 0; 4, 


C(u,aw,+bw,, cw,,dw,)=C(u, w,, @,), 
so ist nach (21), (22) 
Z (aw, + ba,, cw, +da,; fy >) 








N’N 
(ak, + chy) w, + (bk, + dk + bk, +d 
=¢( k, ni. 1 a) ew, , n,) — S42 teh y, — ky + by, 
k,tck, bk, +dk 
= 2Z(a,,0,; + se at *). 
Satz 9. Die N*—1 Funktionen 
Z(m,, 0; #, 5) (k,, ky = 0, 1,...,N—1, k, +k > 0) 


erleiden bei beliebigen Modulsubstitutionen nur eine Permutation und bleiben 
insbesondere invariant bei den Substitutionen der Hauptkongruenzunter- 
gruppe N-ter Stufe I'(N). 

Fir N= 2 verschwinden diese Z identisch; fir N>2 ist dagegen 
mindestens eines von 0 verschieden. 
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Sate 
Um die Entwickelung nach Potenzen von e * einfach herzuleiten, 
gehen wir von der Tatsache aus, da8 
. = o’ (u) 
¢(4) = Six) 
die logarithmische Ableitung der o-Funktion ist, die ihrerseits mit der 
WeierstraBschen Funktion #,(v,1) so zusammenhangt: 
nau 
o(U, @,, @,) = w,e*™ dB, (2 >), 


, 
° We Ws, 
wobei 


3, (v, t) — A(e*é — e-*te) IT (1 —, e2tine e*=6e)(1 ee etztne e860), 
n=1 


A ist von u,v unabhangig. Hieraus folgt, wenn 


u 
v= — 
@, 

gesetzt wird, : ‘ 

ato —ato 

-€ Te 
O(U, a, Wy) y= Iy°0 + 2b aes 
rem y7 er tin«t+iaio e2 tinr—2ate , 
hd | —e2*tnr+8ain co ef tinr—oaiv " 


n=1 
Wegen der Legendreschen Relation 
Nz, — 9,0, = 228 


ergibt sich also, wenn man setzt 


k 
w, Z(a,, 4; N° V 


: st — Dy (Valk, be) — Yn(— ky, — ky), 
st 


n=l 
wobei 
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. e 
W, (ky, ky) = wer 
<> 


op anrh reads 


mre 
l—e 
Ist nun erstens 
0<k,<N-1, 





a ky MPT Pn ba | > nq make 
Z(H) 1 y eatae N - 
ok - ah et sgn m, 

m,—k,(N) 
m,m, >0 





Dagegen fir 
k, = 0 (wobei dann k, = 0 (mod N)), 


(s; 0,5 ') m, ky 
N 1 kx 22irm,m,+2a¢ —— 
ta “ey 2 4 

Fiir manche Zwecke ist es bequemer, mit einem linear aquivalenten 
System Z* zu operieren, — durch 


Z* (1; Ky,b) tte gy k, 
(23) rt De Z(33 5 N’ #) 


ate im 
=c(k,, b) — D> e ; N sgn m, 


mk - 
m=d (mod NY) 


sgn m,. 


mm, >0 
b, k,=0,1,2,...,N—1 
Le tise : 
c(k,,6)=0, wenn 0<k, SN-1, 0<b<N-1, 
k, 1 
c(k,,0)= W N 2? 
¢(0,6) =x —35. 


Ich bemerke endlich noch, da8 man diese Funktionen ohne Benutzung 
der ¢- oder #-Funktion unmittelbar aus den verallgemeinerten Poincaré- 
schen Reihen von der Dimension —1 erhalt, welche definiert sind als 
Wert der analytischen Funktion von s 

1 


(mod NY) (m,t + mg) | m,t +m, |* 
(mod NV) 





fir s=0. 
m =k 
M, = Ky 
§ 7. 
Lineare Relationen zwischen den drei Funktionsklassen. 

Die erste Grundfrage ist die nach den linearen Relationen mit kon- 
stanten Koeffizienten, welche zwischen den drei Arten von elliptischen 
Modulformen (— 1)-ter Dimension und gegebener Stufe bestehen. Diese 
Frage fiihrt nun sehr tief in die Arithmetik der Zahlkérper hinein. 

Was zunichst die linearen Abhangigkeiten allein zwischen den 
Z (,, Dg; 7 >) betrifft, so lassen sich unmittelbar einige davon angeben. 
Man findet fiir die formal einfacheren Reihen Z* aus (23) die Gleichungen 
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Die genauere Untersuchung von auBerdem noch bestehenden Relationen 

2Qair 
wird diejenigen Exponenten m,,m, in der Potenzreihe nach e ¥ heran- 
ziehen, welche médglichst wenig Faktoren hesitzen, d.h. entweder Prim- 
zahlen sind oder auBerdem nur noch die trivialen, durch die Bedingungen 
m,=k,(mod N) und m, =k, (mod N) geforderten Faktoren besitzen. 
In dieser Hinsicht ist eine charakteristische Eigenschaft der Koeffizienten 
zu formulieren: 


Satz 10. Sei S/c(%)e  ''¥ die Entwicklung einer beliebigen Linear- 
n=v 


kombination der Z* von der Stufe N. Fiir zwei beliebige positive Prim- 
zahlen p,q, welche nicht in N aufgehen, und fiir jeden positiven Teiler 
N, von N ist dann 


o(4-)=e(¥), wenn p= q(mod N). 


Der Satz trifft offenbar zu fiir jedes Z*, also auch fiir jede Funktion 
der linearen Schar. In diesem Satze findet sich die Herkunft der Reihen 
aus dem rationalen Zahlkérper und den ihm zugehérigen L-Reihen am 
deutlichsten ausgedriickt. 

Es existieren ferner lineare Relationen zwischen den Reihen aus 
den imaginar-quadratischen Kérpern einerseits und den aus dem ratio- 
nalen Zahlkérper andererseits. Da es iiherhaupt solche Relationen gibt, 
ist ja der Sinn der Dirichletschen Klassenzahlbestimmung definiter ganz- 
zahliger quadratischer Formen von zwei Variablen. In moderner Aus- 
drucksweise entspringt hieraus ja die Gleichung (D < — 4) 


(24) > (10,0, YD)=—h+2 Sx(m)e"™ 
; n.m2i 


Die Summation ist tiber die Reprisentanten a der verschiedenen Ideal- 
klassen von K()D) zu erstrecken, h ist die Klassenzahl von K(VD) und 


D 


x(m)= (5) 
das quadratische Restsymbol von Jacobi-Kronecker mit der Eigenschaft 
z(m)=+tyzi(n), wenn m=+n(modD), m,n>0. 


Erweitern wir dann die Definition von 7(m) auf negative Argumente, in- 
dem wir setzen 


z(—_m)= — z(m), 
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so laBt sich die rechte Seite von (24) schreiben 


h+ >) x(m) sgnme""™ 
a-m>0o 
Pant Qari tm, m, + 225 
=ht oY x(a) > sgn m,e Ip 
a=1 m,==a(D) 
mm, >v 
\D\-1 a(z: 0 5) 
1 \5 % Dp) 
=14 Sat0)frh - 8 eiyD 


Somit besteht also die Gleichung 


\D|-1 

>) o(t;0,a, YD) = — > x(a )———_ sinh 1b +h Sle) 

a a=1 a=1 
Da nun die # und Z Modulformen der Stufe | D!| sind, so mu8 die Kon- 
stante auf der rechten Seite den Wert 0 haben, das gibt die Dirichletsche 
Klassenzahlformel und gleichzeitig eine lineare Relation zwischen den Z und #. 

Die Untersuchung weiterer etwa noch bestehender Relationen dieser 
Art fiihrt auf die Theorie der Geschlechter quadratischer Formen, und 
zwar gerade in der Gestalt der analytischen Zahlentheorie, welche eben- 
falls das Werk von Dirichlet ist. Eine ausfiihrlichere Darstellung der so 
entstehenden Relationen, indes ohne den Nachweis der Vollstindigkeit des 
Systems, findet sich in den Arbeiten von H. Weber*) aus dem Jahre 1893. 
Analog zu Satz 10 gilt fiir diese Reihen, wie auch fiir die Reihen aus 
den reellen quadratischen Kérpern: 


Satz 11. In der Reihe 


S 22¢7-——. 
(x; @,0,Q/D) = De( pe ba 
a=0 
ist der Koeffizient 





n 
e C QD ) =0, 
falls m eine (nicht in QD aufgehende) Primzahl in genau erster Potenz 
enthilt, welche in K(¥D) nicht zerfallt. 


In diesem Zusammenhang ist nun die Tatsache wichtig, daB die Ge- 
samtheit der Reihen aus imaginar-quadratischen Zahlkérpern und die Ge- 
samtheit der Z-Reihen sicher nicht linear aquivalent sind. Wir beweisen 
namlich folgende beiden Siatze: 

Satz 12. Es gibt Z-Reihen, welche sich nicht als lineare Kombina- 


tionen von Reihen aus imaginir-quadratischen Zahlkérpern darstellen lassen, 
z. B. die Reihe Z*(r; }, } 


3 5» 3) 
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Es seien namlich D,, D,,..., D, die Diskriminanten von r beliebigen 
imaginaren quadratischen Zahlkérpern, und Q,, ..., Q, seien beliebige posi- 
tive ganze rationale Zahlen. Wenn dann p eine positive, in keinem der 
Q;, D, aufgehende Primzshl ist, so ist nach Satz 11 notwendig (aber nicht 
hinreichend), damit in der Potenzentwicklung fiir eine Reihe # mit dem 
Modul Q,/D, die Potenz 


gxir®? 
einen von Null verschiedenen Koeffizienten besitzt, das Zerfallen der Prim- 
zahl p in K(VD,), also die Bedingung 


(7) = +1. 


Wir wahlen nun die Primzahl p folgendermaSen: Es bedeute D; 
denjenigen Bestandteil von D;, der aus D; durch Fortlassen eines eventuell 
vorhandenen Faktors 5 entsteht: 


Dj = I wenn D, durch 5 teilbar, 

D7 =D; in den andern Fallen. 
Dann ist jedes Dj eine negative ganze Zahl, und es gibt daher unendlich 
viele rationale Primzahlen g, wofiir die r Bedingungen 


Df . ‘ 
(PF) = —1 (¢=1,2,...,9) 
bestehen. Dies gilt, auch wenn die D nicht quadratisch unabhangig sind, 
weil D <0. Es gibt daher, wegen des quadratischen Reziprozitatsgesetzes, 
jedenfalls eine ganze Restklasse mod 4D* D3... Ds, etwa a, so daB alle 
Zahlen m, welche die Eigenschaft haben 


m == a(mod 4D*...D;*) (m > 0), 
auch die r Bedingungen 
(25) 1 
— | = — 


erfiillen. Hier ist nun die Zahl 5 kein Faktor von 4D?...D*. A's gibt 
es unendlich viele Primzahlen p mit der Eigenschaft 


p =a(mod4 Dy... D?), 


(@)=()—+1 


(2) — (Hf) 1 


Wegen 


gilt aber auch 
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Nimmt man unter diesen p eine solche, die nicht in Q,, Q,,..., Q, auf- 
geht, so hat in Z*(r; +, +) die Potens 
gai e 


einen von Null verschiedenen Koeffizienten, wahrend in jeder Reihe 
#(t,0,a,Q,VD,) dieses Glied fehlt. Also kann in der Tat dieses Z* 
nicht als lineare Kombination dieser # mit konstanten Koeffizienten dar- 
gestellt werden. 


Umgekehrt gilt aber auch 


Satz 13. Es gibt Reihen aus imaginar-quadratischen Kérpern, welche 
sich nicht als lineare Kombination von Z-Reihen darstellen lassen, z. B. 
#(z; 1,1, Y— 23). 

Im Kérper K(y— 23) ist namlich die Klassenzahl ungerade und von 
1 verschieden, namlich = 3. Sei N eine beliebige ganze rationale positive 
Zahl. Es gibt dann zunichst ein Ideal a, welches zu N prim ist, kein 
Hauptideal in K(¥— 23) ist und die Eigenschaft 

a = N(a) =1(mod 23) 
hat, etwa die 22. Potenz eines zu 23 N primen Ideals jener Klasse. Auf 
Grund der Hilbertschen Normenrest-Theorie gibt es dann auch eine ganze 
Zahl w in K(V— 23), so daB 

a-N(m) = 1(mod 23N), 
d. h. also, es gibt in jener Klasse ein Ideal 


tT—=ao, 


welches die Eigenschaft hat: 

N(t) = 1(mod 23 N). 
Nunmehr wiahlen wir zwei Primideale p,, p, ersten Grades folgendermaBen 
aus: p, sei ein Primideal der Hauptklasse in K(/— 23), p, =(2,), wo 


die Zahl x, 
a, = 1(mod y— 23 N). 
Andrerseits sei p, ein Primideal derart, da8 
Pat 


gleich einer Zahl a, wo 
« = 1(mod j— 23 N). 
Alsdann sind 
D,—=N(p,), P.e=N(p,) 
rationale positive Primzahlen, wo 


P, = Pp, = 1(mod 23 N). 
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Da nach Konstruktion p, nicht Norm eines Hauptideals in K()— 23) ist, 
so ist der Koeffizient c(n) der Potenz 


ts 
in #(1; 1, 1, ¥— 28) 
c(p,)=0, 
c(p,)=2, 


weil 2, = 2{ = 1(mod Ny— 23). 
In jeder Reihe Z* (=; % +> ts) sind aber die Koeffizienten dieser beiden 


Potenzen einander gleich, il ?, = p,(modN). Also ist eine lineare 
Darstellung von #(t; 1, 1,/— 23) durch die Z* unméglich. 

Endlich gilt nun ein analoger Satz auch fiir die Reihen aus den reellen 
quadratischen Kérpern, wodurch deren Unabhingigkeit von den beiden 
anderen Reihentypen sichergestellt ist: 

Satz 14. Es gibt Reihen aus reellen quadratischen Korpern, z. B. 
#(t; 1,1, 2975), welche sich nicht als lineare Kombinationen von Reihen 
aus imaginaéren Kérpern und aus dem rationalen Zahlkérper darstellen 
lassen. 

Zunachst Saeiene namlich die Reihe #(z; 1,1, 2975) nicht 

+75 


identisch, da fiir «= —z— folgende Kongruenzen mod 29 gelten: 
e®F=l1-+e, e®=1+2e, e‘=2+3e2, 
e=3+5e, e®=5+82, e’'=8+18¢e, 
e®*=13—88, e*=-—8+5e, e*=5—3e, 
el=—$+4+2¢e, e®=2—2, eS = —l1l+e, 
e4=1, 
Wegen J 
e = — 2(mody5), 
= — 1(mody5) 
gibt es daher keine positive Einheit, welche = — 1 mod 2975 ware. Also 


ist nach Satz 1 die Reihe # nicht identisch Nall. 
Wir zeigen nun, da keine Relation 


(25) 9(x5 1, 1, 2975) = 3 0,08; a a, Q1D,) +300, b) Z(x; 4,5) 


moéglich ist, wo die Q;, D,, N willkiirlich, aber mit negativen D; gewahlt 
sind, und die C;,C(a,b) konstant. Setzen wir wieder 


* 
Di = >Hi 
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wo 


(Dj',5-29) =1, 
N= N*-5*-29", wo (N*,5-29)=—1, 
so gibt es zunichst eine ungerade ganze rationale positive Zahl a, so daB 


(PE) —1 (§ = 1,2,...,1) 


und folglich auch fiir alle m mit 
m=a(mod4D;, Dy,...,D,"), m>0, 


* 
(PF) = —1, $=<=:1,...,f7. 
m 


In K(y75) ist ferner jede ganze rationale Zahl ein Normenrest 
mod 4 D;-D; ... D;*. Es gibt also eine ganze Zahl w in K(y5), so daB 


wo’ =a(mod4Dy ... D;'), 
wobei wir nun noch 


w prim zu Q,-Q,...Q,-N* 


voraussetzen. 


Jetzt wahlen wir endlich zwei nicht in Q,...@, aufgehende Prim- 
zahlen ersten Grades 2,, 2, in K()5) derart, daB 


1, =21,= w(mod 4 Dy ...D, N*), 


1, =1, = 1 (mod 29***.5'**), 


aber 
a, total positiv, 
(26) : 


x, total negativ. 
Dann sind die Normen 


P,=N(2,), P. = N(z,) 
positive rationale Primzahlen mit den Eigenschaften 
P, = P, = ww’ =a(mod4 D>... D¥ N*), 


P, = Pz = 1(mod 29***.5'**) 
Hieraus folgt 


D, = p,(mod5“-29°-N*), also (mod N). 


(2) (PF) 1 (§=1,2...r), 
@)-@a+1, aa 
C—O 


Mathematische Annaien. 97. 16 


Ferner 
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also auch 
D, D,\ 
(27) G)=-@)--}. 
Untersuchen wir jetzt die Koeffizienten c(n) von 
8x60 


auf der linken Seite von (25). Wir finden 


(28) c(p,)=2, 

: ¢(p,) = — 2+ ¢(p,). 

Auf der rechten Seite treten in den #-Reihen diese Potenzen wegen (27) 
iiberhaupt nicht auf. In den Zetareihen aber haben beide Potenzen jeden- 
falls die gleichen Koeffizienten und folglich ergibt sich aus (28) die Un- 
méglichkeit der angenommenen linearen Relation. 


(Eingegangen am 20. 4. 1926.) 

















Uber die Gleichung neunten Grades. 
Von 
D. Hilbert in Géttingen. 


Die Mehrzahl derjenigen Probleme, die ich in meinem Vortrage ,Ma- 
thematische Probleme“*) genannt hatte, und die verschiedenen Gebieten 
der Mathematik angehéren, sind seitdem auf mannigfache Weise erfolgreich 
behandelt worden. In der folgenden Mitteilung méchte ich auf einige 
dieser Probleme zuriickkommen und zwar auf solche, die zu ihrer Behand- 
lung rein algebraische Hilfsmittel und Methoden erfordern, wahrend die 
Fragestellungen selbst aus andern, nicht algebraischen Disziplinen ent- 
sprungen sind. 

Eine erste Klasse solcher Probleme betrifft die Frage nach der End- 
lichkeit gewisser voller Funktionensysteme — eine Fragestellung, die wir 
der Invariantentheorie verdanken. Das einfachste Problem dieser Klasse 
scheint mir folgendes zu sein. 


Es seien eine Anzahl m von ganzen rationalen Funktionen X,,..., X,, 
der Variablen x mit bestimmten numerischen Koeffizienten vorgelegt; 
dann wird offenbar jede ganze rationale Verbindung von X,,..., X,, nach 
Eintragung dieser Ausdriicke stets eine ganze rationale Funktion von z. 
Es kann jedoch sehr wohl gebrochene rationale Funktionen von X,, ..., X,, 
geben, die nach jener Eintragung ebenfalls zu ganzen Funktionen von z 
werden. Das Problem besteht nun darin, zu zeigen, daB sich eine end- 
liche Anzahl solcher gebrochener Funktionen von X,,..., X,, finden laBt, 
aus denen, zusammen mit den Funktionen X,,..., X,, selbst, jede andere 
solche gebrochene Funktion in ganzer rationaler Weise zusammengesetzt 
werden kann’). 


1) Gehalten auf dem internationalen Mathematiker-KongreB zu Paris: Nach- 
richten. der Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen, sowie Archiv der Mathe- 
matik und Physik. 1900. 

*) Vgl. das 14. Problem meines zitierten Vortrages. 

16* 
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Das genannte Problem liefert ein Beispiel dafiir, wie das im der 
Arithmetik so haufige Vorkommnis, daB eine héchst einfach zu stellende 
und naheliegende Frage der Beantwortung groBe Schwierigkeit bietet, auch 
im Bereiche der reinen Algebra eintreten kann. 

Eine andere Klasse algebraischer Probleme der gekennzeichneten Art 
entsteht, wenn man topologisch wichtige und interessante Kurven, Flachen 
oder sonstige geometrische Gebilde, die eventuell mit solchen Besonder- 
heiten ausgestattet sind, wie sie die topologischen Untersuchungen neuerer 
Zeit zum Gegenstand haben, auf algebraische Weise zu realisieren trachtet*). 

Ein sehr e’nfaches Beispiel hierfiir ist die Aufgabe, die projektive 
Ebene umkehrbar eindeutig und iiberall regular ins Endliche zu projizieren. 
Bekanntlich gelingt dies im dreidimensionalen Raume durch die von Boy 
in seiner Dissertation angegebene Fliche — eine Filache, die in einer 
Raumkurve mit dreifachem Punkte sich selbst durchdringt. Es entsteht 
die Frage, ob etwa im vierdimensionalen Raume eine zweidimensionale 
singularitatenfreie Flache vom namlichen Zusammenhange und ohne Selbst- 
durchdringung existiert. 

Die gestellte Frage findet ihre Beantwortung im bejahenden Sinne 
und zwar auf die einfachste Weise durch die Erkenntnis, daB bereits eine 
sehr einfach durch quadratische Funktionen definierbare Flache die ge- 
wiinschte Abbildung auf die projektive Ebene gestattet, namlich die durch 
folgende Formeln dargestellte Flache: 


r=, 
y=Cé, 
z= én, 
ed an? 
4 9° + 0% = 1; 


dabei bedeuten 2, y, z,¢ die rechtwinkligen Koordinaten eines vierdimen- 
sionalen Raumes und die Parameter ¢, 7, ¢ die rechtwinkligen Koordinaten 
in einem dreidimensionalen Raum. Die durch diese Formeln dargestellte 
Flache verliuft im vierdimensionalen Raume offenbar iiberall regular, und 
da einem Punkte ,7,¢ der Kugel des dreidimensionalen Raumes stets 
der namliche Punkt z,y,z,¢ der Flache entspricht, wie seinem Pole 
—&,—n,—¢, so besitzt die Fliche im vierdimensionalen Raume auch 
den gewiinschten Zusammenhang der projektiven Ebene. Es bedarf dem- 
nach nur noch des Nachweises, da8 die betrachtete Fliache keinerlei Selbst- 
durchdringung besitzt, d.h. daB einem jeden Punkte z, y,z,¢ der Flache 
nur ein Paar von Wertetripeln §,7,¢ und — &é, — 9, —¢ entspricht. 


*) Diese Fragestellung ist als eine Verallgemeinerung und Vertiefung des 16. Pro- 
blems meines Vortrages zu betrachten. 
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Fiir diesen Nachweis bedenken wir, daB infolge der Formel 
1? + 42% —(&* + 7*)* 
durch ¢ und z eindeutig &*+- 7" bestimmt ist, und da ¢ selbst ¢* — n? 
ist, so ergeben sich aus ¢ und z auch der Wert von é° und derjenige 
von »* etwa =p bzw. gq eindeutig. 
Nehmen wir nun zuniachst an, es falle p> aus, so folgen unter 
Zuziehung der Gleichungen 
z=&y und y=Cé 
fiir &,,¢ die Tripelpaare 


t=)p, n=, (=x 
Ip Ip 
und 
Z — z y 
-=— — P = — =», ¢=-++, 


und damit ist die zi beweisende Behauptung als zutreffend erkannt. Fiallt 
andererseits p = 0 aus, so ziehen wir den Wert q fiir 7? in Betracht. Ist 
alsdann q > 0, so folgen unter Zuziehung der Gleichung 


xr=nC 
fiir &, », £ die Tripelpaare 


é=0, = V9; c= = 
und ’ 
&=0, n=— V9, f= —-<; 
Va 
dies entspricht wiederum der zu beweisenden Behauptung. Fallt endlich 
auch g = 0 aus, so liefert die Gleichung 


49° + CF = 
fiir £, », ¢ ausschlieBlich die beiden Wertetripel 
E=0, =0, = 1 
und 
& = 0, 9 = 0, ¢=-l, 
und damit erkennen wir, daB8 unsere Behauptung stets zutrifit. 

Die vorhin erwahnte von Boy angegebene Flache im dreidimensionalen 
Raume ist neuerdings von F. Schilling in sehr schéner und anschaulicher 
Weise dargestellt worden; die Aufgabe, diese Flache algebraisch in méglichst 
einfacher Weise zu realisieren, gehért in den Bereich unserer Probleme. 

Eine dritte Klasse von Problemen der bezeichneten Art entspringt 
aus den Anregungen, die die Nomographie bietet‘). Diese Disziplin legt 


*) Vgl. das 18. Problem meines Vortrages. 
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uns namlich nahe, die Funktionen von beliebig vielen Argumenten da- 
nach zu charakterisieren ob sie aus Funktionen von einer gewissen festen 
Anzahl von Argumenten zusammengesetzt werden kénnen. 


Aus Funktionen nur eines Argumentes erhalten wir durch Einsetzungen 
immer wieder nur Funktionen eines Argumentes. Wollen wir also zu Funk- 
tionen mehrerer Variablen gelangen, so ist es nétig, zu dem Bereich der 
Funktionen eines Argumentes mindestens noch eine Funktion von zwei 
Variablen zu adjungieren. Wir wahlen dazu die Summe u + wv der beiden 
Variablen u, v und erkennen dann sofort, daB damit zugleich die drei anderen 
Rechnungsspezies: Subtraktion, Multiplikation und Division in den Bereich 
der ausfiihrbaren Operationen fallen — lassen sich diese doch aus Funk- 
tionen eines Argumentes und der Summe wie folgt zusammensetzen; 


u—v=u+(—»), 


u-v—= 4 {(u+0)* —(u—v)*}, 


u 1 
[ = u- . i 

Es erhebt sich zunichst die Frage, ob es iiberhaupt auBer der Summe 
noch andere analytische Funktionen von wesentlich zwei Argumenten, d. h. 
solche analytische Funktionen gibt, die sich nicht durch Funktionen eines 
Argumentes und durch die Summe ausdriicken lassen. Der Nachweis der 
Existenz solcher Funktionen laBt sich in der Tat auf verschiedene Weise 
fiihren. Die weitreichendsten Resultate in dieser Richtung sind diejenigen, 
zu denen A. Ostrowski®) gelangt ist. Diesen zufolge ist insbesondere die 
Funktion der zwei Variablen u, v 

cue) = 
a=1,2,3,...™ 

eine solche, die sich nicht zusammensetzen 14Bt aus analytischen Funktionen 
eines Argumentes und algebraischen Funktionen mit einer heliebigen An- 
zahl von Argumenten. 


Eine weitere Frage ist die nach der Existenz von algebraischen 
Funktionen solcher Art, d. h. die Frage, ob es eine solehe algebraische Funk- 
tion gibt, die sich nicht durch Funktionen eines Argumentes und durch die 
Summe ausdriicken laBt. 


In der bezeichneten Richtung gibt uns die Methode der Tschirnhausen- 
Transformation einige wichtige Aufschliisse. Diese Methode besteht bekannt- 
lich in folgendem. 


®) Vgl. dessen Abhandlung: Uber Dirichletsche Reihen und algebraische Differen- 
tialgleichungen, Math. Zeitschrift 8, 8. 241. 
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Es sei die Gleichung n-ten Grades 
2*+ u, z*-!+ uw z*-?+...+ 4, =0 
vorgelegt. Um die Wurzel x als Funktion der n Variablen u,, u,,..., u, 


darzustellen, machen wir mit unbestimmten Koeffizienten ¢,, ...,¢,_, den 
Ansatz 


X=a*'!+ 4, 2%? +...4+-6-, 
und stellen die Gleichung fiir X auf; dieselbe lautet 


X* + U,X*'+...+0,=0, 


U, = nibs eres t,-1) 


eine Funktion A-ten Grades in #,,...,¢,_, ist. Bestimmt man dann die 
Parameter t,,..., t so, daB 


n-1 
U,=0, U,=0, U,=0 


wo allgemein 


wird, so ergibt sich, daB allein durch rationale Prozesse und durch Wurzel- 
ziehen unsere urspriingliche Gleichung sich in die Gestalt 


X*+0U,X** +U,X**+...4+0U,=0 
bringen la8t. Setzt man schlieBlich noch 


xX=yU,/Y, 
so entsteht fiir die neue Unbekannte Y eine Gleichung n-ten Grades, in der 
nicht nur die Koeffizienten von Y"-', Y"~*, ¥"~* Null, sondern auch der 
erste und letzte Koeffizient gleich 1 geworden sind. 


Hiernach erhalten die Gleichungen vom finften bis neunten Grade 
folgende Normalformen: 


z*+uz+1=0, 

z*+u2z*+v2+1=0, 
z?+u2z*+vzr*+wr+1=0, 
eeturt+vz'+w2?+pre+1=0, 
a*t+uz®+v2'+w2'+ pz?+qz44+1=—0. 


Da die Operation des Wurzelziehens auch nur eine Funktion eines 
Argumentes ist, so erkennen wir zugleich, daB die Herstellung jener Nor- 
malformen lediglich Funktionen eines Argumentes und die Summenoperation 
erfordert. Was unsere Frage nach einer algebraischen Funktion von wesent- 
lich zwei Argumenten im angegebenen Sinne betrifft, so kann offenbar die 
Gleichung fiinften Grades eine solche noch nicht liefern; denn da die obige 
Normalform vom fiinften Grade nur den einen Parameter u enthilt, so ist 
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offenbar auch die allgemeine Gleichung fiinften Grades durch Funktionen 
eines Argumentes unter Hinzunahme der Summenoperation auflésbar. 
Fiir die. Normalform sechsten Grades 


z*+u2z*+v2r+1=0 


miBlingen, wie es scheint, die Versuche, sie durch Funktionen nur eines 
Argumentes mit Hinzunahme der Summe zu lésen; es liegt daher die Ver- 
mutung nahe, daB die Wurzel dieser Gleichung sechsten Grades eine Funk- 
tion von der verlangten Beschaffenheit darstellt. 

Was die Gleichung siebenten Grades 


zi? +uz* + vz*+w2+1=0 


anbetrifit, so habe ich schon in meinem zu Anfang dieser Mitteilung ge- 
nannten Vortrage die Vermutung ausgesprochen, daB dieselbe sogar mit 
Hilfe beliebiger stetiger Funktionen zweier Argumente nicht lésbar ist; 
auch fiir diese Behauptung steht der Nachweis noch aus. 

Desgleichen ist vermutlich die Wurzel der Gleichung achten Grades 
nicht zusammensetzbar aus Funktionen von nur drei Argumenten, viel- 
mehr scheint es, daB die obige Normalgleichung achten Grades im frag- 
lichen Sinne wesentlich eine Funktion der vier Argumente wu, v, w, p ist. 

Um so bemerkenswerter erscheint es mir, da8 infolge des Zusammen- 
treffens verschiedener Umstiande die allgemeine Gleichung neunten Grades 
zu threr Auflésung auch nur Funktionen von vier Argumenten erfordert, 
indem die fiinf Koeffizienten u, v, w, p, q der obigen Normalform eine 
Reduktion auf vier Variable zulassen und also nicht wesentliche Variable 
in unserm Sinne sind. 

Um dies einzusehen, wenden wir die Methode der Tschirnhausen- 
Transformation an und gelangen so zu einer Gleichung fiir X von folgen- 
der Gestalt 


x’ +U,X°+0U,X'+...+0, =0, 

wo U,, U,,...,U, ganze rationale Funktionen von ?,, ...,¢, sind. 

Wir driicken nun mittels der in #,,..., t, linearen Gleichung 

U, (8,5 «++» bg) = 0 

den Parameter ¢, durch die anderen Parameter #,,...,¢, aus. Setzen wir 
den so entstehenden Wert von t, in U,, U,, U, ein, so gehen diese Aus- 
driicke in gewisse Ausdriicke U;, U,, U, iiber, die in ¢,,...,¢, bzw. von 
zweiten, dritten, vierten Grade sind.’ Indem wir sodann U, als Summe 
von acht Quadraten linearer Funktionen L,,..., L, der Parameter t,, ..., t, 
darstellen wie folgt 


Uh, (t,.--.&) = £94 49+...42!, 
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erkennen wir, daB die Gleichung 


Uy (t,,--+)t,) =0 
durch die Ansiatze 


L,+#L,=0, 
L,+itL,=0, 
L,+tL, = 09, 
L,+tL, =0 


befriedigt werden kann. Dies sind vier lineare Gleichungen fiir die Para- 
meter #,,...,¢,. Wir driicken mittels derselben ¢,,%,,¢,,¢, durch t,, t,, 
t, aus und setzen die auf diese Weise erhaltenen in ¢,, ¢,, t, linearen 
Werte in U,,U, ein: es entsteht dann je ein in ¢,,4,,t, kubischer baw. 
ein biquadratischer Ausdruck 


am” 


Us (ty, tgs ty) baw. U,' (t,, ty, ty). 
Nunmehr kommt es darauf an, #,,%,, %, so zu bestimmen, da8 auch 
diese beiden Ausdriicke verschwinden. 

Zu dem Zwecke bedenken wir, daB die Gleichung 

Uz (t,; ty, ts) = 0 

in dem dreidimensionalen ¢, t, t,-Raume eine kubische zweidimensionale 
Flache darstellt. Auf einer solchen Flache liegen 27 gerade Linien. Um 
eine derselben zu finden, hat man eine Gleichung 27*" Grades aufzulésen, 
deren Koeffizienten rational von den Koeffizienten in U, = 0 abhangen. 

Wir wollen nun untersuchen, wie weit sich die Anzahl der Koeffi- 
zienten der Gleichung U, —0 reduzieten laBt. Bekanntlich gestattet eine 
ganze rationale Funktion dritten Grades von drei Variablen stets die Dar- 
stellung als Summe von fiinf Kuben wie folgt: 


Us (ty, ty» ty) = M; + My + My + Mi + M,, 
wo M,, M,, M,, M,, M, lineare Funktionen von ¢,, t,, ¢, sind. Diese Dar- 
stellung ist im wesentlichen eindeutig: die Kuben M), M;, M3, M:, M?, 
sind Wurzeln einer Gleichung fiinften Grades, deren Koeffizienten sich 
rational durch die Koeffizienten der kubischen Funktion U; ausdriicken. 
Wir erkennen hieraus, da8 zur Darstellung der Kuben M ‘ M3, M;, M > 
M; und mithin auch der linearen Funktionen M,, M,, M,, M,, M, selbst 
auBer der Summenoperation nur Funktionen von einem Argument erfor- 
derlich sind. Wenn wir nun an Stelle von ¢,,t,,¢, die linear gebrochenen 
Werte 
m, = 3p m, = FE, m, = 3 


als neue Variable einfiihren, so wird aus der Gleichung U,’=0 eine Glei- 
chung von der Gestalt 


m} + mz + mz + 1+ (Vm, + Vam, + Vm, + V,)* = 0, 
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die nur die vier Parameter V,, V,, V,, V, in ihren Koeffizienten enthalt. 
Daraus folgt, daB, wenn aie Gleichungen 

t, = 0,8+4,, 

ty = 0,8 + 9%, 

ts = 0,8 + 9, 
mit der Variablen s eine der 27 Geraden unserer Fliche U, = darstellen, 
die Koeffizienten 0,, 03, 03, %s %, % ebenfalls algebraische Funktionen 
jener vier Parameter V,, V,, V,, V, sind. 

Setzen wir endlich noch in U, an Stelle von t,,t,,t, obige lineare 

Funktionen von s ein, so geht die Gleichung 


1h (t,, ty, t,)=0 
in die biquadratische Gleichung 
U," (8) = 


fiir s iiber, und die Auflésung dieser erfordert wiederum auBer der Sum- 
menoperation nur Funktionen von einem Argument. 

Die gefundene Tschirnhausen-Transformation liefert nunmehr, wenn wir 
noch in U,, U,,U,, U,, 0, die entspreehenden Einsetzungen machen, an 


Stelle der urspiinglich awe Gleichung neunten Grades eine Gleichung 
von der Gestalt 


X°+UsX‘+UsX°+U;X°+U:X+0; =0 


und, indem wir noch die Substitution 


X= WU; Y 
anwenden, gelangen wir zu einer Gleichung von der Gestalt 
y°+W,Y'+W,Y+W,Y°+W,¥+1=0, 

in der nur die vier Parameter W,, W,, W,, W, auftreten. Die Auflésung 
der allgemeinen Gleichung neunten Grades erfordert also nur algebraische 
Funktionen von vier Argumenten, und zwar kommt man mit Funktionen 
eines Argumentes, der Summe und noch zweier spezieller algebraischer 
Funktionen von vier Argumenten aus. Es ist unwahrscheinlich, da8 fiir 
die allgemeine Gleichung neunten Grades sich die Anzahl der Argumente 
noch weiter reduzieren laBt. 

Fiir die Gleichungen héheren Grades gilt offenbar die entsprechende 
Reduktion der Anzahl der Argumente. 


( Eingegangen am 26. 2. 1926.) 
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Ober das Konvergenzgebiet einer mit der Riemannschen 
Zetafunktion zusammenhingenden Reihe. 


Von 


Edmund Landau in Géttingen. 





Einleitung. 
Nach Riemann ist 
f(s) = = 


"an 


eine ganze Funktion; ihr Wert im Punkte 1 ist bekanntlich die Euler- 
sche Konstante C. 


Es sei 7'(m) die Anzahl der (positiven) Teiler von n. Nach dem 
Gesagten ist die Funktion 


o*(8) + 0"(#) —20¢(s) 
ganz; sie ist fiir o >1 durch die Dirichletsche Reihe 





(1) >y ae 


n=1 


definiert. 

# bezeichne die Konvergenzabszisse der Reihe (1). Trivial ist @<1 
(indem fiir o > 1 sogar absolute Konvergenz stattfindet) und # > 0 (indem 
T(n)—logn—2C nicht beschrankt ist, also die Reihe (1) fir s=0 
divergiert). Dirichlet (1849) konnte schon ohne Miihe # <<} beweisen. 
Von 1849 bis 1903 stand das Problem still; seitdem iiberstiirzten 
sich die Methoden, die Resultate und die Ausdehnungen auf all- 
gemeinere Probleme. Es erscheint mir daher niitzlich, heute die wichtigsten 
iiber  bekannten Dinge méglichst elementar zu begriinden, ohne aus der 
umfangreichen Literatur irgend etwas vorauszusetzen. Mein Weg ist fiir 
dies Problem noch nicht beschritten worden; ich ging ihn zuerst in meiner 
Abhandlung Die Bedeutungslosigkeit der Pfeiffer’schen Methode fir die 
analytische Zahlentheorie {Monatshefte fiir Mathematik und Physik 34 
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(1926), S. 1—36]. Wenn auch diese Abhandlung sehr allgemeine 
Randkurven behandelt, so stecken doch die Satze iiber # nicht in den 
Resultaten jener Arbeit; denn ich mu8 heute die Gitterpunkte einer Schar 
beschrankter, aber nicht gleichma&Big beschrankter Bereiche behandeln, 
wahrend es sich damals um einen festen Bereich handelte. 

Nach den einfachsten Satzen iiber Dirichletsche Reihen ist # die 
untere Grenze der 0, fiir die 

S (T(n) — logn — 20) = O(2%) 


. ase 
ist. Wegen 


p> (logn + 2C) = xlogx + (20 — 1)x+ O(logz) 


ist also # die untere Grenze der 9, fiir die 
» T(n)=2zlogz + (20 —1)x+ O(2%) 


: asec 
ist. 
Es werde fiir x > 0 


t(z)= ¥ T(n), 


nse 
zlogz + (2C —1)x= R(z), 
A(z) =1(x) — R(x) 
gesetzt. Dann ist also # die untere Grenze der O mit 
4(z)= O(2x”%). 
In dem schon genannten Jahre 1903 fand Voronoi 
(2) A(x)= O(xt log z), 
also # <i, durch einen etwa 40 Seiten langen Beweis. Ich habe langst 
darauf aufmerksam gemacht, da® sich (2) auf wenigen Zeilen aus einer 
Identitaét herleiten 148t, die Voronoi in einer anderen Arbeit (1904) als 
Nebenresultat fand. Diese Identitat lautet: 
Es sei 
4,(z) = { (4(y) - t)dy fir x«>0, 
ny 


(3) F(«) = | teost (cos — 1) at fir w>0. 

0 
(DaB F(qw) bei Voronoi in anderer Form erscheint, ist fiir meinen heutigen 
Zweck gleichgiiltig.) Dann ist fir x > 0 


(4) 4,(z)= — Tt F(4x* nz), 
“ ml - 


wo die Reihe rechts absolut konvergiert (vgl. Satz 5 nachher). 

















— ae 
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Die ganze Schwierigkeit liegt also darin, (4) zu beweisen, und das 
will ich mit meiner neuen Methode in §1 tun, an dessen Ende ich auch 
den kurzen Ubergang von (4) zu (2) reproduziere. 

Fiir diesen § 1 kommt mir zustatten, daB Herr Rogosinski in seiner 
Dissertation Neue Anwendung der Pfeifferschen Methode bei Dirichlets 
Teilerproblem [Géttingen, 1422] eine andere, sehr viel tiefer liegende 
Voronoische Identitaét bewiesen hat; ich iibernehme einen Kunstgriff aus 
dieser Dissertation. Diese Identitaét entsteht aus (4) durch formales 
Differentiieren und lautet demgemaB fiir nicht ganzes x > 0 (fiir ganzes 
xz > 0 ist die linke Seite von (4) gewiB nicht differentiierbar) 


A(x)—1 1, yifish» F’ (42? nz); 
na=1 
fiir alle x > 0 lautet sie 
(s) s@r0eset®) _ 1. Lem F' (4n*nz). 


In § 2 leite ich diese Identitaét (5) aus (4) auf einem Wege ab, der 
(abgesehen von der Begriindung der Hilfssitze iiber das asymptotische 
Verhalten von F(w), F’(w), F’(w), F’’(w)) dem etwaigen Leser meiner 
Abhandlung Bemerkungen zu der Arbeit des Herrn Walfisz: Uber das 
Piltzsche Teilerproblem in algebraischen Zahlkérpern {Mathematische 
Zeitschrift 22 (1925), S. 189—205] schon bekannt ist. 

Dieser § 2 fallt nicht aus dem Rakmen einer zum Andenken Riemanns 
erscheinenden Arbeit heraus. Denn bekanntlich ist 


2+mi 
f —¢*(8)ds, 
2-qwi 
R(x)-+ 4 die Residuensumme des Integranden in den Polen s =1 und 
s=0; nach der Riemannschen Funktionalgleichung ist fiir o < 0 





(6) (oO) SE t) oe tian 


(7) o9(8) = sin Fr" (1 — 0) 37), 

(42 a} Pe) , 
und (5) entstiinde sofort, wenn man die Verlegung des Integrationsweges 
auf die Gerade c= —} und die Vertauschung von Integration und 
Summation in dem entstehenden Integral rechtfertigen kiénnte. Kin Ver- 
such, (5) auf diesem Wege zu beweisen, erscheint allerdings hoffnungslos. 
Die alten Beweise von (5) (Voronoi, Hardy, Rogosinski) und mein neuer 
verlaufen ganz anders und stiitzen sich weder auf (6) noch auf (7). Ich 
werde in § 2 vollig im Rahmen der klassischen reellen Analysis (Riemann- 
sche Integrale) verbleiben. 
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Nun zur Hauptsache, d.h. zu # zuriick! Im Jahre 1922 hat Herr 
van der Corput durch eine komplizierte Methode sogar 


(8) b<t 


bewiesen. Auch dies Resultat leite ich, in § 3, aus der Identitét (4) 
auf dem Wege her, den ich bei dem analogen Problem der Gitterpunkte 
eines Kreises (statt wie hier eines Hyperbelsektors) in meiner Arbeit 
The Lattice Points of a Circle [Proceedings of the Royal Society 106 
(1924), 8. 487—488] beschritten hatte, unter Benutzung und Vereinfachung 
Littlewood-Walfiszscher Gedanken und mit etwas schirferem Ergebnis als 
diese Autoren (as sich aber nicht in # formulieren la6t). Ich komme 
in §3 zu 


37 
Sam 


wahrend Herr van der Corput mit seiner schwierigen Methode noch weiter 
gekommen war. Aber (8) ist schon die Hauptsache; dem Leser soll eben 
ein méglichst einfacher Beweis hierfiir vorgefiihrt werden. Da® dieser 
méglichst einfache Beweis nicht ganz kurz sein kann, wird den Leser 
nicht befremden. 

Nun von der andern Seite her! Herr Hardy und ich haben 1915 
unabhangig 

1 

bewiesen. Hierfiir gebe ich in § 4 einen neuen Beweis, der durch Spezia- 
lisierung aus meiner vierten Abhandlung Uber die Anzahl der Gitterpunkte 
tn gewissen Bereichen [Nachrichten von der Gesellschaft der Wissen- 
schaften zu Géttingen, mathematisch-physikalische Klasse, Jahrgang 1924, 
8. 137—150] herausgeschrieben ist. Er ist ganz kurz. 

Der wesentliche Inhalt des Folgenden ist also ein neuer, im Rahmen 
der reellen Analysis verlaufender Beweis fiir 


1 1 
4a°<3 
und fiir die Voronoische Identitaét (5). 
C,,+++)Cs, bezeichnen absolute positive Konstanten. 
§ 1. 
1 
> s 3 - 
Satzl. Fir 0<a<f, w>1 tat 
s 


f sin (t + @\ at 


a 





(9) <¢, fo 











— 
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und 


. 
(10) J sin (1-2) as | <0 Vo. 
| Beweis. Offenbar geniigt es, die drei Fille 
1. Jo-—Yose<psyortyo, 
2. 0<a<f< Jo-—YJao, 
8. JotVox<u<f 


zu betrachten; denn jedes abgeschlossene positive Intervall zerfallt in 
héchstens je ein Teilintervall dieser drei Gestalten. 


In den einzelnen Fillen ergibt sich nun 


YoYo 
1 | fan( (14° )at| < J a—2io, 








Yo-Ve 
f = 
2. und 3. f sin (1+ 2) at— pened. 
a Ps lta 


t? 
also nach dem zweiten Mittelwertsatz 





B 

, @ 2 2 2B 2Va 

in (t+ —)dti< <= <2y/o 
J: (+7) “3-1 Be, te < yep Stl 


a 
3. | {sin (1+ %)at| < : < a Ps ae Le 


a 1-5 i-k “J je - 





Satz2. 1. Fir 0<a<f, w>1 ist 


B 

| (11) | [costsin? dt| <e Yo 

| und . 

| (12) fins (00 - 1) as| < ¢, Vo. 





| 2. Fiir wo > 0 konvergieren die beiden Integrale 


(13) Joost sin$ a, J sine (oon — 1) a; 
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fir o> 1 ist 

(14) | { costsin® dt| < ¢, Yo 

und , 

(15) | f sin (cos —1)dt| <e, Yo. 
0 


Beweis. 1. Aus 


2 cos ¢ sin ~ = sin (t+) — sin (s—S), 


2 sin t cos 5 = sin (8-49) + sin (t —“) 


folgt nach (9) und (10) fir O0<a<f, w>I1 


(11) | cos tin? dt | < jo, 
f 

(16) | {sin t cos at| <¢, jo. 

Aus (16) und 


B 
| fsintdt| <2 
folgt ’ 


B 
| J sint (008 — 1)at| < ¢, Vo +2<¢,}o, 


womit (12) bewiesen ist. 
2. Die beiden Integrale (13) konvergieren fiir m > 0; bei t= 0 ist 


dies klar, da der Integrand fiir ¢>0 gleichmaBig beschrinkt ist; bei 
t= oo folgt es aus 


cos t sin ¢ = cost ( +O (3) = ot +0 (3), 
sin t (cos ® - 1) =O (=) 
und der Konvergenz von 


a 
cos t 
= at. 
1 ° 


(14) und (15) folgen nunmehr durch Grenziibergang aus (11) und (12). 








Dei 


2). 
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Satz3. Fiir0<a<f, w>2 ist 
r d 
o\dt ¢, 
(17) Jolratl<# 
und 


(18) 


p 
J cos ( —$)% < qi. 
@ 





_— 


Beweis. Wir unterscheiden dieselben drei Falle wie beim Beweis 
des Satzes 1 und finden einzeln 














ws sar 
dt 2 
1. | fone 9)4 \< J 4 bie aS arin 
Yo — Vo Vw 
Vom Yes 
B 
a sin (t+ } 
9 a wR A 
2. und 3 cos (t+ 2) Sf — 2 
“a s t 
A | 
dt 2 2 2 
2. J cos(t+ 9) 44) s— <—,s=—: 
ne deat wo —B Vo 
a B v 
! p 
\dt 2 2 2 
3 (64-1515 mee 
J cos tt3)/713 . cle 2% 
ss a 
Satz4. 1. Fir 0O<a<f, w>2 ist 
(19) | Fine << - 
Veo 
und 
9 @ dt| to 
(20) | J cost cos > t | <3 
2. Fiir » >0 konvergieren die beiden Integrale 
. - wodt dt 
(21) J sintsins = J cos cos * =3 
0 0 
fiir m > 2 ist 
* (22) | sinesin 48) < & 
t ti \e 


Mathematische Annalen. 97. 17 
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und 
| dt " 
(23) | [e081 008% 4) <2. 
0 
Beweis. 1. Aus 


2ain w sin > = — cos (t+ 2) + cos (t—%), 








@ @ 
folgen (19) und (20) nach (17) und (18). 
2. Die beiden Integrale (21) konvergieren fiir m > 0; bei t= 0, weil 


sinft . @ cos ¢— 1 @ 


5; Te ey 
fir t > 0 beschrankt sind und 





ist. 

(22) und (23) folgen nunmehr aus (19) und (20). 

Satz 5. 1. Das in(3) definierte Integral konvergiert fiir w > 0, und 
es ist 
(24) F(a) = —f sin t (cos 2 - i)dt -_®* f sintsin® &! | 

é tt 
0 0 

2. Fiir w > 2 ist 
(25) | F(a) | <e, 08. 

Beweis. 1. Die Konvergenz des Integrals (3) ist bei ¢ = 0 trivial, 
da der Integrand gegen 0 strebt; bei t =o folgt sie aus 

o @* 1 @* cost 1 
Fir 0<a<f, w>0O ist 


| fveet(cot—1) a 


| = {sint-t (cos? _ 1)" J sine (oon —1+ + sin “) dt. 


/a 


(26) 


«+0, B—co gibt (24). 
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2. Aus (24), (15) und (22) folgt fir w > 2 
| F()| So, Jo +2 <cyo'. 


Satz 6. Hs sei O<a<f, w>2, rez ganz, f ganz. Dann ist 
| soot (oon’ —1) at] < ey ow. 


Beweis. In (26) verschwindet das integralfreie Glied rechts wegen 
cos = 1, sin f = 0. 
Die Behauptung folgt also aus (26), (12) und (19). 


Satz 7. Es sei 0 <3 <5, 5 ganz, h>0ganz,k>0 ganz, hkx>1. 
Dann ist 


é 
(27) |2, f w00s (2h u) (cos (2282) —1)au| <2. 
3 hk 
Vorbemerkung. Der Witz ist, daB die rechte Seite von (27) einer- 
seits von 6 frei ist und andererseits, iiber A und k von 1 bis co sum- 
miert, eine konvergente Reihe ergibt. 
Beweis. Es ist 


x 
3 
1 \ 
ge) wooe(2hu) (008 (2a 5) - 1)du 
ahs 
=o f tos t (cos *=-*** _ 1) az, 
2ahé 


also nach Satz 6 mit 
a= 22hé, eric o=42°hke 


(man beachte, daB m > 2 ist und daB =*- —k5 und £ —h= ganz sind) 


fooutnnt 


i 
— | 6 (4°) (Aba) = 9° 





<7. 





nig 
17* 
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Satzs. Es sei x>0 fest, 0< 5 < yz, 5 ganz. Dann konvergiert 


1 5A) fac onde) (on(2n03 *)—1)au| 


Zi 
und zwar gleichmafig in 6. 
Beweis. Nach Satz7 ist fiir hkz> 1, d. h. fiir alle hk, k& bis auf 
endlich viele Ausnahmen, (27) giiltig. 


Satz 9. Es sei x>0 fest. 5 strebe gegen 0 durch die Werte = 
wo m-> 0 und ganz ist. Dann ist 


lim $ 1 fen cos (2 2h wu) ( cos (2x b®)— 1) du 


(28) ’ im =, 


1 “TT ( ) 
~~ a2* > F(4a nz). 
n= 


Beweis. Nach Satz 8 ist die Reihe unter dem Limeszeichen fiir unsere 
d, soweit sie < x sind, absolut und gleichmaSig konvergent. Das all- 
gemeine Glied strebt bei 5—-0 gegen 


\, J 1008(22¢h w) (cos (22 k=) 1)du 
k? \ “ 


x 


m l bial ( 4a*hke us 
‘i cata | teost cos : 1) dt = 





= Tt 3 P(4a*hkzx). 
Daher ist der Limes auf der linken Seite von (28) vorhanden und gleich 
der absolut konvergenten Reihe 


a 


> - = F(4Ax*hkez) = py AP F(4ntnz). 
n=l 


2 
abet hk 





Satz 10. (4). 
Beweis. Wegen 


f (aw) + t)ay= f (ylogy + (20-1) y+ 4)ay 


Q 0 


x 


=" loge +(0— 3) 274 z 








Eine mit der Zetafunktion zusammenhangende Reihe. 261 


lautet die Behauptung ausfiihrlicher: Fiir x > 0 ist 
Bs 
2 
J (vay =Floge + (0-3 +) x? +9- SO ru a*nz). 
0 


Wenn alle Summationsbuchstaben ganzzahlig und positiv sind und 
leere Summen 0) bedeuten, ist 


ee y ldy= 2 y fay= a le- a) 
2 3 B(e—ad)—¥ O(a), 
as =* y= 
wo 
P(u)= O(u;xz)= S(x-—-ub) fir u>O0 
bs* 


gesetzt ist; hiernach verschwindet ®(u) fiir u> z. 
Nun sei 


0<d<5, 6<1, + ganz. 


Im Intervall 6< u <5 ist offenbar ®(w) stetig und fallt monoton. Nach 
Dirichlets klassischem Satz iiber die Fourierreihe ist also 
£ 


é ood 
(29) fr(y)dy = > (a) = [ (u)du+2y f cos( (22hu) P(u)du. 


dsas atti 


Nun ist fiir «> 0, wiederum nach Dirichlets Satz, 
®(u)= SS (x—ub)—-2z 


z 
Zz 


(x — uv)dv+25 f cos(22kv)(x—uv)dr 
k=10 


I 


CMe la 


- 


cla 


oon (208 = ) 


cad ae 
eae Soak ug t25 tae 
z 
(30) 2* “ ¥ cos (2.0 =) — 
2u 2 2x4 : ke : 
Far d6<u <5 ist die Reihe auf der rechten Seite von (30) gleich- 
maBig konvergent; daher ist fiir ganzes h > 0 
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[cos 2axhu) ®(u)du = { cos(2nhu)(Z% —$)\du 


- rin [uoetendwy oom (082) —1)du, 
k1 





also nach Satz 8 
7 a 
2 >) [cos (22hu)®(u)du=2>’ cos (2 ach u) (F~ — 7) au 
A=1 h=1 
(31) ae, 
— 3 ZF [eee anhe)(om(20b5)—1) 20. 
Abermals nach Dirichlets Satz ist (da = ganz ist) 
d(%-9)- > (%-§) 
es dses% 
5 Ss 
=3(35-3)+J (Gaara cos (2ahu)(=-— 2) du 
é 
also 
Pe. 
2d) | cos (22h u) (= — F)du 
A=1 
7 
—$03-35-i(F-9)- Foes + HG -9) 
=¥(log$ +0 + 0(1)) + 0(1) + $— log ¥, + o(1) 
(32) = — Flogt + 222+ 24 0(1), 


falls 6 durch die genannten Werte gegen 0 strebt. 
Aus (31), (32) und (28) folgt 


2 cos (22hu) ®(u)du 
(33) 2 


on = Se Cc &_ he SE) B(4.n* nz) + 0(1). 
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Andererseits ist 


7% 
foe Pee )du= =>! (a —ub)du 
b=1 


os 


— S(«(§-8)- 48-0) = 84-00 4 8849) 


1 b=1 


(log $ + C+ 0(1)) —$2* + 0(1) 


Mais 


(34) = 


ro" aa T 


log 5 + % loge + (S —3)2*+4 0(1). 
Aus (29), (33) und (34) folgt 
; 2 
fray = + log z+ (o- +)z* + i- md % =e F(42*nz) + o(1), 
9 
also, da die linke Seite von 4 unabhangig ist, die Behauptung 
Satz 11. 1. F’ (wm) existiert fir w >0, und zwar ist 





(35) F'(w)=— costsin dt. 
0 


2. Fiir w > 1 tat 
(36) | F’(m)|<¢ Jo. 
Beweis. 1. Das Integral 


feos sin ® at 
0 


konvergiert auf jeder abgeschlossenen positiven w-Strecke gleichmabig; 
dies ist bei t= 0 klar, da der Integrand fiir >0, wm >0 gleichmaBig 
beschrankt ist; bei t= oo folgt es daraus, daB auf jener Strecke gleich- 
maBig in » 
cos t sin = cos t( * +0(4)) =o! +0(5) 
ist. 
Aus (3) folgt also 


F'(o) =| cont (000% —1)dt=— J 08 ¢ sin * dt. 
0 . 0 


2. (36) folgt aus (35) und (14). 











264 E. Landau. 
Satz 12. Fiir > 2 ist 


nag n i 
und 
So < Cys § * Tog ¢ 
n>Ee n 
Beweis. | 





m Don Py => a4< +48) 


nS: abst (ab)* oscat “eb! asia 
=o 


=¢,¢° > b ~ <¢,,& logé, 
a 


@ y 7) 1 - yt y4+ 2454 
> 





h 


n> ni ab>é s(ab)t asia a>§ @* p=1 b* 


rr 


< Ye 


1 é | ‘ 7 1 ~-j 1 ~ 4 = 
5 oaz (=) + Cy, =< C75 at MS < C45 € log ¢ 
asta a>t a* ass 


Satz 13. (2). 
Beweis. Aus Satz 10 folgt, wenn zur Abkiirzung 


gesetzt und 


{Y logy + (0 —: +)y? +4) ‘= +2R(z) O(z* log x) 


beachtet wird, 


Ps r ' f_@ T o aTrz 

(37) J <(u)dy— + eR (e) +0 (e*log2) — LY PO) ¢ (4a? my) J" | 
z | 
Fiir xz > 8 ist 


e>a2t+2>r—2' ‘S>! 
also einerseits nach (25) 
| {F (42% ny) }2*° 


)| 
(38) <¢,,(8a?nx)i+¢,,(4a*nz)i<ec,nizi, 
andererseits nach (36) 


to 





< | F(42*n(x+2))| . |F(4a?nex 


\{F(4 a* ny)}**"| =42'n fr (4 n*ny)dy| 


(39) <42°nzc, VBa'nz <c,, nix". 
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(39) verwende ich fiir n<z', (38) fiir n>a* und erhalte nach 
Satz 12 


SF (4a* ny)}2*" I< catty Pp +6 Cop Z nny 


ont asx a>zi 


< Ca, t% e,, 2" log(a*) + c4,2! 4,2 3 log (x* ) 





(40) < Cy t* log x = c,, 2” loge. 
Aus (37) und (40) folgt 
atz 
(41) J t(y)dy = +2R(x) + O(2*logz). 


Wegen der Monotonie von t(z) ist nach (41) einerseits 
a+z 
t(x)< tf t(y)dy = R(x)+ O(zlogz), 


x 


andererseits 


(2) 21 [(y)dy = R(x) + O(elog2), 
folglich as 
t(x) = R(x)+ O(zlogz), 
A(x) =1(x) — R(x) = O(zlogxr) = O(xt logz). 


§ 2. 
(5). 


Satz 14. Bei w—-oo ist 


2Vo % _oya 
oon (1+ 3) = Va ue | + 0(g) 
Ho jo 
und - 
f sin (t+ ®.) dt = x Vosin (* + 2a) +0(1). 
Veo 
Beweis. 
Von 2Vo 2Vo 
ont) Fm fom(S 0) =f om(tt 3)4 
Vo Vo Va 
2Vva 2Va 
*) coe(t+ %) #2 { ooe(e+ 2) #; 
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Yo Vo 7 
an (0+ arm fain( +0) 282 Pan(eg) A 
- as Ye 
2Yo 2Vo 
(43) f sin(t + 2) dt= sin(s+%) "+ a 
Wo Veo 


Auf die beiden Integrale rechts in (42) und (43) werde die Sub- 
stitution 


angewendet. Dann ist 
#?—2 yw ut+o=0, 


t= jo(u+ ye*—1), 




















1 dé ) 2 an u 1 
77 (1+5 "wai (u>1), 
= aI (u > 1); 
daher ergibt sich 
(44) Jou(s+5)4— fone yo) gS 
2Vo - 5 ‘ 
: @ t = ° —, udu 
(45) Jaa (t+ §)F— 21 fina 1) SE, 


Fiir I<u<} hat sowohl at als auch wo die Form 


1 
"yeni +P (u), 











wo ¥(u) von beschrinkter Variation ist. Die Integrale auf der rechten 


Seite von (44) und (45) sind also nach dem zweiten Mittelwertsatz von 
der Form 


[4 —_ 
098 (2 u Yo) _ PB sin (24 1@) 
# Sea + Oe) =F ———- du + 0(—). 
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Hierin ist 
fj a f sin (20) +2)o) 


u—1 aime Yo . 








= (3 fa) fe) ao 4% (2 ya) f2e22I®) a 





“iaalBorm fear eerie 


= aie Vi(S Ye) +e) - “pa tt) 


Alles in allem kommt also heraus 
2Vo 


fa(e+ 5) —a(4ygE—"™ ,0(34) 


Vo 











(46) fin sin © 4 = le +0 (+), 
(47) f cost sin * at = IF Youin(2y@-+2) +0(1), 


(48) [rin (cos? — 1) €¢— Y* Vo sin(2 Yo+ =) + 0(1). 
Beweis. Fir wm >1, 0 <a <P ist, wegen t-+ >> 2 yo, 1+35>1, 
nach dem einmal oder zweimal anzuwendenden zweiten Mittelwertsatz 


wy |fonle—s)4|- f saa! 


@ 
its 


2 








Yo” 
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wo [fant -syal-|f2B 


Ist iiberdies 6 <})m oder «> 2), so ist, wegen |t-- $ . 


<2. 

















und |1— 
‘asin(++ 9) 
dsin|t+- | 
(51) | feel 14-2) Mt] | | ce, 
ae. | }@ 
= t ! 
f 
| d eat d con (t+ 7) 
52 fsin t+ | cae. Se 4d 








Aus Satz 14, (51) und (52) folgt fiir w >1, falls O0<«< Ly¥@ und 
p> 2yVo ist, 








. (=_2Ve 
(53) { coe (s-+ ) 4 — ya —S— ) > 
b > Fi 
(54) f sin (1 +) at — yo Yoo sin (7 +270) | ae 





Aus (53), (54), (49) und (50) folgt fiir wm >1, falls O0<a<tym 
und 6 > 2Va ist, 














8 \ 
— sin|2}o—— 
(55) { sine sin * “ _ ts ariwia - a) <2, 
r jo ye 
3 —_ 
(56) | f cos sin as—'s Vo sin (27m + 7) S Cg 
und 
fs 
f sin t cos ® ar — ls Yo sin (2¥@ + =) < 
also , 
f in 
(57) J sint (cos —1)a 1) dt —yos it(2Y@-+%)| <eu+2— ey. 
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In (55), (56), (57) darf wegen der Konvergenz der Integrale «—-0, 
B-—+co gemacht werden, womit (46), (47), (48) bewiesen sind. 

Satz 16. F(a) tst fiir w > 0 dreimal differentiierbar, FP” () stettg, 
und bei w—+ co ist 


(58) F(w) = —!3 wt sin (2 — +) +0(/a), 
(59) F'(w) = —!2 jo sin(2¥@ +2) + 0(1), 
(60) F" (w) = O(w~*), 

(61) F”'( yn ee tsin(2¥o+%)+0(-). 


Beweis. 1. Nach (24), (15) und (46) ist 
F(@) = 0(V@) —'* w' sin(2¥@—%)+0(Jo), 


womit (58) bewiesen ist. 
2. Nach (35) und (47) ist (59) richtig. 
3. Aus (35) folgt fiir w >0 


(62) P"(o) =~ fe cos t cos <- .. 
0 
Denn das durch Differentiieren unter dem Integralzeichen entstandene 
Integral konvergiert auf jeder abgeschlossenen positiven w-Strecke gleich- 
maBig; bei t= oo folgi dies daraus, daB auf jener Strecke gleichmaBig 
@ 1 _ cost cos t 1 
ween 8 (+0 =F +0) 
ist; bei t= 0 daraus, dab 
ol 

(cos t — 1) cos > 

fiir 0 <t<1 gleichmaBig beschrinkt ist und 


1 


1 o 


f @ dt f 1 du 
cos —- -- = | cos— -— 

“u 
é é 


o 


bei 6+ 0 auf jener Strecke gleichmaBig gegen 


strebt. 
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Aus (62) und (23) folgt (60). 
4. Jetzt miissen wir beim Weiterdifferentiieren vorsichtig sein; 


f - @ at 
cost sin — — 
¢ t¢t 
wiirde (bei 0) divergieren. | 

Nach (62) ist fiir w > 0 


270 


cate it c. cos 2 


Hieraus folgt fiir w > 0 
, w dt ow dt 
(63) F"(o) = J (cont —1) sin ¢ +22 + font win 2 


und die Stetigkeit von F’’(w); denn die beiden Integrale in (63) kon- 
vergieren gleichmaBig. 
Aus (63) folgt fir wm > 0 weiter 


PF" (@) = APMIS. 55 





aie 


=} fins (cog iat +e yt fl 1) at 


1 q . @ 1 
(64) =1{ sint(cos® —1)at-+2. 
Aus (64) und (48) folgt (61). 
Satz 17. 


(65) 4,(2)=F, zat 5 7) sin (42 )nz — *)+0(V2), 

‘also a fortiori 

(66) 4, (x)= O(2?). | 
Beweis. Nach (58) ist fiir w >1 


| F(o) + Fart sin(2¥@—%)| < ey Vor, 
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also fir x >1, n2>1 


|F(4xtnz) + 1 (an)! (nz)' sin( 42 /na — *)| < cy, (nz; 
daher ist fiir zx >1 





SED F(An *nax) + 22° ot 5) 2) n(42/nz — *)| 


n=1 nt 


< Cy, V2 3 7) O(/z), 


und Satz 10 ergibt (65). 
Satz 18. 


F’ (4x? 
famd (EY) dy = G (2) 
konvergiert 
1. fiir jedes x > 0; 


2. auf jeder abgeschlossenen positiven x-Strecke, die keine ganze 
Zahl enthalt, gleichmapig; 


3. fiir ganzes x > 0 gegen den ,,Mittelwert’'; d.h. es ist fiir ganzes 
z>0 





(67) G (2) = LEO Set). 


(Fiir nicht ganzes x > 0 ist (67) nach 2. klar; denn dort ist G(x) stetig, 
wegen der gleichmaBigen Konvergenz in einer Umgebung.) 
Beweis. Auf jeder abgeschlossenen positiven x-Strecke ist nach (61), 
(60) und (36) bei y — co gleichmaBig 
a’ (F(4sty2)) a 162*2* PR” 
dy* ot 


: (42*%yx) 9 42°F" (42*%yz) + 9 F'(4a*yz) 


y y* y® 
= 65 ((y2) * sin (Aye +3) +0(5)) +0(f9-#) +0 Gia!) 


a — a 
= (4 1v=+3) 


(68) =C,,24 7 +0(<,). 


Nach (65) ist bei y — co 


(69) A,(y) = Cae y? i 7) sin (4xyny — 3) + O(19). 


n=1 
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Nach (69) und (68) ist auf jener x-Strecke gleichmabig 





F’ (42*% yx) 
A(y) a (A-Gatys ) 
* sin (4x)ny— =) sin(42)zy += 
a nt SEM ¥ D ,9(4) 
a=1 7 y 


Daher geniigt es, die drei Behauptungen des Satzes 18 fiir 
f n) 28in (4 Fy 7) sin (42 *V¥+; i) 
1 


asec ie emacs ~ ~ay 


y 


Ms 


n=1 —- 
zu beweisen. 
Nun ist 
2 sin(42)'ny _ 3) sin (4ayzy+ *) 
= sin(42(yn— yx) Vy) — cos(4a(jn+ yx) Vy). 
Das Integral 
jer T(n) cos (42(V"+V2)ND) gy 
¥y 
1 #=1 


konvergiert fiir z > 0 gleichmaBig. Denn es ist fiir m > 1 (wegen der 
gleichmaBigen Konvergenz der Reihe auf 1s y<o) 


@w 


» 


* T(n) cos (42(jn-+ }x) by) de Ps pie) fo on (42 (In+ D2) 19) gy 


1} “al n! y y 
s (Vn+Vz)* @ Ms 
(70) = Stim) ( oa(4zt2) 9. 
n=1 <e . 
(n+) x)* 


wegen de: Konvergenz von 


ist fir loa«< Pp 


es 


< Cy, 


joel: Fue “y 





also die Reihe auf der rechten Seite in z>0, w >1 gleichmaBig kon- 
vergent; bei w—+ oo strebt also der Ausdruck (70) gleichmaBig in x > 0 
gegen den Grenzwert 


— % 
a=i n* 


Si) | seis 


(1n+Vz)* 
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Daher geniigt es, die drei Behauptungen des Satzes 18 fiir 





Pe ao (60(fe— yz) Vy) dy 


a=1 ni 


zu beweisen, Fiir z >0, w >1 ist 











f >» T(m) sin (4x()e—}2)¥9) gy = Sr T(n) sin (4x (Jn—)=) ) ay 





n=1 ni y a=1 ni i y 
, Va-Yal*o 5 
T : in (4 
(71) = 5) 7) sign (n — 2) f sin (45) 9, 
-;" (Va-Va)* 


Wegen der Konvergenz von 
f sin (42 yz) ie 


z 
u 


B - 
fire -w 


Die Reihe auf der rechten Seite von (71) konvergiert also in x >0, w>1 
gleichmaBig; bei w — co strebt also der Ausaruck (71) fiir festes x gegen 
einen Grenzwert, da dies von jedem Integral in (71) gilt; dieser Grenz- 
wert von (71) ist 


Dy 7 P sign (n — 2) f sin (4212) 4, — @, (2). 


aSz” (Va-Va)® 


ist fir OS a< fp 


Bei ganzem x = & > 0 ist 





denn es ist 
G,()— 7 7 sign(n— 3) [  S24=¥®) ae, 
“s (V¥n—Ve)* 
fir §-—l<2<é 
| @s(=) — A sien (m — &) sin (4219) gg 
(72) St * (Va—Va)® 
| 4 2) site yz) ie 


OF pe es 
(Vé-Vza)* 
“Mathematische Annalen. 97. 18 
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fir F< 2<§&+1 
G, (2) = 3) 7 sign ~ 8) f sin (49) g, 
(78) s (1n-YVa)? 
_ Fé) > ie *) as. 
(VE-Va)* 
also ist wegen der gleichmaBigen Konvergenz der Reihen in (72), (73) 


aeeeeds. Aatig 








@,(8 +0) = @, (g) — TE { sin(4z) g 
¥ 0 
G,(§ — 0) + G,(& + 0) = 24, (é). 

Endlich strebt auf jeder abgeschlossenen positiven 2-Strecke ohne 
ganze Zahl der Ausdruck (71) bei w—+co gleichmaBig gegen seinen Grenz- 
wert, denn die Summe auf der rechten Seite war fiir zx > 0, w > 1 gleich- 
maBig konvergent; bei festem n ist sign(m — 2x) auf jenec Strecke kon- 
stant, und 

(Yn-Ya)*o ’ 
ace) dz 
(Y¥n-Va)* 
strebt gleichmaBig in n und den z der Strecke gegen 
2 od dz, 
(Va -Vz)* 
weil (yn -—— j'x)* eine positive, von m und z freie, untere Grenze hat. 
Damit ist ailes bewiesen. 
Satz 19. Die Rethe 


(74) yr F’ (42? nz) 


hat die drei in Satz 18 von dem Integral G(x) nachgewiesenen Higen- 
schaften. 


Beweis. Wird bei festem x > 0 fiir y>1 
F’ (42% yz) 
y 


= fly) = f(y; 2) 
gesetzt, so ist bei ganzem m > 0 ; 























Eine mit der Zetafunktion zusammenhingende Reihe. 275 


SAP F (dt nz) = D7 P(x) fn) = x(m) fm) — 3) Tn) (fom) — F(n)) 


=1(m) f(m)— >» T(n){ r'(y)ay = 1(m) f(m) — frind T(n)dy 


—r(m) fm) — f e(y)f' (way 


= (R(m) + 1) f(m) —f (Rw) + x) f'(y)dy 


i 


+ (4(m)— 4) r(m)—f (4(y)— 3) Pay 


—(R(1) +4) 00) +f Bwrdd 


(75) 


+ (4(m) — 4) f(m) — 4,(m)f'(m) + 4,(1)F°(1) + f 4,(u) Pw) ay. 
1 


Es geniigt zu zeigen, daB jedes der sechs Glieder auf der rechten 
Seite von (75) bei m-—+oo die drei behaupteten Eigenschaften hat. 

Fiir das sechste ist dies durch Satz 18 bewiesen. 

Das erste und fiinfte sind von m frei und hangen stetig von x ab. 

Das dritte und vierte streben auf jeder abgeschlossenen positiven 
2-Strecke gleichmaBig gegen 0; denn erstens ist 


A(m) — z = o(m*) 
(ganz roh; aus § 1 wissen wir sogar, daB es O(m! log m) ist) und nach (66) 
4, (m) = 0(m*) = o(m!), 
und zweitens ist auf jener Strecke gleichmaBig nach Satz 11 


ot -3 
f(m)=0()=o(m-), 
nach (60) und Satz 11 


p(n) = Ante = eas) _ Fates) o(#—)+0(%) =0(m~*). 





Was endlich das zweite Glied betrifft, so konvergiert 


f(y) f(u)ay — f YE Pant ye) dy 
1 i 


18* 
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auf jeder abgeschlossenen positiven x-Strecke gleichmaBig, weil fiir w > 1 


fimevsze 
: y 








FP’ (4n* yx)dy 
1 flogy+2C a 
7. as {— F(4atyz)} Ys 


1 d 2c 
garg | PlAntyx) A (lone +26 )ay 
1 
ist und nach Satz 5 gleichmaBig 


F(4n° yz) =0(y), 
fy (82 **°) — 0 (28) 
ist. 


Damit ist alles bewiesen. 

Satz 20. (5). 

Beweis. 1. Aus (4) folgt (5) fiir nicht ganzes x >0 durch Diffe- 
rentiieren auf Grand der in Satz 19 festgestellten gleichmaBigen Konver- 
genz der Reihe (74) in einer gewissen Umgebung dieses z; an jener Stelle 
ist ja 4(2x) stetig (da t(xz) in einer Umgebung konstant ist), also 


Bi (#) = A (2) — 4—O 4 4(S +0), 


sowie 








2. Da die Reihe (74) nach Satz 19 auch fiir ganzes x > 0 konver- 
giert und den Mittelwert darstellt, ist (5) nach 1. auch hier richtig. 


§ 3. 
1 
o<F- 
Satz 21. Es werde fir 0S x<1, t>0 
pte -«3(t a te “3 
(76) ettlits, n=0 _ a Pr 


A=0 
gesetzt. Dann ist fiir «> 2 


> len(t)| (27 *) < ey. 
h=0 
Beweis. Offenbar ist 


‘ © S\(He- ty 
Slain hrse = | 


Zev" Silo hr | | 


=6 
= <e = C49: 
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Satz 22. Es se 


V(Y)=rytnY t+ ny + ryt NM: 
wo die y reell sind. Es sei u>0 ganz, h=>0 ganz. 








Dann ist 
‘a fr\" | ee 1 
(77) |) eo] ca( ut tnt eae) 


Beweis. Steht z. B. auf 8. 107 —109 des Bd. 20 (1924) der Mathe- 
matischen Zeitschrift (Spezialfall k = 4 des dortigen Hilfssatzes 3); es ist 
eine unmittelbare Folge eines Weylschen Gedankens iiber diophantische 
Approximationen. 


Im Rest dieses Paragraphen ist «> fest gegeben; a,,...,@,, be- 
zeichnen positive, nur von ¢ abhingige Konstanten; {f} bezeichnet fiir 
reelles # den Abstand von # zur nachsten ganzen Zahl. 


Satz 23. Unter den oe des Satzes 22 ist 





unl 


Beweis. In (77) nimmt h,h,h, nur positive ganzzahlige Werte 
8 <p* an; jeden solchen bekanntlich héchstens a, s* <a, u** mal. AuBer- 


dem ist stets 
jsin p| > {121}, 


da beide Seiten die Periode a haben, gerade Funktionen sind und fiir 
0<6<5 








|sin | ~ sing > p — 2{ 121) 
ist. 
Daher ist 





“ 
> 1 
ale Tain Ty, Kg) So" «3? ain (pata xt) 


s=1 
iT 


<a" Min (“Ti n) 


s=1 — |%\|8 
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also nach (77) 


S(t) err < (x ena YS a 4)) 


“ 


ss (usm f/S: Mn (o-7a 9) 


Satz z4. Es se 





t>2, u>0 ganz, v > 0 ganz, ust iow, 
Dann ist 


ae bli, 
Seer cane (ni sw 3 min ‘TLE : = ) 
‘r=0 . ' {azz tee ¥} 


Beweis. Fiir jedes vorkommende r ist 





0<f <A cto <1, 
also nach (76) (mit r=t)/v, e=") 


t Vou 5 (3 
=e Ns) Satevey(z 


\by et ed (2) (:) 


t ess += 
eftletr mae v 


ie Pats yo) (*) (=) e *0 
hA=v 
Se 2 nol ever S (*) ry" 
(78) Sethe Yawyo(*) S(t)e = a 
-_ A=0 r= S 


Fiir jedes h > werde Satz 23 auf das Polynom 


viy=t¥o S'()) 5 


angewendet; hierin ist 
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Nach Satz 23 ist also fiir jedes h > 0 


<a, pm (n+ 18 YS win (s Enc) 





)| 5 (E)te cde tl 


r=0 





s--1 
wo die rechte Seite von A frei ist. 
Andererseits ist 


o<kctrty* (tye) *, tyo>2, 
also nach Satz 21 


(80) p> jes(tVori(E)'s Y lextev9)| (t¥e) 9) < ew. 


Aus (78), (79) und (80) folgt die Behauptung. 
Satz 25. Es sei 


t>2, N<N'<2N, WN und N’ ganz. 














Dann ist 
Wy’ — i 
S ettve| <a, N*(NWe ee + yet ge) | 
jn=N 
Beweis. 1. Es sei N<#*. Dann ist 
5 “@tiVa < | 1 ants — n't ye <n* 17° < n(n aie n't 47). 
2. Es sei N>t*. Dann setze ich 
p= rte go ty, 
Wegen 
ist 


ar i < 7 < ywre t*, 
(81) wc Nt ye, 
Ich setze ferner 


Dann ist 








w+i<sN’—N-—Mp+1 
N 


(82) <N’-N- (77 - t—*)ut+l=n 
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21. Es sei M=O oder 1. Dann ist nach (81) 





Pa tees anita 
se s5 1=N N+1<524S2N"t 
n=N n=N 





< 2N* (NE to 4 it yee), 
22. Es sei M>2. Ich setze 
v,=N-+-my fir m=0,1,..., M. 
Dann ist 

Nsv, <0y=N+ Mu <w+5—*p=w’<an, 
s nro grt 
t byze gt wie 
ust tox, 

also nach Satz 24 fir OS m< M 





=l, 





ny 1 S 


(83) 





a s=1 
Nun ist 
N’ — M—1 Oms,-—1 . Nv’ i 
D» ett¥s — y v eft nm + > ettts, 
n=N m=0 n=Om N=0y 
also nach (82), (83) und (81) 
M-1i 


<3 | ma svn 
Siz a 4 


' m=0 'n=0m 








y’ ‘ 
—" 


+H 





Sew] | ettVen te | <a, f ‘(ai + pt S'uin(, OTE al 








-1 8 eee - 
(84) <a,p'piM+a,p'p! iy /Smin(s rat) + wie we, 
m=0 s=1 " { tavn¥) 
a 
Hierin ist 
(85) uw < nee, 
(86) wim <p ® : == Nu * b— W.2N 8 gt oN yt 
; sy) a = 
(87) byt Fea we, — —)su' VE Y Min (es —ae) 
Ei) m=0 s=1 {sant se, } 
Ferner ist 


nM < pt _ yi a? < Ni.gn gt _ on tt yt, 


ne 





<= 
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Aus (84), (85), (86), (87) folgt daher 


| LS ews | caw (wie + N* yee) 
n=N 








(88) ee M-t 
}. a, nist nit ay , Min (+, i ai) 
s=1 m=—0 
Hierin schatze ich zunachst bei festem s die innere Summe 
M-1 
(89) > Min («, =) 
m=0 {we tev, wi 


ab. Fir 0<m< M—1 ist (wegen v,,,—v,,.=, 04, <2N) 
15 _ he 15, 7 -} 
35x '8 Um i — 55 4814, > gente gH vit >¢,tsuN 
> Cats Nie! N'=c,eN* tt=d 
zur Abkiirzung. AuBerdem ist 


 tey-t< sth sntct tnt yt yt ly tt, 


322 2 
Die Anzahl der von =! 8 vt betroffenen Teilstrecken der Gestalt 
(90) Lea<t", g ganz, 
ist also 
(91) <1+N '#', 


Auf jeder solchen Teilstrecke ist, von dem ganzzahligen Ende an gerechnet, 
das erste {58% >So, das zweite >d, das dritte >2d,..., das 


(t+-1)-te >ld. Daher ist die auf jedes vorkommende Intervall (90) 


beziigliche Teilsumme von (89), da sie héchstens M, also weniger als N 
Glieder hat, 


Nun ist 
18 tt « x 1 4) 4 
wd=c,,usN * t<c,utN tte Nit tN *t=—¢,,, 
ZT) 
esi 


jene Teilsumme ist also 


1 2, Spe ee ae 
< 7a, N* =a,N* NS tb}. 
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Diese Abschitzung ergab eine von g freie obere Schranke. Die Anzahl 
der g war durch (91) abgeschitzt. Der Ausdruck (89) ist also 
PPS ee a 
<a,N'*N*t7*s-*(14+N *#*). 
Die Summation iiber s ergibt nunmehr 
M-1 





SS win (u, 5 oF 1) <ayut wet wi (+ ntet), 
s=1 m=0 (a! tov, } 
we M-1 ae 
yt" wit) SY min (u ss 
s=1 m=0 {ae ts “at 


< nwie* wii #8 a, nee Nw? 47% n**(1 4 n7** 4%) 
(92) =a,, N*(N** 7% 4. Nit gt), 
Aus (88) und (92) folgt die Behauptung. 
Satz 26. Unter den Voraussetzungen des Satzes 25 ist 





ti) 
(93) Px a ST l<er" (Nhe pte 4 yi yee) 
und 

té) 
(94) | 2 > y cor BB gto 4 yy BE ga 


Beweis. Neck Satz 25, auf jedes N” mit N< N” <N’ an Stelle 
von N’ angewendet, ist 


Nn” 
| >» ett Va | <a, N*(N** 4-4 4 Wit gt), 
n=N 


Wegen des monotonen Fallens von + bzw. = folgen hieraus beide Be- 
n n 


hauptungen, aa die Exponenten von N rechts um : bzw. : vermindert 
wurden. 
Satz 27. Hs sei t>2, »>0 und ganz. Dann ist 


(95) Pe 


und 


ett¥n 





|< ay» * (wht g-vs 4 ptt pie) 


= ivan A - 
3 c <a,,»° (vb t- vs + »~ 86 gas), 


a=, n* 


(96) 




















a 
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Beweis. 1. Ich wende (93) auf jedes der Wertepaare 


olier 











N=1/2 | 4| 8 iis 
W=P|3|7\15|°°° ™ 
an; jedesmal ist N< N’<2N. Aus (93) folgt insgesami 
log y log » 
ere oa log 2 de ire i 
Pi <a,t > (2 yr 4 ast SY (2 yhtte 
n=1 h=0 h=0 


< dy (t- eo vbh + 4 peop hd ++), 


2. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei « < a” Ich wende (94) 
auf jedes der Wertepaare 
N=2"», N’=2"*'y—1 fir h=0,1,... 
an. Das gibt insgesamt 


\y si | <a,t-e S128) te 4 a 8 Scat yy Ht 
a=yvr «6M h=0 h=0 


< ay, (t7 86 Ot 4 tie y- +8), 
Satz 28. Es sei y>1, 1S m<y*, m ganz. Dann ist 





(97) | 3720) eter | <a, mi yest? 

und nts 

(98) | S72) etasian | < ay, m~teyte**, 
a=m n* 


Beweis. 1. Es ist 








“i = 
T (n) axtYay mn gtotre 
——@e — —_—_——— 
ai Pig 
[Ym] 4atal [Vm] fs] 4xtVaylb 
(99) ee her : +2574 yo 
a=1 a=1 @* b=a b* 
Hierin ist 
4xialy e 
(100) ee | <34 = C3 Sey, m* y*™* 
a=1 a=1 


und fiir jedes a—1,...,[|/m] nach (95) mit t=4 yay, »—|™| und 
(falls a >1) auch »y =-a —1 
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P» _—— pbioysin (3) envan)") 


(wegen =< ms y*). 
Aus (101) folgt 


[Vm (=| el 


> +! | <eust y ~vs mi, + ayy" yr mit 51 
=1 


a=1 @” b=a a=1 at 


102) <a,,y**y ** mi y* + ay, y ye m* m™ <a,,y*(miby * +m y**). 


Wegen m< y? 
Aus (99), (100), (102) und (108) folgt (97). 


2. Ohne Sa st der Allgemeinheit sei « < Es ist 


312M) insta — — FL sees 


n=m nt ab-m aibt 
ye es reseed 
ml 


- x 7 <3 


zim 4 osva* o2™ a wt ize 


+ ettia Vy 





104) = — 


Hierin ist 


wuned = — A +e 
(105) | > Me a = <eym *<e,m is yeot . 
o2vn os 


Fiir jedes a < a ist nach (96) mit t= 4a2Jay, » = (| +1 oder 
= 7 (s0 daB jedenfalls »>™, »* < (m +1) < (2m)* < aoy** ist) 


| Pr | cu, yi((2) (ayy 4 (ey” (ay)"") | 





5°07 0s  ~ 24,3 eyo ~ 3% 24). 
=a,y" (y “*m “at+y**m **a"); | 
daher ist ; 


~ 3 
| ys a2 etn ey l<en ot y SE oe at amd 1 = + Oa y* cy? m u > * | 
osVm"% arm" aa 


it. Hs 


< Gag ¥ y m* y® +a, yty® m 4, m** < ay, y*(m * y 4m yo 


(106) <a,,m* re res 
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Fiir jedes a > ym ist nach (96) mit t= 42Jay, =a 


| 


|<a,,a*(a (ayy * + a~# (ay)**) 
62a 


= ay (y Ma HY + ya); 
daher ist 


— vb 4 
| > * sad - |<, y “% S Hite a yt Sat 
«va? Py a>Vm a>Vm 
(107) < Gy, y —to om as y®™m THE — gm te yet 
Aus (104), on (106) und (107) folgt (98). 


Satz 29. ry +4 aa 
Beweis. Ich setze fiir x > 2 
z=2" . w = ot, 
Nach (65) ist 


also 


atz 


(108) f A(y)dy= 1, 57 T(n) {y* sin (42 ny > 4 O(z). 


2 a=1 % z 
Ich zerlege 


372) {y? sin (sayy - §)} = > + my 


a=1 nso 2>o@ 


Jpg : -(y* sin (42 ny — *))ay 


3 T(m) . — % ota 
+4y Dye tin (te ey Fp ; 
| rea, GaN [wm] +1 ist mit y = 2 und y = x + z (dafiirz > ¢,, 


gewiB m<y* ist) fiir x > c,, 
| at EP ain tory — §)|— a4 [ale ZAP rem) 


- @ <y'| ye etat Vas 


a>o 


(109) 


< 4, w yt, 
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daher ist 
atz 
ty’ t yD sin (42 yny — >) = O(o~** 2***) = O(x Feet ttt +) 
a>o@ ni Zz 
(110) = O(x****) = O(2% 2"). 


Nach (97) mit m = [qa] ist auf der Strecke re —z<y<2+z2 fir 
ie 


yt 7 cos cos(4nyny —7)|=y'|R(e * Te) etsitay)| 


aso ni aso 


<y' 





Soe etssiny | <a, al yitt*— a,, zt** pitt 


nm Ss ao n 
vist 


a 
a = e 
= d,,2 = Gyy22", 


also fiir z > ¢,, 


| P ny A(y sin (42 jny — *))| 


ra SA sin (4 ny - *)+2ny* >? cos (42 Jny — *)| 


asa ni nse o n* 
2a 
(111) <¢,,2 ‘+ 22a,,22° < a,, 22°. 


Da z die Weglange des Integrals in (109) ist und der Integrand durch 
(111) gleichmaBig in y abgeschiatzt wurde, ist 


atz 


(112) Perea sin (4x ny —+))dy = O(2*2"). 


Aus (108), (109), (110) und (112) folgt 


atz atz atz 
(113) f r(y)dy— f R(y)dy= f A(y)dy = O(2*2*). 
Nun ist 
atz 
(114) J R(y)dy- +2zR(2x)+ O(z*logz). 


Aus (113) und (114) folgt 
atz 


J c(y)dy = +2R(x) + O(2*2°). 


Wegen der Monotonie von r(y) ist also einerseits 


atz 


(2) <> J e(y)dy = Riz) + O(2e"), 
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andererseits 
t(z)>~ J t(y)dy = R(x) + O(z2*), 
folglich 
t(z) = R(x) +4+-O(zz2*), 
A(x) = (x) — R(x) = O(z2*) = O(2""**'), 
37 37 1 
°Sip<m3s 
$4. 
1 
>i. 
Satz 30. 


A,(x) = J 4,(y)dy = O(z%). 


Beweis. Nach Satz 10 ist fiir y > 0 
n? 


4,(y) = — ga P(A any). 
n=1 


Wegen (25) ist diese Reihe bei festem 2 > 1 fiir 1< y <x gleichmiBig 
konvergent. Daher ist fiir 2 > 1 





Wird fiir wm >0 


G(o)= { sin (cos — 1) dt 
0 
gesetzt, so ist nach (15) 


G(o)=0O (Vo) , 
| Ferner ist fiir m > 0 


G' (w) = — | sint sin ® 

3 

da dies Integral auf jeder abgeschlossenen positiven w-Strecke gleich- 
maBig konvergiert. Aus (24) folgt nun 


F(w)= — G(w)+0'(o), 
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also fiir w > 1 
f F(«)du—— fa(ujdut fu G'(w)du=06()—@(1)—2 fe (u)du 


=0(Ya)+0(1)+0f fudu=0 (ot). 


In (115) ist also fir x >1, n>1 


4x*nt 


| { F(u)du| <cyntat; 
4x? 
daher ist fiir xz > 1 
$ 4 
| 4, (2)1<qe2t 4 - O(x*). 
Satz 31. He ist nicht 
4, (x) =0(z?). 


Beweis. Sonst ware nach (65) 


SEM) sin (42 Juz —=) =0(1), 


n=1 ni 





also 
(116) 32 sin(2 Ye — 4) = 0(1). 


at 


Das ist aber aus folgendem Grunde nicht wahr. Fiir w > 0 ist 


Join (2 — 2) ST) sin(z |n—=)dz 


cy a=1 ni 
= fins (2— §) ae + SE fain (2—=) sin (x jn — 2) dz. 
0 a=-2 " 


Hierin ist 
@ @ 


f sin+( (2—=) dz = ={(}—fsin22)d2—=2+0(1) 
0 


0 





und fir n> 1 


| fina ) sin (x yn —2)az| 


-| Da )adz|< 


+o Yai ~ 88) 
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daher ist 


o” 


fin (2-5) = @ sin(z yn — 2) de = $ + 0(1). 


0 a=1 7 





Aus (116) wiirde jedoch folgen, daB das Integral o(w) wire. 
Satz 32. Hs sei eine reelle Funktion f(x) von 1 an iiber jede end- 
liche Strecke eigentlich integrabel; fiir x >1 werde 


z 


S flyay =f, (zx), 


1 


Sf.(y)dy = f, (2) 
gesetzt. Es set 


(117) f(x) = o(2%) 
und 

f,(") = O(x*), 
Dann ist 
(118) f, (2) =o(z?). 


Beweis. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei 
(119) lf(x)|<2i fir 2>1. 
56> 0 sei gegeben. Es werde = £(5) nach (117) so gewahlt, daB 
E>1. E>q 
und fir x>é 
(120) \f(x)|< dx 
ist. Dann ist fiir x >é 


l<ace+|/2<2z, 
also nach (119) 














(121) | (2+ )%)-r@|<|p(2+V¥)|+in@i<(22)t+et<aat 
und auf der Strecke e<z< x + + nach (120) 
(122) | f(z)| < 6(22)t < 2527. 


Mathematische Annalen. 97. 19 
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Fir z> 1 ist nun 
Vi 
Vz 4(z)=- f(y) — f,(2)) dy +h(2+)/%)—h(2) 


le 
2+\% y 


Ek f dy | f(2)dz + f(2+ =) — f(z); 


fiir «>€ ist also wegen (122) und (121) 
ols . 


V=\f(2)| < 2621 fay faz +4zt=— 2dat oi 44k =52i, 
fy (2)|<5 yout; 
womit (118) bewiesen ist. 
Satz 33. D4. 
Beweis. Ich setze fir x>1 


f(z) = 4(x) — 5. 
Dann ist fiir z>1 


x)= Jrivav= {(4(u) ~4)4y= 4.) — 4,00), 


fy(z =Sh(vay=4, (2) — (2 —1)4,(1)=0(z*) 
nach BB 
Ware nun 
o<i, 


so ware 
A(x)=o(z'), 


f(z) =o(z*), 
also nach Satz 32 


f, (x) = o0(24), 


4,(z)= o(zx?), 
geven Satz 31. 


Géttingen. den 31. Januar 1926. 


(Eingegangen am 1. 2. 1926.) 

















Sur lécart géodésique. 
Von 
T. Levi-Civita in Rom. 


Une formule classique remontant 4 Jacobi définit d’une maniére trés 
simple l'ensemble des géodésiques g d’une surface, infiniment voisines a 
une géodésique donnée B, qu’on appelle géodésique base. C’est l’équation 
linéaire 

a*y 
(3) 7¥ 4+ Ky —0, 


ot y désigne la distance (normale) d’un point quelconque M de g 4 la 
base, o l’are de celle-ci, compté & partir d’une origine arbitraire O jusqu’A 
la projection P de M sur B, et K(c) la courbure gaussienne de la sur- 
face en P. 


(J) n’est que l’équation aux variations, d’aprés Poincaré, des géo- 
désiques & partir de B: elle donne lieu, comme on sait*), & des consé- 
quences trés remarquables sur l’allure des géodésiques & dans le voisinage 
immédiat de la base, la nature de la surface intervenant seulement a 
travers sa courbure totale K. II s’agit évidemment d’une question intrin- 
séque, c’est-a-dire se rapportant exclusivement 4 la métrique de la surface 
(définie par son ds*), et non aux différentes configurations qu’elle peut 
présenter dans |’espace. 

Dés lors on est trés naturellement conduit & tacher d’étendre l'étude 
de Pécart géodésique 4 une variété riemannienne V, 4 un nombre quel- 
conque de dimensions. A la vérité on posséde depuis longtemps les équa- 
tions de Lagrange définissant les géodésiques d’une V, sous une forme 
dont la convenance soit théorique, soit algorithmique ne saurait étre dé- 
passée. I] suffit donc d’en former les équations aux variations 4 partir 


1) Voir par ex. Darboux, Théorie des surfaces, Vol. III (Paris, Gauthier-Villars, 
1894; nouveau tirage 1923), Chap. V; ou bien Blaschke, Vorlesungen tiber Dijferen- 
tialgeometrie, B. I. (2. édition, Berlin, Julius Springer, 1924, pp. 83—88). 

19* 
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dune géodésique donnée B. De cette maniére, en introduisant, d’aprés 
M. Bianchi, la dérivation d’un vecteur attaché aux points d’une ligne 
dune V,, on parviendra 4 attribuer aux équations aux variations dont il 
s’agit une forme condensée, (1) du N° 8, géométriquement expressive et, 
bien entendu, invariante, c’est-A-dire valable quel que soit le systéme de 
coordonnées auxquelles on se rapporte. 


La construction effective de ces équations (linéaires du second ordre, 
au nombre de n, avec autant d’inconnues) exige uniquement la connais- 
sance de la base B et de la métrique de la variété (notamment des sym- 
boles de Riemann) le long de la méme courbe. 


On constatera tout a fait généralement que le systéme susdit admet 
une intégrale premiére linéaire donnant lieu & son tour & une relation 
en termes finis entre les inconnues: c’est comme dire que l’ordre diffe- 
réntiel peut étre abaissé & 2(m—1); done en particulier, dans le cas 
dune surface, & 2, ce qui s’accorde avec la formule classique de Jacobi 
rappelée au début. 

Naturellement on peut tacher de simplifier le systéme (I) en se rap- 
portant 4 des variables convenables. 

Comme préparation & ces réductions j’ai repris, dans la prémiére 
partie du présent mémoire, une généralisation due 4 M. Fermi, des coor- 
données localement cartésiennes de Riemann. [I] est bien connu que 
Riemann, par la considération de J’ensemble des géodésiques issues d'un 
méme point O, a montré qu’on peut définir, & partir de coordonnées quel- 
conques z, de nouvelles coordonnées y telles que le ds* devienne locale- 
ment cartésien, dans ce sens que ses coefficients ont des dérivées toutes 
nulles au point O: le choix des y peut se faire d’une infinité de maniéres 
et n’exige que des opérations rationnelles. 


M. Fermi a établi que, une courbe quelconque B étant donnée, il 
est encore possible d’introduire des coordonnées y pour lesquelles le ds* 
a caractére localement cartésien en tout point P de B. Pour se procurer 
effectivement de telles y en fonction des variables primitives z, il faut 
toutefois avoir recours au transport par parallélisme le long de B, ce qui 
équivaut 4 l’intégration préalable d’un systéme Uinteire dordre n admet- 
tant une intégrale quadratique’*). 

Dans le N° 1 j’ai reproduit la remarque originaire de Riemann; j’ai 
exposé ensuite le résultat de M. Fermi en suivant de plus prés la voie de 
Riemann et en développant certains détails. J’ai été conduit de la sorte 
& envisager en premier lieu le cas ot la courbe B est géodésique (N* 2, 3), 


*) Voir & ce propos mon mémoire Nozione di parallelismo in una varieta qual- 
wnque etc., Rend. del Circolo Mat. di Palermo 42 (1917), pp. 173—215. 
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aprés quoi on se rend compte plus nettement des petits compléments 
exigés par le cas général (N° 4). Les N® 5 et 6 se rapportent 4 l’inter- 
prétation géométrique des coordonnées y et & une propriété qui en ressort 
pour l’arc des géodésiques infiniment proches & une base géodésique donnée 
B. Les N* 7 et 8 sont dédiés 4 la formation des équations aux variations 
en coordonnées générales, 


Les coordonnées y apparaissent évidemment indiquées pour l’anzlyse 
de ce qui se passe au voisinage immédiat de B. En se rapportant aux y 
les équations (I) se simplifient 4 double titre. Tout d’abord la réduction 
& lordre 2(m—1) s’accomplit automatiquement: puisque y, s’identifie 
avec la variable indépendente o, une des équations devient une identité 
et il en restent m — 1 du second ordre définissant y,, y,,..-, y,—,; comme 
fonctions de o. D’autre part dans ces équations il ne figure pas de dé- 
rivées premiéres, précisément comme il arrive dans |’équation unique (J). 

L’introduction des y s’appuie, ainsi qu’on !’a rappelé, sur le transport 
paralléle le long de la géodésique B. Au point de vue analytique ceci 
revient & une opération auxiliaire d’ordre n — 2.*) Une telle intégration 
intermédiaire disparait pour n= 2: circonstance 4 prévoir puisqu’ on 
savait depuis longtemps que l’obtention de (J) n’en exige pas. 

I] resterait & examiner de plus prés sous quelles conditions deviennent 
possibles des réductions ultérieures du systéme (I). Je n’ai pas méme 
effleuré cette étude, ni non plus l’application des (I) 4 la question si im- 
portante de la stabilité des mouvements. 


1. Coordonnées localement cartésiennes d’aprés Riemann. 


Soit V, une variété riemannienne 4 nm dimensions rapportée 4 des 


coordonnées queleconques 2,, 2,....,%,,- Soit 
n 
e.. 
(1) ds* = Nin My de, dee, 


la forme quadratique qui caractérise la métrique de la variété: je sup- 
poserai, pour fixer les idées sur le cas traditionnel, que la forme soit dé- 
finie positive‘). Je supposerai en outre que les coefficients a,, soient des 


%) Il s’agit d’un systéme linéaire d’ordre m dont on connait une intégrale qua- 
dratique et une solution particuliére (correspondant & la direction de la géodésique 
elle- méme). 

*) Les considérations qu’on va développer subsistent d’ailleurs sans modifications 
essentielles, méme s’il s’agissait d’une forme indéfinie, pourvu qu’elle soit irréductible 
et que la base B ne soit pas de longueur nulle. 
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fonctions des variables indépendantes z, analytiques et holomorphes dans 
le domaine qu’on va envisager®). 

Si on fixe un point O de coordonnées ay (¢ =1,2,..., m), il arrive 
en général que les n ais )) dérivées premiéres des coefficients a,;, ne 
s’annulent pas en 0. On peut toutefois, et cela d'une infinité de ma- 
niéres — c’est la remarque classique de Riemann — remplacer les z par 
d'autres coordonnées y de sorte que toutes les dérivées des (nouveaux) 
coefficients du ds*, ou, ce qui revient au méme, tous les symboles de 
Christoffel s’annulent au point O. On appelle de telles combinaisons y 
coordonnées localement cartésiennes (parfois aussi géodésiques ) par rapport 
au pole O. 

Pour démontrer l’existence et caractériser le dégré d’arbitrariété des 
fonctions y, on peut se placer au point de vue formel en se proposant la 
question tout 4 fait élémentaire de construire les transformations de co- 
ordonnées douées de la propriété voulue. C’est ce qu’on fait de préférence 
dans les expositions didactiques des principes de la géométrie rieman- 
nienne®). Mais on peut aussi construire d’une maniére synthétique un tel 
systéme de coordonnées (et en déduire ensuite tous les autres d’aprés la 
remargue finale de ce N°). C’est la voie originelle de Riemann que je 
vais reproduire ici. 

Soit dz;(i = 1, 2,..., m) um systéme d’accroissements infiniment 
petits donnés aux variables x 4 partir du point O. Ils définissent un dé- 
placement élémeutaire et, par leur rapports, une direction issue de O. 
A la place de ces n — 1 rapports on introduit plus symétriquement les 
paramétres de direction, c’est-i-dire [ds étant défini par (1)] les n 
quantités 





4 0 b& 
(2) 4 aa 
liées, d’aprés (1), par l’identité 
(3) Sa, 4°2? = 1. 


1 


Les équations différentielles des géodésiques de V, (quelles que soient 

les coordonnées auxquelles on se rapporte) s’écrivent 
” = jh — , . 
(4) z= — Syal?s\ 25 xh (¢ = 1,2,...,%) 
1 

5) J’introduis Phypothése de l’analyticité pour abréger la déduction des inté- 
grales des lignes géodésiques et la discussion des conséquences qui servent 4 notre 
but. On pourrait toutefois raisonner sur des hypothéses beaucoup moins restrictives. 
Voir notamment les remarques 4 la fin des No 1, 8, 4. 


*) Par exemple dans mes Lezioni di calcolo differenziale assoluto (raccolte dal 
Dottore Enrico Persico), Roma, Stock, 1925, pp. 187—190. 
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oa {?; | désignent les symboles bien connus de Christoffel (relatifs, cela 


va sans dire, aux coordonnées choisies), la variable indépendente est l’arc 
s de Ja géodésique envisagée (compté 4 partir d’une origine arbitraire) et’ 
désigne la derivation par rapport a s. 

D’aprés (4) les dérivées secondes des x se présentent comme des fonc- 
tions quadratiques des dérivées premiéres x’ & coefficients dépendant des 2. 
Il s’en suit, par dérivation, que les 2” sont des formes du troisiéme degré 
par rapport aux 2’, et, plus généralement, que les dérivées 2 d’un ordre 
quelconque m sont des formes d’ordre m par rapport aux 2’, dont les co- 
efficients dépendent des x. On le démontre bien aisément par induction 
en supposant d’avoir constaté pour une certaine valeur de m, que 


(m) 
v; ed P; > 


les p étant des polynomes homogénes de dégré m par rapport aux 2’. 
Si l’on dérive par rapport 4 s il vient évidemment 


mons a} + Set 


Or Pt est encore une forme de dégré m par rapport aux x’, et par con- 
i 
séquent la prémiére somme est bien une forme de dégré m+ 1. II en 


oe est une forme de dégré m — 1, 
1 





est de méme de la seconde, puisque 


tandis que, d’aprés (4), les z/’ s’expriment par des formes quadratiques. 
Pour m = 2 la propriété ressort directement des équations (4): elle est 
done vraie en général. C. Q. F. D. 

Moyennant le développement de Taylor, on peut expliciter les solutions 
z,(s) des (4) qui représentent les co"— géodésiques issues de 0. Les 
conditions initiales définissant ces solutions sont (en plagant pour simplifier 
Yorigine des arcs au point QO): 


(5) z=2, 2x =i, pour s=0, 


les 4‘ devant étre censées comme des constantes, liées uniquement par (3) 
(oa les a,, se rapportent au point Q): les rapports des 2° restent par con- 
séquent tout & fait arbitraires. Dans le développement de Taylor (ab- 
solument et uniformément convergent par rapport aux / et a s pour |s| 
assez petit) 


(6) “at mio Di to 0” (¢ = 1,2,...,%), 


on doit naturellement supposer le x{” calculées d’aprés (4) et (5). La re- 
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. . 1 
marque de tout 4 l’heure nous permet de retenir que les — a{” sont des 


polynomes homogenes de dégré m, X},(i°, 1°, ..., 2"), par rapport aux ar- 
guments 1, dont les coefficients sont des constantes bien déterminées, dé- 
pendant du point 0." 


Introduisons maintenant avec Riemann, 4 la place des z, les nouvelles 
variables 


(7) y, = a's (¢=1,2,..., 2). 


Comme, & cause de l’homogénéité, 


o” Xu a", 2°, 20) A) me ZO (Gs Har +++ Da)» 
les (6) donnent lieu aux formules de transformation 


(8) %;— 2 = 9; + Sa Xml¥is Yer -+-0%e)  (€=1,2,---. 9) 


les X,, étant des polynomes de dégré m par rapport aux y et les séries 
étant absolument et uniformément convergentes tant que les y| restent 
assez petits. 

Le point O (x;= xj) correspond évidemment 4 origine (y, = 0) des 
nouvelles coordonnées, et les formules (8) définissent une véritable trans- 
formation de coordonnées, réguliére et biunivoque au voisinage du point O, 
puisque le déterminant fonctionnel des seconds membres des (8) se réduit 
& Punité au point O (pour y; = 0). 

Nous sommes maintenant 4 méme d’établir, presque sans calculs, 
que, si l’on remplace dans (1) !es variables z par y, les nouveaux sym- 


boles de Christoffel, disons ee s’annulent tous au point O. 


Pour cela on s’appuie sur la remarque que, si dans le formules (8) 
on remettait i*s & la place de chaque y,, en regardant les i* comme des 
constantes (quelconques, mais bien déterminées), on serait reconduit aux 
équations paramétriques (6) d'une géodésique issue de O. C'est & 
dire que les équations (7), sous la méme hypothése pour les 2°, définis- 
sent justement la méme géodésique lorsqu’on se rapporte aux variables y. 
I] s’en suit que les équations différentielles des géodésiques en coordonnées y, 


(4") v= — SLi} oak (§=1,2,...,m), 
1 


doivent étre satisfaites par les expressions (7) des y, et cela pour tout 
choix des constantes / satisfaisant uniquement 4 (3). 








! 
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Si on porte dans (4’) les valeurs (7) des y, les premiers membres 
s’annulent, et on a par conséquent 


BME i} ata® = 0, 


1 


qui doivent étre satisfaites pour toute valeur de s, et en particulier pour 
s= 0. 


Les ? i} se rapportent dans ce cas au point O et ne dépendent plus 


des 4. En les désignant par ’ i} , on se trouve de la sorte conduit aux 
0 
conditions 


DAY i) ata 0 (§=1,2,...,n) 


valables quels que soient les rapports des 4. Ceci implique nécessairement 


{7\ 0 (i,j,h=1,2,...,n), 


c’est-&-dire que, par rapport aux variables y, tous les symboles de 
Christoffel s’annulent au point O. 

Remarque. La détermination des combinaisons cartésiennes y des x 
@’aprés les formules de transformation (8), implique (& cause des séries des 
seconds membres) |’intégration préalable des équations (4) des géodésiques. 
Mais il est essentiel d’observer que, si l’on remplace les seconds membres 
des (8) par d’autres ayant en commun les termes des deux premiers ordres 
par rapport aux y, tout en différant d’une maniére quelconque au dela du 
second ordre, on définit de nouvelles coordonnées également cartésiennes 
au point O. En particulier on pourrait prendre 


(8) a — af = y+ Aas Hare =H — rd, tihun 
(¢=1,2,...,2) 


auquel cas les seconds membres se réduisent & des polynomes du second 
dégré et les coefficients aux symboles de Christoffel relatifs aux variables 
originaires z et au point O. C’est d’aprés cela qu’on a bien le droit 
d’affirmer qu’on peut introduire des coordonnées localement cartésiennes 
d’une infinité de maniéres n’éxigeant que des transformations rationnelles. 
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2. Coordonnées cartésiennes le long d’une courbe — Apercu geométrique 
préliminaire. 


Une belle généralisation du résultat de Riemann est due 4 M. Fermi’). 
Il a fait remarquer que, une courbe quelconque B de V. 


(9) x; = 9;(2) (¢ = 1,2,..., 2%) 
étant donnée, on peut introduire de nouvelles coordonnées y ayant carac- 
tére cartésien en tout point P de B, c’est-a-dire telles que les symboles 
de Christoffel s’annulent tout le long de B. 

Il n’est pas sans intérét de se rendre compte d’avance de la marche 
& suivre pour |’introduction des y. On y sera conduit trés naturellement en 
se faisant guider par analogie géométrique avec le cas élémentaire ov l’on 
aurait affaire 4 une courbe B de l’espace ordinaire rapportée & des co- 
ordonnées curvilignes quelconques zx. Pour faire ressortir cette analogie 
on prendra soin de choisir, parmi les locutions et les constructions de la 
géométrie élémentaire, celles qui s’étendent d'une maniére évidente & une 
variété riemannienne V,. Ceci posé, comment s’y prendra-t-on pour intro- 
duire, & partir des zx, des coordonnées cartésiennes y dans notre espace? 
Envisageons d’abord l’hypothése particuliére, qui est d’ailleurs la plus 
importante pour notre but, que B est une géodésique (droite). 

Une des coordonnées y, disons par ex. y,, est alors donnée par l’arc 
de B (abscisse) compté a partir d’un point origine quelconque 0. En- 
suite, si, pour tout point P de B, on imagine le lieu = (plan) des géo- 
désiques (droites) perpendiculaires 4 B, on a une famille de surfaces qu’on 
appelera y, = const., la constante étant celle qui correspond au point P. 
Un point M de l’espace peut étre caractérisé par la valeur de y, appartenant 
& la surface = de la famille, qui le contient, et en outre par deux autres 
coordonnées y,, y, de ce plan. Pour les définir, on ménera par O deux 
droites perpendiculaires entre elles dans je plan 2, correspondant au point O, 
et ensuite leurs paralléles en tout point Pde B. On engendre de la sorte 
un réseau cartésien tout le long de B, et il suffit d’associer 4 y, justement 
les deux autres coordonnées, fournies, en tout >, par ce réseau. 

En traduisant analytiquement ce critére on parvient aisément 4 la 
construction effective des formules de transformation entre les coordonnées 
originaires x et les y susdites. 

Je me propose de détailler ceci dans le N° suivant. En attendant je 
voudrais esquisser aussi les compléments géométriques qui conviennent au 
cas d’une courbe quelconque B (toujours de l’espace ordinaire). 

%) Sopra i fenomeni che avvengono in prossimita di una linea oraria, Rend. Acc. 


Lincei 21 (1¢* seméstre 1922), pp. 21—23, 51-52. Comparez aussi les pages 190 4 191 
de mes Lezioni etc., citées tout a l’heure. 
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On méne par un point initial O de B toutes ies géodésiques ortho- 
gonales 4 B, et par tout autre point P de B les géodésiques sortant dans 
les directions paralléles (droites paralléles), qui engendrent justement une 
surface géodésique = (plan) de péle P. On fera correspondre 4 une = 
déterminée la valeur o de l’arec de B compté de 0 4 P. Cette o est une 
coordonnée auxiliaire. Pour établir le passage entre les coordonnées 
assignées x et des coordonnées cartésiennes il y a lieu de fixer l’attention 
sur un triédre trirectangle de référence 7 ayant l’origine en O, l’axe des y, 
tangent 4 B, et les deux autres dans le plan >,. Par rapport a ces axes 
la courbe B aura certaines équations paramétriques 


(11) Y= ¥;(9), 


les fonctions y, étant inconnues a priori. Quoi qu’il en soit, moyennant 
le transport paralléle de O & P, on peut introduire des différences 
¥, — v,(¢), ¥, — y,(o), ayant la signification de coordonnées dans 2, 
localement cartésiennes par rapport au point P. On construit de cette 
maniére les formules de transformation entre les x; et y,, y,, 0. C'est 
ce qu’on va voir au N°4, of nous aborderons directement le cas général 
dune B appartenant 4 une V, quelconque. 

Le dernier pas, consistant 4 introduire la troisiéme, ou en général 
I’n®™* coordonnée cartésienne — disons désormais y, — 4 la place de o, 
s’accomplit trés simplement, moyennant l’équation y, = y,(o), en utilisant 
les formules de transformation et exprimant d’aprés celles-ci que la direc- 
tion wv, suivant laquelle varie y, seule se maintient orthogonale le 
long de B aux n—1 directions suivant lesquelles varie une seule des 
autres y. On en tire m relations, entre les paramétres de la direction w,, 
se rapportant aux anciennes et aux nouvelles variables, conduisant 4 déter- 
miner les fonctions y,(c) (chacune 4 une constante prés). Ce point aussi 
sera développé au N° 4. 


3. Cas d’une géodésique. 


On continuera & supposer (voir la note du N° 1) l’analyticité de 
expression (1) du ds*. Dés lors les seconds membres g;(o) des équa- 
tions (9) sont des fonctions réguliéres de l’argument o pour les valeurs de 
cet argument qui correspondent 4 la géodésique (ou portion de géodésique) 
B dont il s’agit; quant au paramétre o, on supposera que ce soit juste- 
ment l’arc de B compté a partir d’un point O (quelconque, mais bien 
déterminé). Choisissons, en O, n—1 directions w® de paramétres w°/ 
(a@=1,2,...,m—1) normales & B et orthogonales entre elles. Ima- 
ginons de les transporter parallélement en nous déplacant sur B. Soient, 
pour un point quelconque Pde B, w, ces n—1 directions transportées 
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parallélement, ui(o) (¢=1,2,..., n) leurs paramétres de direction, u., 
les moments correspondants, c’est-A-dire*) les combinaisons linéaires des 
paramétres 


n 
= F ‘ 


D’aprés les propriétés fondamentales du transport paralléle, les direc- 
tions uw, et la tangente 4 la géodésique B continueront 4 former en tout 
point P un ennuple orthogonal. 

Une direction quelconque «°, issue de O normalement a B, est natu- 
rellement contenue dans la variété linéaire des w°®. Désignons par 
_ N.(«@=1, 2,...,%—1) les cosinus des angles qu’elle forme avec ces w°. 
Lorsqu’on la transporte parallélement, en suivant B, de O en P, elle 
reste normale & B et continue a former, avec les w° transportées, c’est- 
a-dire avec les w,, les mémes angles. C’est comme dire que les para- 
métres u;(o) définis, le long de B, par les équations du parallélisme 


du‘ 1 fjhy 4%, ? 
) “paaebae wi yac™ (¢ = 1,2,..., 2%) 
1 
et les conditions initiales 
n—1 
(0) = 5, N, ush (§=1,2,.. ,m) 
1 
ont, quel que soit o, les expressions 
n—1 
(12) ut (0) =", N,ui(o) (§=1,2,...,m), 
1 


les N, étant des constantes. 


Ceci posé, considérons au poiat queleonque P de B les co*~* géo- 
désiques sortant de ce point dans une direction quelconque uw normale a B. 
Elles forment une surface, ou, si l’on veut, hypersurface > 4 n — 1 dimen- 
sions de pole P. En faisant varier P sur B on a une famille co* de ces 
hypersurfaces. Tout point M de V, (au voisinage de B) appartient 4 une 
de ces hypersurfaces et & une seule. On peut le caractériser en se don- 
nani d’abord la = 4 laquelle il appartient, et ensuite nm — 1 coordonnées 
Y¥.(@=1,2,...,m—1) aptes & déterminer sa position sur >, ayant 
notamment caractére cartésien (sur cette 2) par rapport au point P. 
Comme paramétre définissant > on peut prendre par exemple la valeur 
de o correspondant au point P. Une de nos nouvelles coordonnées sera 
d’aprés cela 


(18) bao. 


*) Chap. V, §§ 2, 3 et 22 des Lezioni etc. 
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Pour associer & y, d’autres paramétres y, jouissant de la propriété 
annoncée i] convient d’envisager l’ensemble des géodésiques qui forment 
une des S. II s’agit des géodésiques sortant dans toutes les directions « 
orthogonales & B. Comme dans le N° 1, les équations paramétriques 
dune de ces géodésiques peuvent étre construites d’aprés les équations 
différentielles (4), sous forme de séries de puissances de l’arc s compté A 
partir de P. 

On a ainsi, 4 la place des (6), les équations 


sf” 


(14) -9(0)= 00 + 33 ~38™, 


les z™ étant maintenant des polynomes baci de degré m par rapport 
aux wi. A cause des (12), on peut également regarder les x" comme 
des formes du degré m par rapport aux N,, dont les coefficients dépendent 
en général deo. Dés lors, si l’on introduit, par analogie aux définitions (7) 
de Riemann, les nm — 1 nouveaux arguments 


(15) y, =N,8 (a= 1,2,..., n—1), 
et si l’on tient compte des (11), de la structure des x” et de (13), on 
peut attribuer aux (14) la forme 


n-—1 
(16) 2,=9,(y,)+S,ui(y,)y + Sn Xp (ss ter +++ Yuan) 
1 
(s =1,2,...,%), 


les X‘, étant des polynomes homogénes de degré m par rapport aux 
Ya. («= 1,2,...,n —1) dont les coefficients dépendent de y,. 

On peut envisager ces formules comme définissant une transformation 
entre les x et les y. En effet elles fournissent directement les x comme 
fonctions des y, ces fonctions étant holomorphes au voisinage de la ligne 
Ya = 0 (2=1,2,...,m—1), qui est justement notre B, puisque, pour 
Ya =O, on tire des (16) z= y,(y,). D’autre part, lorsque les modules 
des y, sont assez petits (quelle que soit d’ailleurs la valeur de y, corre- 
spondant 4 un point P de B) on peut inversement tirer des (16) les y 
en fonction des z. C’est ce qui résulte du fait que le déterminant fonctionnel 


des seconds membres des (16), pour y,=0(«=1,2,....0— 1), qui est 
ut us ...us 
uy uy uy 
pee ee ee 
ues Wes ures 
P, 3 Py 
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ayant posé pour abreger l’écriture 9; - = a, ne s’annule pas. 
Pour s’en convaincre il suffit de remarquer que 4 est formé moyennant 
les paramétres d’un ennuple de directions mutuellement orthogonales sor- 
tant d’un méme point P de B. Ce déterminant est certainement différent 
de zéro en méme temps que le déterminant analogue V formé avec les 
moments, puisque leur produit est égal & 1: c’est ce qui résulte immé- 
diatement des relations d’orthogonalité, lorsque <a exécute par lignes 
horizontales, d’aprés la régle de multiplication des déterminants, le pro- 
duit 4V. 

Aprés avoir constaté que les formules (16) établissent effectivement 
un changement de variables entre les x et les y, il convient d’en déduire 
quelques conséquences se rapportant aux nouvelles coordonnées y. Tout 
d’abord Ja circonstance que les (16) proviennent des (14) moyennant les 
substitutions (13) et (15), nous assure que: 

a) les équations: 

(15) Ya= Ns (a=—1,2,....n—1), 
associées & y, = const. = valeur de o au point P, définissent les géo- 
désiques de V,, pourvu qu’on y regarde les N, et y, comme des con- 
stantes. 

Ces n constantes (y, et N,) sont d’ailleurs arbitraires sauf la liaison 
'S N: =1, imposée aux N, par leur qualité de cosinus directeurs et la 
limitation des valeurs y, =o aux points P de B. 

On a déj& remarqué que, pour un point quelconque P de B, les 
y, («=1,2,...,m—1) sont toutes nulles. Considérons la ligne (géo- 
désique) (15) issue de P pour laquelle tous les N, s’annulent sauf 
Nz =1, 6 étant un indice bien déterminé entre 1 et n—1. Désignons 


d 
par v; les paramétres de direction a (se rapportant aux coordonnées y ) 


dune telle géodésique au point P. On a évidemment (d’aprés (15), 
y,, = const. et le choix des N) 


(17) v= (¢+ 8), vf =1 (B=1,2,...,n—1). 
Comme des (16), en différentiant et en posant ensuite y, = 0, on tire 
n—1 : 
(18) dx, — gi dy, + Sau; dy,, 
1 
on reconnait immédiatement, en divisant par ds, que, pour lesm —1 di- 


d . . 
réctions susdites, les paramétres es se rapportant aux anciennes variables 
sont justement les u‘; donc: 
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b) Les n —1 directions des lignes coordonnées yy (issues d'un point 
de B), c’est-d-dire les n —1 directions caractérisées, en variables y, par 
les paramétres (17) coincident avec les directions (mutuellement perpen- 
diculatres) uz; chacune delles, en se déplacant sur B, se transporte par 
parallélisme. 

Il convient de remarquer en passant que a) et b) subsisteraient 
également si B était une courbe quelconque, auquel cas les n — 1 direc- 
tions %@_, déplacées le long de B, seraient encore mutuellement ortho- 
gonales, mais ne se maintiendraient pas en général orthogonales 4 B, quoi- 
qu’on les ait choisi ainsi initialement (au point 0). 

Dans l’hypothése que B soit géodésique, il y a lieu de tenir compte 
ultérieurement de cette circonstance, en coordonnées y. On peut le faire 
en exprimant |’autoparallélisme: 

c) La direction de B, ayant en tout point P (par rapport aux co- 
ordonnées y) les paramétres 
(19) y, =0 («=1,2,....n—1), y= 
se maintient paralléle a elle-méme le long de B. 

Nous avons finalement tout ce qu’il faut pour démontrer que les 
nouvelles coordonnées y sont cartésiennes par rapport 4 tout point P de 
B. On n’a qu’ faire intervenir successivement les équations différentielles 
(en coordonnées y) se rattachant & a), b), c). 

Tout d’abord, pour les géodésiques issues de P normalement & B, 
qui appartiennent par définition de = 4 la surface y, = const. passant 
par P, on a, d’aprés (15) et la constance de y,, 

dy, 





(20) y= ds =N, («=1,2,...,.n—1), ¥. = 0, 
d’ou 
(20°) y, =0 (¢=1,2,...,n). 


Les équations (4’) des géodésiques en coordonnées y, dés qu’on y 
remplace les y, par leurs valeurs (15) et qu’on y regarde y, comme une 
constante [ce qui entraine (20) et (20’)] donnent 


Se ymn0 Gat oe 


Envisageons en particulier le point P (s = 0), oi les coefficients ? - sont 
indépendants des N. Puisque les rapporte des N sont arbitraires, il s’en 
suit, en tout point P de B, 


(21) {<F\ 9 
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quelles que soient les valeurs des indices «, § entre 1 etm —1, et pour 
$= 1,2,...,%. 

Passons & b). En coordonnées y le transport paralléle d’une direc- 
tion de paramétres v‘ suivant une courbe, dont soient do l’are élémen- 


taire et » =y; les paramétres, est régi par les équations 


> n 
dvi jh 
de ~~ Dials pe (¢=1,2,...,%). 
Pour B on a en particulier les paramétres (19), et ces équations se 


réduisent a 
n 


i 

(22) oe re (§=1,2,...,). 
Elles doivent admettre les n — 1 solutions (17); ce qui équivant a 

(23) fi =o Get.t..ne-B iat. 


tout le long de B. 


En rapprochant (21) et (23) on reconnait que les conditions a) et 
b) prises ensemble entrainent que presque tous les symboles de Christoffel 


s’annulent; il n’y a que les m de la forme ve qui restent exclus. 


Il s’annulent eux aussi lorsque B est une géodésique. On n’a qu’a 
exprimer d’aprés c) que les paramétres (19) de B fournissent encore une 
solution des (22). Il s’en suit 


(24) (n"\0 (§ = 1, 2,...,n) 


en tout point Pde B. C.Q.F.D. 

Remarque. Ici encore, comme 4 la fin du N° 1, il est important 
de remarquer qu’on peut modifier 4 son gré les formules de transformation (16) 
pourvu qu’on ne touche pas aux termes des deux premiers ordres par 
rapport aux y,(«—1,2,...,%—1). En particulier il est loisible d’em- 
ployer la transformation (quadratique par rapport aux y,, ¥,,---, Y,-1) 


n—1 P . 
(16’) x, = 9;(y,) +2. u! (y,) ¥, + X: (Yrs Yas +++» Yn—a> Yn) 


qui exige uniquement la connaissance des symboles de Christoffel le long 
de B et des solutions u‘ des équations du transport paralléle sur la méme 
géodésique. 











— 
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4. Théoréme de M. Fermi. 


M. Fermi a démontré plus généralement®) (par une méthode un 
peu différente et sans détailler) l’existence de coordonnées se comportant 
comme cartésiennes le long d’une courbe quelconque B, qu’on continuera 
& supposer définie par les équations paramétriques (9), les gp, désignant 
des fonctions réguliéres de l’argument. 

Pour rattacher cette proposition aux considérations qui précédent, on 
introduit (comme on I’a esquissé au N° 2) la famille des surfaces géo- 
désiques ayant leur péle au point arbitraire P de B et définies comme 
il suit: Pour un certain point initial O (d’ailleurs arbitraire), = est le 
lieu des géodésiques qui sortent de O orthogonalement 4 B; pour un 
autre point quelconque P, c’est le lieu des géodésiques issues de P dans 
les directions paralléles (suivant B) 4 celles qu’on a menées de O. En fai- 
sant correspondre 4 toute surface > la valeur du paramétre o appartenant 
au point P, on arrive 4 introduire la famille des surfaces o = const. et 
par la une coordonnée auxiliaire o dans V,. 

Comme au N° précédent on envisagera n—1 directions w°® 
(¢=1,2,...,m—1) sortant de O orthogonalement & B et perpendicu- 
laires entre elles. Soient w, les directions paralléles sortant d’un point 
quelconque P de B. Ces w, seront encore mutuellement perpendiculaires 
et appartiendront par définition 4 =, sans rester en général normales 4 B: 
toutefois, comme il en est ainsi au point O, et que par conséquent (N° préc.), 
le déterminant 4, des paramétres de |’ennuple formé par ces n — 1 direc- 
tions «° et la tangente ¢° & B ne s’annule pas, on peut retenir, par con- 
tinuité, que le déterminant analogue 4, se rapportant aux w, et 4 la tan- 
gente ¢ 4 B, dans un point P assez proche 40, ne s’annule pas non plus. 
Cette inégalité 4+ 0 exprime, peut-on dire, que = ne contient pas la 
direction ¢, ou bien encore que le cosinus de langle compris entre t et 
la direction U, normale a = au point P ne s’annule pas. 

Il est loisible d’aprés cela de borner nos considérations 4 un are de 
B autour de O assez petit pour qu’on ait, en tout point P, 


(25) 4+0, 
ou, ce qui revient au méme, 
(25’) cos wt +0. 


En gardant les notations du N° précédent on aura les expressions (12) 
pour les paramétres de toute direction tangente 4 2 au péle P. Une géo- 
désique quelconque sortant de P dans une telle direction sera ici encore 
représentée par les formules (14). 


®) Loc. cit. au N® 2, 
Mathematische Annalen. 97. 20 
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L’introduction des nouvelles coordonnées y s’appuie désormais sur les 
remarques du N° 2. On suppose d’une maniére générale que la courbe B 
soit définie, par rapport 4 ces y, par des équations paramétriques 
(10) y; = ¥;(¢) (¢=1,2,...,n—1), 
les y, étant des fonctions (réguliéres), inconnues a priori, de l’arc o, dont 
on se réserve de disposer convenablement. 

Aprés cela on remplace les définitions (15) par 


(26) y, —¥,(o)=Nas (a=1,2,...,.n—1) 


et on peut attribuer aux équations (14) des géodésiques constituant les sur- 
faces = la forme 


(37) mm mle)+ %, u{(o) {y, — ¥.(9)} 
+ Sn Xn: — Wy. Yo — War +++ Yn ~ Va-1: F!> 


les = étant des polynomes homogénes de degré ¢ par rapport aux argu- 
ments y. — y,, qui dépendent en outre de o. 

Montrons que ces formules (27) définissent une transformation eflec- 
tive entre les coordonnées originaires z et les n arguments y,, ¥., ---; Y,—-1) 9 
pour des valeurs assez petites des |y, — y,| et pour tout o correspondant 
& Pare envisagé de B; c’est-i-dire dans une région assez petite de l’espace 
V,, environnant cet arc. 

Formons 4 ce but le déterminant pestaiadl des x; par rapport aux 
y, 6, en posant, aprés avoir dérivé, y —wy,. Un tel déterminant se réduit a 





n—-1 
1 1 1 , — 1 , 
u! “ «. wl, ?; ae ui y’ 
—1 
u2 uz uz , “4 u2 , 
1 2 n-1 Ps se a ve 
es £26 S06 O'S SF 6 OR 0 ae 
, ee a eo bs ee ae e+ ea Wy 
n—t n-—1 n—1 ’ —s a-1 wy 
u u bes 1 Pa-1 — 2. u, ¥. 
-1 
u* u* u* , Ps u” ’ 
1 2 1 Ps i ‘e a Vo 





puisque la derniére colonne peut étre remplacée par 9, 92, .-., Pa—1; Pa> 
il est different de zéro d’aprés (25). On peut par suite regarder comme 
nouvelles coordonnées les y (2 =1,2,...,m--1) associées & o. II est 
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permis de substituer ultérieurement 4 o une fonction queleonque de ce 
méme argument, pourvu que ce soit une véritable fonction, non pas une con- 
stante. On choisira la derniére des (10) 


(28) Yn = Vn (9) 
en supposant que 
(29) Ya (o)+0 


en tout point P de lare B dont il s’agit. Comme on !’a dit, les fonctions 
y figurant dans la représentation paramétrique (10), sont a priori indéter- 
minées et on se propose de les fixer par la condition que les y aient 
caractére cartésien le long de B. Nous verrons dans un instant que cela 
réussit et que l’inégalité (29) se trouve respectée. 

Considérons done o comme une fonction de y, provenant de la reso- 
lution de (28) [ce qui est légitime d’aprés (29)], et, avec cette supposition, 
envisageons les (27) comme formules de transformation entre les z et les 
y. En différentiant et posant ensuite y = y,,do=— Jas Y,: On & 

vn 


n-1 


(30) aa— S) uidy, + {oi— DS utvihay, a eee 
1 1 


valables en tout point P de B. 

Comme au N° préc. d’aprés les équations (18), on tire actuellement 
des (30) que les nm — 1 directions caractérisées (en coordonnées y) par les 
paramétres (17) coincident avec les ws (8 =1,2,...,%—1), issues les 
unes et les autres d’un point quelconque P de B. C’est l’enoncé b) du n° préc. 

Si les y doivent avoir caractére cartésien le long de B, il faut (entre 
autre) que la direction de la ligne coordonnée y, (je veux dire la direction 
suivant laquelle varie seulement y,) soit en tout point P pérpendiculaire 
aux n —1 directions w,. Les paramétres v, = = d’une telle ligne coor- 
donnée sont évidemment 


(31) v, = 0 (c=—1,2,....n—1), ve =1. 


. dz, 
D’aprés (30) les paramétres u, = 7: de la méme direction rapportés 
aux coordonnées z, sont donnés par 


m—1 


tt for St atys i 
wm azfoi— Siutve} | C12) 
Ces formules peuvent étre écrites: 


(32) S.uiv, =¢! (¢ = 1,2, ...,). 
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Avec les n—1 directions «, mutuellement orthogonales (qui pro- 
viennent d’un transport par parallélisme le long de B) on peut censer 
connue la direction w, qui compléte |’ennuple orthogonal. D’aprés cela ce 
sont précisement les (32) qui fournissent les fonctions yw, (a priori in- 
connues). 

Introduisons les moments u, des directions w,, et multiplions les 
(32) par wz); en faisant la somme par rapport 4 l’indice i (de 14m). On 
obtient 


n 
(32’) Vv, = SMA; (k=1,2,...,n), 
1 


ce qui donne explicitement les y’. Les fonctions y sont ainsi déterminées 
chacune 4 une constante prés: ceci correspond, peut-on-dire, & l’arbitrariété 
de l’origine du systéme cartésien de référence dans le voisinage immédiat 
de la courbe B, ot subsiste (au second ordre prés) la géométrie eucli- 
dienne. 


Des (32’) on tire en particulier, pour k= n, 
. ’ 
y.= aa Unli P, - 


Puisque les u,,; sont (en coordonnées x) les moments de la direction 2, , 
et les p; sont les paramétres de la tangente ¢ 4 B, V’expression de wy’ peut 
étre écrite 

~ 
y, = cos(w,,t), 
ce qui assure, d’aprés (25’), que l’inégalité 
Yn +0 
est bien vérifiée sur l’arc de B auquel on a convenu d’avance de se borner. 

Revenons maintenant aux formules de transformation (27). En les 
différentiant nous en avons déduit la validité de l’énoncé b). L’énoncé a) 
subsiste lui aussi, sauf la circonstance que, dans le cas actuel, les équations 
paramétriques des géodésiques formant une hypersurface = sont fournies, en 
coordonnées y, par 


(26) y= v,(¢) + Nas (a=1,2,...,n—1), 
associées a 

Yn = ¥,(9), 
au lieu d’étre par (15), associées 4 y, = const. Puisque toutefois ici encore, 


pour ces géodésiques, y, et les N, doivent etre regardées comme des con- 
stantes, il s’en suit, en dérivant par rapport a s, 


y, = N, (a=1,2,...,n—1), y.=0; yf = 0 (§=—1,2,..., 8) 
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identiques aux (20), (20’) du Ne précédent. Absolument comme alors on 
en tire que a) entraine les égalités 


(21) {<F\ 0 ane ee gl 


D’autre part, d’aprés ce qui précéde, chacun des systémes de para- 
métres (17) et (31) appartient a des directions paralléles le long de B. 
C’est comme dire que les équations du parallélisme en coordonnées y, 


dv‘ {gh eo 
(33) = — Lio (gm 1, 9,,..0mh, 
doivent etre satisfaites par une quelconque des déterminations (17) ou 
(31) des vé. En tenant compte des (21) et du fait que y, ne s’annule 
pas, la considération des (17) donne 


(23) {*F\ 9 (p=1,3,....8—1:641,8,..., 8). 


Enfin la circonstance que le systéme (33) doit étre vérifié aussi par 
les valeurs (31), dés qu’on y annule les symboles de Christoffel du type 
(21) on (23), conduit a 


(24) {n*\ 9 (Sen 028,55. .R). 

Done tous les symboles de Christoffel se rapportant aux variables y 
s’annulent le long de B. C.Q. F. D. 

Il est & peine nécessaire de répéter ici la remarque des N*1 et 3 
quil y a toujours une grande arbitrariété dans le choix de coordonnées 
localement cartésiennes. On peut notamment, dans les formules de trans- 
formation (27) liant, conjointement avec (28), les y aux variables ori- 
ginaires, réduire les séries & leurs premiers termes 


xX (¥, — Vir Ye — Var-++> Yn-1 — Pu—s» %)» 


et les y continueront & se comporter comme des coordonnées cartésiennes 
tout le long de B. 


5. Interprétation des coordonnées y dans le cas d’une géodésique — 
eas général. 
Placons-nous d’abord dans le cas particulier ot il s’agit d’un espace 
euclidien V, . 
La géodésique B est alors une droite. Si M est un point queleonque de 


V,, et P le pied de la perpendiculaire abaissée de M sur B, y,, n’est autre 
que l’abscisse (de M ou de P) comptée sur cette droite 4 partir de O; 
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les autres y, (coordonnées cartésiennes orthogonales dans le plan > normal 
& B passant par M) peuvent etre regardées comme les composantes (sui- 
vant les n — 1 directions mutuellement orthogonales w,) du segment PM. 

Si l’on se reporte au cas général d’une V, quelconque, tout se passe, 
dans le voisinage du premier ordre de tout point P, comme s’il s’agissait 
dune variété euclidienne douée de la détermination du ds* correspondant 
au point P. 

D’aprés cela l’interprétation des y est la méme que tout a l’heure. 
On peut donc retenir ce qui suit: Soit M un point quelconque apparte- 
nant & entourage du premier ordre de l’are géodésique B, = l’hypersurface 
géodésique (définie au N° 2) qui le contient, P la projection orthogonale 
de M sur B, c’est-a-dire le péle de ¥; y, est V’arc de la base B depuis 
une origine arbitraire O. jusqu’a P, les y, («=1, 2,...,— 1) signifient 
les composantes du vecteur élémentaire P M (caractérisant en grandeur et 
direction la distance de M 4 la base), ces composantes se rapportant 
& n — 1 directions, perpendiculaires & B et entre elles, choisies arbitraire- 
ment au point O et transportées ensuite par parallélisme le long de B. 

Remarquons en terminant que, s‘il s’agit d’une courbe base quelcon- 
que, les y, gardent leur signification de composantes du vecteur PM par 
rapport aux directions #,, ce vecteur n’est pas toutefois en général normal 
& B, la famille des hypersurfaces S ayant la définition specifiée au N° préc. 
Quant & y,, ce n’est plus l’arc o de B; mais d’aprés (28) dy, peut étre 
interprété comme projection de |’arc élémentaire do sur la normale wv, a 


6. Géodésiques infiniment voisines d’une géodésique donnée. 


Considérons maintenant, 4 coté de B, une autre géodésique quelcon- 
que g (plus précisément un are de g) appartenant au voisinage immédiat 
de B*°). Faisons correspondre & tout point M de g le point P de B 
ayant méme y, (et les autres y = 0). 

Il est important pour ce qui va suivre de préciser la relation entre 
un are élémentaire ds de g et l’are correspondant do—dy, de B. 

Dans tout lentourage de B on a pour les coefficients b,, du ds* en 
coordonnées y les déterminations euclidiennes 


,=0 (ik), 8,—1, 


au second ordre prés. 


) Au sens strict, c’est-a-dire en exigeant que soient petits uon seulement les 
écarte des positions regardées comme correspondantes sur B et sur g, mais aussi ceux 
des directions des tangentes qui s’y rapportent. 
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ds = ay 7 3. (sey. 


la quantité sous le radical différant de sa valeur exacte uniquement par 


d 
des termes du second ordre. Pour g, les y, et les in doivent étre 
nf n 
regardés comme des infiniment petits. I] s’en suit 
ds ds 1 
dy, ~ do~ 


au second ordre prés. Ce n’est qu’une généralisation du fait élémentaire 
qu’un segment infiniment voisin, quant 4 la direction, & une droite donnée 
et sa projection sur la droite ont une différence du second ordre. 


7. Forme invariante des équations définissant l’écart géodésique. 

Il s’agit finalement de former les équations définissant en coordonnées 
générales x l’allure d’une géodésique quelconque g infiniment voisine 4 B, 
c’est-a-dire les équations aux variations des (4) 4 partir de la solution (9). 

Posons 
(34) a, =p, (0) + &*, 
en traitant les &* comme des infiniment petits avec leur dérivées par 
rapport & o. 

Ces &* représentent évidemment les accroissements 4 donner aux co- 
ordonnées z; d’un point P de B pour passer au point correspondant M 
de g: elles peuvent étre regardées comme les composantes contrevariantes 
du vecteur élémentaire PM=6§. En se placant 4 un point de vue général, 
on ne supposera plus ce vecteur normal & B, son orientation dépendant 
de la loi de correspondance entre les points P et M de nos deux géo- 
désiques. Dés lors on ne peut plus prétendre que l’are élémentaire ds 
de g soit (comme au N° préc.) égal & son correspondant do de B; mais 
puisqu’ il s’agit en tout cas d’un déplacement infiniment petit, on peut 
prévoir quand meme que, si l’on pose 


(35) 144, 


Yallongement (ou le coefficient de dilatation ) 4 résulte infiniment petit avec 
les * et leurs dérivées. C’est ce qu’on va constater dans un moment 
d’une maniére précise. En attendant dérivons les formules (34) par rap- 
port 4c. Ona 


, ds 4 ano), ¢ 
(34’) Zu=vit pe: 
dz, dg; 


ayant écrit, pour abréger, 2{ au lieu de Gs? y; au lieu de rg 
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Une seconde dérivation donne 


ds d*s , atgt 
(3) wit goat = Pi + ZH 


D’aprés (35), 


tandis que (34’) peut s’écrire 


ae* 
a! — 9 =izi+z. 


En traitant i et 4+ comme infiniment petites, et négligeant toujours le 





do 
foe & d*s di di, 
second ordre, ou est autorisé 4 remplacer 5% 2/ = 5- 2; par 7- y; et par 
conséquent & obtenir les expressions des z;” sous la forme 
” ds\? ,, det Gi. « 
(34 ) (5*) ~~ Minas ; + do® ~~ 2a ve ° 


Ceci posé, imaginons de multiplier les équations (4), se rapportant a 
une g quelconque, ve (5 ' et faisons y les substitutions: (34) dans les 
fii. (34’) dans les oe , (34”) dans les (S*)"2/". 
Ayant égard a e circonstance que 


Eins r-- 3,6 a7 Ph» 


puisque g est une géodésique, et se bornant, cela va sans dire, aux termes 
du premier ordre, on obtient 


ag da . af? jh\ _, ae" 
“dot ~ da P* = — Que, ox, F@; vi 2Sinf i}, %j do * 
Posons 
(36) b= 9 (0) (6m 1,2,...,0), 
dans le but de mettre en évidence dans la notation le caractére contrevariant 
(vis-&-vis d’un changement quelconque de variables) des paramétres de 
la direction tangente 4 B. Les équations de tout & l’heure peuvent s’écrire 
en conformité (en y changeant en outre, dans un terme, les indices ¢ et j 
en r et ¢) 
A a 7 
a*e’ diye jh\ ,5a5" r Spinach 
(37) 5% dvsedf so = — Dea Oe. 


Nous allons les transformer encore pour en mettre en évidence la 
structure invariante vis-a-vis d’une transformation quelconque de coor- 
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données. A ce but il convient de rappeler d’un cété |’expression formelle 
des symboles de Riemann de seconde espéce 


. , a fih @ fik | flh\ fik Lk) fih 
(38) Gr, bea} C-SI CHT}: 
et de lautre la notion introduite par M. Bianchi de vecteur dérivé") d’un 
vecteur § donné comme fonction des points d’une ligne. 

Si B est la ligne, le vecteur D&, dérivé de §, a ses composantes 
contrevariantes (paramétres ) (D §)’ définies par les combinaisons linéaires 
suivantes des §* et leurs dérivées*): 


(39) (Dy = E45, {hate (ry =1,2,...,n). 
1 


Pour des coordonnées cartésiennes (s’il en existe rigoureusement |, 
ou bien localement cartésiennes le long de B on a simplement 


(Dey =, 


ce qui justifie le nom de dérivé attribué en général an vecteur défini 
par (39). 

Moyennant le vecteur D§ il est aisé d’expliciter l’allongement A, sans 
aucune hypothése préalable sur son ordre de grandeur. I] faut remarquer 
& ce propos que les formules (34) et (34’), auxquelles nous aurons recours 
pour le calcul de 4, n’ont pas été modifiées en ayant égard a la petitesse de 1, 
tandis que cela est arrivé pour les formules (34”). 

Sur g on a identiquement 


n 
Dir Uy Ej Ue =1. 
> oe <a ds\? 
Si l’on multiplie les deux membres par (5°) en remplacant (dans 


11) A la vérité M. Bianchi l’appelle associé, mais la désignation dérivé une parait 
préférable, puisqu’on |’emploie couramment dans |’espace ordinaire. 

18) Lezioni etc., Chap. IV, § 26. On peut d’ailleurs constater le caractére con- 
trevariant des (D§)" aussi en regardant provisoirement le vecteur § comme fonction 
d’un point de V, (non seulement de la ligne B), et en faisant intervenir le systéme 
mixte £7; défini (loc. cit., Chap. VI, § 2) par les expressions 


, ag" ad ih) .» 
a P| r \e : 


Si Yon sature l’indice de covariance i en multipliant par 5‘ et faisant la somme 
par rapport & i, on retrouve justement le second membre de (39). 








314 T. Levi-Civita. 


les a,,) les 2, par leurs valeurs (34) et les Sa; par (35’), on trouve 


immédiatement (au second ordre prés, par rapport aux ¢) 


(3)" an + 2D), 80% Ge + Sage woe 5 


On a d’ailleurs les identités bien connues 


se — Salou} ton (i) 


Si, dans la derniére somme de l’expression de ()", on échange les 





indices r et k, et qu’on tient compte de l’identité qu’on vient d’écrire, en 
remplacant en outre, d’aprés (36), 


n n n 
Di: Mir Pi> DMP Di, MePs 
1 1 1 
par b., b,, b,, il vient, & cause de (39), 
ds\? = : 
(73) =1+2D) (D8) 
1 


Le vecteur D& est infiniment petit en méme temps que les £* et leurs 
dérivées. On a donc, en extrayant la racine, négligeant le second ordre 
(par rapport aux dites quantités) et ayant égard a la définition (35) de 
Pallongement , 


(35’) A=) (D8yb 


ce qui en prouve le caractére infinitésimal. 


Naturellement D§ admet 4 son tour un vecteur dérivé D*§. Ses 
composantes contrevariantes sont définies, d’aprés (39), par 


(pte) = 20H" +S) {to (Dey. 


En introduisant dans le second membre les expressions (39) des (D§)’ 
et (D6&)' (aprés un changement dans la désignation des indices) on obtient 


(40) (Ds) = 45, + +£(3. {**o¢2") 
+ Sf + SMe, 
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les seconds membres constituant, comme les premiers, un systéme contre- 
variant. En explicitant dans le second membre la dérivation par rapport 
& o et effectuant quelque autre changement dans les indices on peut écrire 


, r r . jh A woa(r 
(40’) (Drsy— are +2d,, {pos +5", 
ot lon a posé pour abréger 


ft 
sir) r 


7 flk) px db! 
oe “ink dz, oot SALE ae 


en a a 


Remarquons en passant que, dans ces quantités auxiliaires =”, l’in- 
dice r est purement ordinal: on l’a placé en haut mais entre parenthéses, 
pour qu’on ne pense pas que les =" forment un systéme contrevariant, 


ce qui n’est pas vrai. 





l 
Pour notre but il suffit de remplacer dans =” les dérivées a = 9,’ 
par leurs valeurs 
n 
th\ papa 
a , a l \o b, 
tirées des équations (4) des géodésiques, ce qui permet d’écrir 


n ik n ; 5 
ay Setanta Se OM oy ayant. 


(r) 





Ceci posé, si l’on ajoute =" aux deux membres des équations (37), 
en ayant égard aux (40’) et & la définition (38) des symboles de Riemann, 
on leur donne la forme invariante 


(42) (D*gy— Ser = — DS) fir, hk} ONE” (r= 1,2,...,2). 


J’ai dit forme invariante puisque les deux membres des équations (42) 
constituent l'un et l’autre un systéme contrevariant simple: c’est ce qui 
résulte, pour le terme (D*§)’, de la propriété fondamentale des vecteurs 
dérivés; pour les seconds membres, des propriétés classiques des symboles 
de Riemann de seconde espéce**). 


18) Lezioni etc., Chap. VII, § 3. 
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8. Spécification du systéme différentiel — intégrale premiére — 
relation linéaire en termes finis. 


Le systéme (42), associé & l’expression (35’) de 4, comprend 4 la 
vérité n+ 1 équations avec autant d’inconnues: les § au nombre de n et J. 
Il est toutefois 4 prévoir, d’aprés sa formation, qu’il ne peut a lui seul 
déterminer complétement toutes les inconnues; il doit y rester une indé- 
termination provenant de l’arbitrariété de la loi de correspondance entre 
les points P de B et M deg. On s’en rend compte nettement, méme 
au point de vue formel, en constatant que la définition (35’) de 4, ou plus 
précisément léquation dérivée 


(35”) ae {4—3, (D8)"b, }—0 


est une conséquence des équations (42) elles-mémes. Afin d’établir ce point, 
remarquons d’abord que, pour un vecteur quelconque w dont v’ soient 
les composantes contrevariantes, on a 


n n n 
d dv’ db’ 
da 2,00, = : r da b, +2," dc * 


Or les dérivées - des moments d’une géodésique vérifient les re- 
lations ** ) 








exprimant, si‘ l’on veut, l’autoparallélisme de la géodésique B par I’inter- 
médiaire de ses. moments ),. 

D’aprés cela, l’identité précédente, pourvu qu’on échange dans la der- 
niére somme les deux indices r et h et qu’on tient compte des (39), 
prend la forme 


(43) 4 > vb, =>) (Dv)"»,. 
1 1 


Calculons désormais le premier membre de (35”), en tenant compte 
de Videntité (43) (ot le vecteur wv soit remplaceé par D&). On a 


a _ S) (D*8)"b,, 
i 


ce qui s’annule bien en vertu des (42) et des propriétés élémentaires des 
symboles des Riemann. 


14) Ibidem, Chap. V, § 26, p. 158. 
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Done léquation (35’) n’est qu'une intégrale particuliére (ou relation 
invariante) du systéme (42); son réle se réduit a fixer une des constantes 
d’intégration. Comme le systéme (42) contient n--1 inconnues, pour le 
rendre déterminé il faut lui associer quelque autre condition: voild con- 
firmé ce qu’on avait aisément prévu sous l’aspect géométrique, puisqu’il 
restait & fixer la loi de correspondence ponctuelle entre g et la base. 

En se plagant au point de vue formel la maniére la plus simple 
de compléter le systéme (42) est d’en faire disparaitre l’inconnue 4 en 
posant 


—_ 


ce qui d’une part donne au systéme (42) la forme normale, c’est-a-dire 
résoluble par rapport aux dérivées secondes des inconnues, 


(I) (D*g)' =—3.,.{ir, hk} bebe (r= 1,2,..., 0) 
1 


et d’autre part, 4 cause de lidentité (35”), montre que le systéme (1) 
admet Vintégrale premiére 

n 
(IL) »,(D§)’ b, = 4 = constante, 

1 


exprimant qu’il y a une dilatation linéaire constante lorsqu’on passe d’un 
arc quelconque de B a l’are correspondant de g. 


Puisque, d’aprés l’identité (43), le premier membre de l’intégrale 
n 

(IL) n’est que la dérivée de ¥' &"b,, il s’en suit que, pour toute solution 
1 


du systéme différentiel (I), on a en outre 


(IIT) €'b. =io+ C, 


~Me 


C étant une deuxiéme constante. 


Si l’on suppose en particulier 4=(@ on reconnait qu’il est loisible 
d’associer au systéme différentiel la relation 


ytd, =C. 
1 


C’est la traduction analytique du fait géométriquement évident qu’on 
peut établir la correspondence entre les points M de g et P de B en 
imposant au vecteur (infiniment petit) PM la condition d’admettre une 
certaine projection orthogonale constante C sur la tangente ¢ 4 la base 
au point P: une telle loi de correspondence implique, d’aprés (II), qu'il 
n’y a aucune altération de longueur (4 = 0) entre les arcs de B et les ares 
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homologues de g. Plus particuliérement encore, si C = 0, on revient 4 la loi 
de correspondance orthogonale (PM perpendiculaire 4 B) envisagée au N° 6. 

Il est & peine nécessaire d’ajouter que, pour introduire d’autres lois 
géométriques de correspondance, on n’aurait qu’& reprendre le systéme 


(42) en lui associant (au lieu que = = 0) la traduction analytique de 


la loi choisie. Par exemple, si l’on voulait que PM fit incliné sur B 
d’un angle » (constant ou fonction de o donnée & l’avance) |’équation 
additionnelle serait 


», §" b, = Ecos, 
1 


:—| V Sinane*e 
1 
3 


ou 





représente la longueur du vecteur 


si 


En tout cas une petite discussion supplémentaire serait ensuite né- 
cessaire au sujet du systéme complété, ne fit-ce que pour le réduire a 
la forme normale et 4 préciser le nombre des constantes qui seront intro- 
duites par l’intégration, etc. 


9. Forme réduite du systéme différentiel (1) en coordonnées y. 


Reprenons les coordonnées y en nous fixant sur la loi de correspon- 
dance orthogonale (entre la base B et une géodésique queleonque g de 
son entourage). Comme on vient de voir, une telle correspondance est 
traduite analytiquement par le systéme différentiel (I), avec les spéci- 
fications 4= C=0 des constantes d’intégration se rapportant a (II) 
et (III). 

D’aprés les remarques du N° 6, la coordonnée y, de M est identique 
& celle de P. Puisque les autres coordonnées y, (« = 1, 2,...,m — 1) de 
P sont nulles, les variations n* des coordonnées y sont respectivement 


n°=y, (a=1,2,....m—1), 9*=0, 


ce qui justifie la dénomination de composantes cartésiennes du déplacement 
normal ou écart PM que nous donnons aux y,. 

D’ailleurs les paramétres b* = * de la base B s’annulent pour 
t#=1,2,...,n—1, tandis que 6” = 1. Les symboles de Christoffel s’an- 
nulent eux aussi, le long de B, avec leurs dérivées par rapport 4 o (ou, 
ce qui revient au méme, a y,), et par conséquent 


dnr 
(Dy) = =: 
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Les équations (I) deviennent en conformité 


d* y, sy 
r’) det = — Zane, eB} 9, (= 1,2,....8—1), 


0= ~E,{nn, mB} ps 


ot, dans les deux sommes, on a supprimé le terme correspondant 4 la 
valeur n de l’indice, puisque tout symbole de Riemann, ayant les der- 
niers indices égaux, s’annule d’aprés la définition (38). 

Le premier groupe (1’) (comprenant n —1 équations linéaires du 
second ordre) définit les n—1 composantes cartésiennes de Técart (nor- 
mal) PM. La derniére équation se réduit 4 une identité, et voici pour- 
quoi. Les symboles de Riemann de seconde espéce sont liés en tout cas 
par les relations 


(ij, hk) = Sa, {ir hk} 
1 
aux symboles de premiére espéce, ceux-ci vérifiant, entre autres, les 
iden’ ités 
(¢7,hk)= —(jt, hk). 

Dans notre cas les coefficients a;, du ds* se réduisent, sur B, & 0 (pour 
r+ j) et 1 (pour r=j). On a donc, sur la base, égalité entre les sym- 
boles des deux espéces affectés de mémes indices. I] s’en suit en par- 
ticulier 

{nn, nB}=(nn,np)=0. 
C. Q. F. D. 

Bien entendu, il n’y a plus & s’occuper des relations intégrales (II) 
et (III), qui deviennent des identités, puisque, dans le cas actuel, s’an- 
nulent les b*(¢ =1.2,...,n—1) et I’n®™ composante &" = y" du dé- 
placement PM. 


10. Cas de n = 2. — Formule de Jacobi. 


Pour n = 2, c’est-i-dire pour une surface ordinaire, si B est la géo- 
désique base, y, =o son arc, y, —y la distance normale de M 4 B, le 
systéme (I’) se réduit & l’équation unique 

a 
Jc: = — {21,21} y. 
Il est bien connu**) que, en général, c’est-d-dire quelles que soient 


15) Lezioni etc., Chap. VII, § 4. 
16) Ibidem, § 9. 
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les coordonnées, la courbure gaussienne K d'une V, est exprimée par le 
rapport 
(12, 12) (21, 21) 
a = a , 





a désignant le discriminant de son ds*. 

Pour nos coordonnées cartésiennes le long de B, a= 1 et les sym- 
boles de Riemann de seconde espéce ne différent pas de leurs homologues 
de premiére. 

L’équation définissant y n’est donc pas autre chose que )’équation 
de Jacobi 


(J) ot + Ky =0, 





qui a initialement suggéré notre recherche. 


(Eingegangen am 29. 1. 1926.) 











La notion de dérivée comme base d'une théorie des 
ensembles abstraits. 
Von 


W. Sierpitiski in Warschau, 





Introduction. Depuis la Thése de M. Fréchet on connait quelques 
essais de baser la Topologie (Analysis Situs) sur telle ou telle notion 
primitive, p. e. sur celle de la limite (Fréchet), du point d’accumulation 
(F. Riesz), de l’écart, du voisinage (Hausdorff, Fréchet), de la fermeture 
(Kuratowski). Le but de ce mémoire est de montrer comment on 
pourrait développer la Topologie en admettant comme primitive la notion 
de lensemble dérivé. 

Dans le § 1 nous déduisons quelques propriétés élémentaires des 
* images, valables pour les images des ensembles sans aucune restriction, 
ou pour les images biunivoques. Dans les §§ 2—6 nous ne faisons en- 
core aucune hypothése sur la nature des éléments des ensembles consi- 
dérés, outre celle qu’& tout sous-ensemble Z d’un ensemble fondamental K 
considéré (d’ailleurs quelconque) correspond (d’aprés une loi tout 4 fait 
arbitraire ) un sous-ensemble E’ de K, qui est, par définition, l'ensemble 
dérivé de Z*). Nous montrons que, malgré la généralité de cette hypothése, 
on peut introduire plusieurs notions importantes (comme celle de l’en- 
semble fermé, dense en soi, parfait, isolé, connexe, d’une fonction con- 
tinue) et démontrer quelques propositions d’Analysis Situs. Dans le § 7 
nous introduisons une hypothése sur les ensembles dérivés qu’on pourrait 
appeler celle de monotonie (Vhypothése que la formule H, ¢ E entraine 
toujours E, < E£’) et nous en déduisons plusieurs théorémes, en particulier 
quelques propriétés importantes des ensembles connexes. Dans le § 8 
nous admettons la notion de l’ensemble fermé comme primitive et nous 
obtenons une théorie équivalente a celle qui est basée sur la notion des 


1) Un tel ensemble K est une classe topologique abstraite de M. Fréchet; voir 
M. Fréchet, Sur la terminologie des ensembles abstraits (Congrés Soc. Sav. Dijon 
1924); cf. M. Fréchet, Ann. Ec. Norm. 38 (1921), p. 356 et son «Esquisse» de Cal- 
cutta (citée plus loin), p. 360. 
Mathematische Annalen. 97. 21 











$22 W. Sierpitiski. 


ensembles dérivés satisfaisant & la condition de monotonie. Enfin, dans 
le § 9 nous signalons comment on pourrait développer la Topologie en 
introduisant encore d’autres hypothéses sur les ensembles dérivés. 

1, Soient P et Q deux ensembles donnés, dont les éléments sont 
tout & fait arbitraires. Supposons qu’é tout élément de l’ensemble P 
correspond un élément de l’ensemble Q (le méme élément de Q pouvant 
correspondre aux plusieurs éléments de P et, d’autre part, dans Q pou- 
vant exister des éléments qui ne correspondent & aucun élément de P). 
Nous dirons d’une telle correspondance qu’elle détermine une application 
de ensemble P sur l’ensemble Q ou bien qu'elle définit une fonction 
univoque d’éléments de ensemble P; si, de plus, g désigne l’élément de Q 
correspondant & l’élément p de P, nous écrirons 

q = f(p) 
et appellerons g image de élément p. 

L’ensemble P* de tous les éléments f(p) correspondant aux éléments p 
de P sera dit image de l’ensemble P (produit par la fonction f) et sera 
désigné par f(P). 

Si, de plus, aux éléments différents p, et p, de P correspondent 
toujours des éléments différents f(p,) et f(p,) de Q, la fonction établit 
une correspondance biunivoque entre les éléments des ensembles P et 
P*=f(P); pour tout élément g de P* il existe alors un et un seul - 
élément p= (q) de P, tel que f(p)—gq, et la fonction g détermine 
une correspondance inverse par rapport a celle qui est déterminée par la 
fonction f, notamment une application de l’ensemble P* sur l’ensemble P, 
et on a o(P*) = P. 

En particulier, les ensembles P et Q peuvent coincider: nous avons 
alors une application de l’ensemble P sur lui-méme (p.e. toute fonction 
réelle d’une variable réelle fournit une application de ensemble de tous 
les nombres réels sur lui-méme). 

f étant une fonction univoque, définie pour les éléments de l’ensemble P, 
et Z étant un sous-ensemble donné quelconque de P, nous designerons 
par f(Z) ensemble de tous les éléments f(p) correspondant aux élé- 
ments p de £. 

On voit sans peine que pour toute fonction (univoque) /, définie 
dans l’ensemble P, on a, pour E, <P et H, <P **) la formule 


f(#, + E,) = f(#,) + f(2,), 
et, généralement, pour toute somme S = 2E des ensembles EZ contenus 


dans P: 
f(x #) = =f(£), 


**) Ec P désigne que |l’ensemble E est contenu dans P. 








A nr me em 
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la sommation s’étendant & tous les ensembles Z formant la somme S. 
Donc: Pimage dune somme est la somme des images *). 

Quant 4 image d’une différence, nous pouvons seulement affirmer 
(dans le cas général) que 

f(z, ~ £,)>f(£,) * f(#,), 

c’est-a-dire que Pimage dune différence contient la différence des images. *) 

Si Z,c E,cP, nous avons évidemment f(Z,)<f(Z,), c’est-a-dire 
Pimage Pune partie Cun ensemble est une partie de Timage de cet en- 
semble*). Il en résulte tout de suite qu’on a pour tout produit JJ Z 
d’ensembles donnés Z contenus dans P, la formule 


(1) f(1E)< IT f(B) 


(le produit 4 droite s’étendant 4 tous les ensembles-facteurs du produit ITZ), 

c’est-a-dire: Pimage dun produit est contenu dans le produit des images. 
Or, si la fonction f établit une correspondance biunivoque (pour les 

éléments de l’ensemble P), nous avons toujours 

(2) f( 1) = If(B) 

(pour tout produit J7H# de sous-ensembles H de P). 

D’aprés (1) il suffit de démontrer seulement la formule 
(8) f(N£) > ITf(£). 

Soit donc g un élément de l’ensemble J7f(EZ). Nous avons donc pour tout 
ensemble E, facteur du produit 7H, q€f(E)*). 

Soit E, un facteur donné du produit 7H: il sera done g€f(E,), c’est-a-dire 
q=f(p), od p est un élément de E,. Soit maintenant E un facteur donné quel- 
conque du produit J7E: d’aprés g€f(H), nous avons g=/f(z), od # est un élé- 
ment de Z. Nous avons dono f(p)=/f(), ce qui donne (la fonction f établissant 
une correspondance biunivoque pour les éléments de P): p=, d’ot p€ E ( puisque 
x€E). Nous avons donc p€ E pour tout facteur E du produit J7E, ce qui donne 
pEITE, et parsuite g=f(p)Ef (ITE). Nous avons ainsi établi la formule (3) qui 
entraine, d’aprés (1), l’égalité (2). ; 

Pareillement on pourrait démontrer sans peine que si f est une image 
biunivoque de l’ensemble P, et si H,¢ P, H,<P, on a 


f(E, be E,)= f(#,) bie f(#,). 


f(p) étant une fonction univoque (pas nécessairement biunivoque) 
définie dans l’ensemble P, désignons, pour tout sous-ensemble H de f(P), 


*) Cette propriété subsiste d’ailleurs pour les fonctions plurivoques (od & chaque 
élément p de P correspond un sous-ensemble f(p) de Q, et od on comprend par 
f(£) Vensemble-somme de tous les ensembles f(p) correspondant aux éléments p 
de E). 

5) g€ H désigne que q est un élément de l’ensemble H. 


21* 
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par g(H) l'ensemble de tous les éléments p de P, pour lesquels f(p)€ H. 
On vérifie sans peine les formules: 


g(2H)= = 9(H), 
pour toute somme 2H des ensembles contenus dans f(P), 


9(H, — H,)= 9(H,) — 9(4,), 
pour H,cf(P) et H,<f(P), et 
9(I1H) = Ig(H), 
pour tout produit J7H d’ensembles contenus dans /(P). 


Dans le cas ot la fonction f(p) est biunivoque dans P, et ot y(q) 
désigne leur fonction inverse, on a évidemment g(H)=(H) pour 
Hc f(P). 

Remarquons que, d’aprés une notation de M. Lebesgue, on pourrait 
désigner l’ensemble g(H) par E [f(p)€ H}. 

2. Soit K un ensemble donné quelconque, dont les éléments sont de 
nature tout 4 fait arbitraire, et supposons seulement fixée une loi d’aprés 
laquelle & tout ensemble Ec K corresponde un ensemble déterminé E’c K 
(pouvant étre d’ailleurs vide) qu’on appellera ensemble dérivé de E. 
Aucune hypotése spéciale sur la loi de cette correspondance ne sera pas 
supposée dans les §§ 2—6. 

Malgré la généralité de notre hypothése, il est possible d’introduire 
plusieurs notions importantes et de déduire plusieurs propriétés de ces 
notions. 


Appelons un ensemble EK fermé, si E’< HE‘), dense en soi, si 
0+ECE’, parfait, si E= EB’, clairsemé, s'il ne contient aucun sous- 
ensemble dense en soi. Un élément p de E£ sera dit isolé, si p non € EB’. 
Un ensemble est dit isolé, si HE’ = 0. (On voit sans peine que pour qu’un 
ensemble soit isolé, il’ faut et il suffit que chacun de ses éléments soit 
isolé. ) 

Deux ensembles A et B (contenus dans K) seront dits séparés, si 
(4) A+0, B+0, AB=AB'=AB=0. 


Un ensemble < K est dit connexe, s’il n’est pas une somme de deux 
ensembles séparés. 

On dit qu’un ensemble EZ, est fermé dans E, si E,EcE,. On peut 
démontrer sans peine que pour qu’un ensemble E soit conneze, il faut et 


*) L’ensemble dérivé de tout ensemble Ec K étant contenu dans K, il en ré- 
sulte que l’ensemble K est fermé (puisque K’c K)- 
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il suffit qu’tl ne soit pas une somme de deux ensembles non vides dis- 
joints, fermés dans E. 

Supposons, en effet, que l'ensemble E est une somme de deux ensembles non 
vides, disjoints, fermés dans E. Nous avons donc E= A--B, ov 


(5) A+0, B+0, AB=0, AECA, BEcCB. 

D’aprés E = A+B, nous avons A= AE, B= BE, et la formule (5) donne 
(6) AB’= AEB cAB= 0, dor AB=0, 

et de méme 

(7) A’'B=A' EBcAB=0, dou A’B=0. 


D’aprés (5), (6) et (7), mous avons donc les formules (4) ce qui prouve que les 
ensembles A et B sont séparés. Notre condition est donc nécessaire. 
Or, supposons que l’ensemble E n’est pas connexe. L’ensemble E est donc 
une somme EF = A+ B de deux ensemble séparés, donc satisfaisant aux conditions (4). 
D’aprées E= A+B et (4), nous trouvons 

A E=A'(A+B)=A4'A+A'B=A ACA, 


donc A’Ec A, ce qui prouve que l’ensemble A est fermé dans E. Pareillement 
nous prouvons que l’ensemble B est fermé dans E. L’ensemble E est donc une 
somme de deux ensembles non vides, disjoints (d’aprés (4)), fermés dans E. La 
condition de notre théoréme est dono suffisante. 

3. Soient maintenant K et K* deux ensembles, pour les sous-ensembles 
desquelles sont définis les ensembles dérivés. Supposons que la fonction f 
détermine une application d’un ensemble Z,¢ K sur un ensemble H,¢ K*. 
Nous dirons que la fonction f est continue dans E, pour Vélément p de 
cet ensemble, si pour tout ensemble EcE,, tel que pE EZ’, on a la 


formule 
f(p) €{f(E —(p)) +[f(B))’} 
(ou (p) désigne ensemble formé d’un seul élément p)*). 

Si la fonction f est continue dans Z, pour tout élément ‘p de H,, on 
dit que ensemble H, = f(H,) est une tmage continue de l’ensemble £,, 
produit par la fonction f. 

On voit sans peine que si p€ HE, < H, et si la fonction f est continue 
dans Z, pour l’élément p, elle est aussi continue dans Z, pour |’élément p. 
Il en résulte que si H, = f(H,) est une image continue de l’ensemble £,, 
produit par la fonction f, f(#) est une image continue de l’ensemble £, 
quel que soit l’ensemble Ec £,. 


Théoréme 1. L’image continue dun ensemble connexe est un en- 
semble conneze. 


5) On pourrait démontrer sans peine que pour les espaces (D) de M. Fréchet 
(dénommés par M. Hausdorff espaces métriques) cette définition est équivalente 
& la définition habituelle. 
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Démonstration. Soit Z, un ensemble connexe, H, = f(Z,) — son 
image continue, et admettons que l’ensemble H, n’est pas connexe. Nous 
aurions donc la décomposition H, = A, + B,, ot 
(8) A,+0, B,+0, A,B, —A,Bj=4jB,=0. 

Désignons par A l’ensemble de tous les éléments p de Z,, pour les- 
quels f(p)€A, et par B — ensemble de tous les éléments p de £,, 
pour lesquels f(p)€B,. D’aprés (8) et A, + B,—H, =f(E,), nous 
aurons évidemment A+0, B+0, AB=0. L’ensemble Z, étant con- 
nexe, il en résulte qu'il ne peut étre & la fois AB’=0 et A’B=0. 
Admettons que AB’+0. II existe donc un élément p€ AB’. D’aprés 
pEB’ et Bc E,, la fonction f étant continue dans Z,, nous avons 


(9) f(p)€{r(B —(p)) + (f(B))}- 
Or, d’aprés f(A) = A,, f(B) = B,, A,B, = 0 et pEA, nous trouvons 
(10) f(p)EA, 
et 
f(p) non € f(B), 


et la formule (9) donne 
(11) f(p)€[f(B)]' = By. 

Donc, d’aprés (10) et (11): f(p)€A, Bi, doi A, Bs +0, contraire- 
ment & (8). 

Pareillement l’hypothése que A’B +0 implique une contradiction. 
Nous avons ainsi démontré que l’ensemble H, = f(H,) est connexe. 

4. Théoréme 2. Si la fonction f est continue dans l'ensemble E, 
pour Vélément p de cet ensemble et si la fonction g est continue dans 
Vensemble H, = f(E,) pour Pélément q = f(p) de cet ensemble, la fonction 
p(p)=g(f(p)] est continue dans E, pour Pélément p. 


Démonstration. Soit E un ensemble donné c E,, tel que p€ FE’. De l’hypo- 
thése que la fonction f est continue dans E, pour |’élément p résulte que 


f(p)€{f(E—(p))+[f(2))’}. 


ai 
f(p) €f(E-(p)), 
nous avons 
g(f(p)) Eg (f(£-(p))). 
Or, si 
f(p)€(f(B))’ 
alors, en posant 


q=f(p), H=f(E), 


nous aurons (d’aprés Ec E,): Hc H, et g€H’, et, la fonction g étant continue 
dans H, pour !’élément q, nous trouverons: - 


9 (9) € {9 (H—(@)+[9(2))’}, 
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donc 


9 (f(p)) € {9 [f (EB) — f(p)) + (9 [fF (B)))’} < {9 [fF (2 — (m))) + (9 [fF (2)))’} 
[puisque f(EZ)—f(p)<f(E—(p))). 

Dans tous les cas nous avons donc 

9 (f (p)) € {9 [f(E—(p))) + [9 (F()))'} 
pour Ec E,, p€ EF’, ce qui prouve que la fonction y(p)=g[f(p)] est continue 
dans EZ, pour l’élément p, c. q. f. d. 

Si, en particulier, la fonction f est continue dans tout ensemble Z, 
et si Ja fonction g est continue dans tout ensemble H, = f(H,), la fonction 
”(p)=g[f(p)] sera continue dans tout ensemble Z,. Nous exprimons 
cela tout court, en disant qu’une image continue dune image continue 
dun ensemble est une image continue de cet ensemble. 

5. Si la fonction f établit une correspondance biunivoque entre les 
éléments des ensembles Z, et H, et si la fonction f est continue dans Z, 
et leur fonction inverse g est continue dans H,, nous disons que |’en- 
semble H, est une image biunivoque et bicontinue de l’ensemble Z,. 
L’ensemble HZ, est alors aussi (comme on le voit sans peine) une image 
biunivoque et bicontinue de l’ensemble H,. 

De deux ensembles Z, et H, qui sont des images biunivoques et 
bicontinues I’un de l’autre, ont dit qu’ils sont homéomorphes, ce que nous 
exprimerons en écrivant: Z,hH,,°) et, pour exprimer que la fonction f 
transforme d’une fagon biunivoque et bicontinue l'ensemble Z, en Il’en- 
semble H,, nous écrirons: Eh, H,. 

On voit sans peine (§ 3) que si l’on a 


E,h,H,, £,cH, et H,=f(E,), 


on @ aussi 


E,h,H, . 
Donc: lorsque deux ensembles sont homéomorphes, toutes deux parties 
correspondantes de ces ensembles sont aussi homéomorphes. 


Du § 4 résulte que si 
E,h,H, et Hh, M, 
et si l’on pose dans £Z, 
¢(p)=glf(p)], 
Eohy Mo: 


la relation d’homéomorphie est donc transitive. 


on aura 


*) Il est clair que nous avons alors aussi H,h E,: la relation d’homéomorphie 
est done symétrique. 
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Supposons maintenant que la fonction f établit une homéomorphie 
entre les ensembles Z, et H,. Soit Z un ensemble donné quelconque ¢ £, 
et p un élément donné queleonque de l’ensemble Z,Z’. La fonction f 
étant continue dans HZ, pour élément p, nous aurons (§ 3) 


(12) f(p)€{¢(B — (p)) + (f(B))}; 
or, la fonction f étant biunivoque dans Z,, il ne peut étre 


f(p) € f(B — (p)) 


(puisqu’il en résulterait que pour deux éléments distincts de l’ensemble £, 
notamment pour p et pour un élément p, de l’ensemble ZH —(p), on a 
f(p)=f(p,), ce qui est impossible): la formule (12) donne donc: 

(13) f(p)€(f(B))’. 

La formule (13) subsistant pour tout élément p de l’ensemble E, EF’, 

nous avons: 
f(Z,E)<[f(B)), 
donc aussi 
(14) f(E, EB’) < f(E,)-(f(B)]’ 
pour tout ensemble Ec E, [puisque, d’aprés H,H’c H,, nous avons 
f(£, B’) < f(E,)). 

Soit maintenant g la fonction inverse par rapport 4 f (définie dans 
H,): nous aurons done Hyh, Hy et, d’une fagon analogue que nous avons 
déduit de l’hypothése #,h,H, la formule (14), nous déduirons de H)h, Ko 
la formule 
(15) »(HyH’) <p (Hy) -[ (H))’ 
pour tout ensemble Hc H,. 


Soit Z un ensemble donné quelconque cZ#,: posons H = /(Z): 
daprés Ec E£,, nous aurons f(Z)cf(£,), donc Ho H,, ce qui entraine 
la formule (15). 


Or, d’aprés H, = f(Z,), H= f(E), p étant la fonction inverse de f dans 
Ey, nous avons p(H,) = Ey, (H) = E et parsuite @(H,)-[p(H)]' = Ey’, 
dou, daprés (15): 


(16) f(y (4, H")) <f(E, 8’). 
Or, la fonction g étant inverse de f, nous avons 
f{~(H,H’)) = H,H’ = f(By)-(f(2)]’, 
et ia formule (16) donne: 
f (Bp) (f(B)]' < f(By B’) 


<= 


a ee 
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pour tout ensemble Ec Z,, d’ou, d’aprés (14), résulte l’égalité 
(17) f(E, B") = f(E)- (f(B)]’ 
pour tout ensemble Zc £,. 

Nous avons done demontré que si Z,h,H,, la fonction f satisfait a 
la condition (17). 

Or, on voit sans peine que si la fonction f (définie dans l’ensemble £, ) 
satisfait & la condition (17) et si elle est biunivoque, alors, en posant 
H, = f(H,), on a Eh, H,. 

En effet, pour tout élément p de H, et pour tout ensemble Ec £,, 
tel que p€ Z’, nous avons p€ E, E’, et la formule (17) donne f(p) € [f(Z))’ 
et, & plus forte raison: 


f(y) € {F(Z —(p)) + [f(B)]’}, 
ce qui prouve que la fonction f est continue dans Z, pour tout élément 
p de £,. 
Or, si la fonction f est biunivoque dans H, et si p désigne leur 
fonction inverse, en posant Z = g(H) pour H¢H,, nous aurons, d’aprés 
(17), en remarquant que /(Z,)= H,, f(£)= H, la formule 


f(E, E') = H,H’, 


d’ou 

(Hy): (~(H))’ = Ey EB’ = »[f(E,E’))=9(HH’), 
donc 
(18) 9 (Hy H’) = 9 (Hy) -(~(H)]’ 


pour tout ensemble Hc H,. 


De-méme comme de la formule (17) résultait la continuité de la 
fonction f dans Z,, il résulte de la formule (18) la continuité de la 
fonction g dans H,. La fonction f transforme donc l’ensemble Z, en 
ensemble H, d’une fagon biunivoque et bicontinue, et nous avons ZH, h, A,, 
c. q. f. d. 


Nous avons ainsi démontré le suivant 
Théoréme 37). Pour qu'une fonction biunivoque f établisse une 
homéomorphie entre les ensembles H, et H,=f(H,), tl faut et il suffit 
quon ait 
f(y E’) nae f(Ey)-(f(2))’ 
pour tout ensemble Ec E,. 
6. Toute propriété de l’ensemble Z qui subsiste pour tout ensemble 


homéomorphe & £ est dite invariant topologique de l’ensemble Z. L’objet 


*) Cf. S. Saks, Fundamenta Mathematicae 5 (1924), p. 291. 
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de la Topologie (Analysis Situs) est l'étude des invariants topologiques, 
c’est-a-dire des propriétés des ensembles qui restent invariantes par rapport 
aux transformations biunivoques et bicontinues. 

Voici quelques exemples des invariants topologiques. La densité en 
soi dun ensemble est un invariant topologique. En effet, supposons que 
Eh, H,: nous avons donc la formule (17), pour Hc £, (d’aprés le théoréme 
établit au §5). Or, ensemble Z, étant dense en soi, nous avons (§ 2) 
E,< Eo, done H,= E, Eo, et la formule (17) donne (pour Z = £,): 

H, = f(y) = f(By Bo) = f(Ey)-[f(E,)]’ = Hy Ho, 
donc H, = H, Ho ¢ Hy, ce qui prouve que l’ensemble H, = f(E,) est dense 
en soi, c. q. f. d. 

Du fait que la densité en soi est un invariant topologique, il résulte 
tout de suite (§ 2,§5) que la propriété dun ensemble Pétre clairsemé 
est un invariant topologique. Du théoréme 3 resulte aussi sans peine 
(pour Z = H#,) que la propiété dun ensemble @étre isolé est un invariant 
topologique. D’aprés le théoréme démontré au § 3, la connexité est un 
invariant des transformations univoques et continues (dans un sens). 
Donec, & plus forte raison, la connexité est un invariant topologique. 

7. Nous n’avons admis jusqu’ici aucune hypothése sur les propriétés 
des ensembles dérivés (en supposant seulement qu’ils sont définis pour 
tout ensemble £ d’éléments de l'ensemble fondamental K considéré), et 
cependant nous avons pu démontrer quelques théorémes importants, connus 
de la théorie des ensembles de points. Nous allons maintenant déduire 
plusieurs autres théorémes importants de cette théorie, en admettant 
quelques propriétés des ensembles dérivés. Nous commencerons par ad- 
mettre une seule qu’on pourrait appeler monotonie des ensembles dérivés. 
Cest la propriété suivante : 

(I) La formule E,<E entraine: EB, ¢ E’ 

quels que soient les ensembles Z et H,, contenus dans l'ensemble fonda- 
mental K considéré. En d’autre mots, nous supposerons que la dérivée 
dune partie dun ensemble et toujours une partie de la dérivée de cet 
ensemble. 

Nous allons maintenant déduire de cette propriété quelques théorémes 
importants. 

Théoréme 4. Le produit dun ensemble quelconque d ensembles 
fermés et un ensemble fermé. 

Démonstration. Soit P=JIE wun produit donné d’ensembles 
fermés EZ. Nous avons donc Pc # pour tout facteur Z du produit P, 
d’ou, d’aprés (1): P’< BE’ et parsuite P’'<E, puisque E’c EZ, l'ensemble 
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Dérivée et ensembles abstraits. 331 


E étant fermé (§2). La formule P’c £ subsistant pour tout facteur Z 
du produit P, il en résulte P’c JIE, donc P’<P, ce qui prouve que 
Pensemble P est fermé, c. q. f. d. 


Théoréme 5. Si Pensemble E est fermé, tout ensemble contenu 
dans E et contenant E’ est fermé. 


Démonstration. Si Z est fermé, on a E’c £. Or, si l'ensemble H 
satisfait aux conditions Z’< Hc #, ona, d’aprés Hc £ et en vertu de (I): 
H'c E’, done, d’aprés E’< H, on trouve H’cH, ce qui prouve que l’en- 
semble H est fermé. 


Done, en particulier, ensemble dérivé d’un ensemble fermé est tou- 
jours fermé. , 


Théoréme 6. Si Pensemble E est dense en soi, tout ensemble con- 
tenant E et contenu dans E’ est dense en soi. 


Démonstration. Si lensemble Z est dense en soi, nous avons 
Ec E’ (§2). Or, si lensemble H satisfait aux conditions Eo Hc E’, 
on a, daprés Ec H et (I): E’ cH’, donc, daprés Hc EF’, on trouve 
HH’, ce qui prouve que l’ensemble H est dense en soi, ¢. q. f. d. 

Théoréme 7. Une somme dun ensemble quelconque d ensembles 
denses en sot est dense en soi. 

Démonstration. Soit S=2H une somme donnée d’ensembles 
denses en soi. Nous avons donc Ec £’ pour tout ensemble E, terme de 
la somme SZ£=S. Or, d’aprés EcS et (I), nous avons #’cS’. Il 
en résulte que Ec 8S’ pour tout terme EZ de la somme S, ce qui donne 
Sc 8’ et prouve que l’ensemble S est dense en soi, c. q. f. d. 

Désignons, pour tout ensemble Z donné, par N la somme de tous 
les ensembles denses en soi, contenus dans ZH: d’aprés le théoréme dé- 
montré tout 4 l’heure, |’ensemble N sera dense en soi (ou vide). Or, on 
voit sans peine que N est le plus grand sous-ensemble dense en soi de Z, 
notamment un sous-ensemble de N, contenant tout sous-ensemble dense 
en soi de N. Nous appelons N noyau de ensemble Z. Un ensemble 
dont le noyau est vide, est dit clairsemé (cf. § 2). 


Théoréme 8. Tout ensemble E est une somme 
E=N-+R, 


oi N est le noyau de E et ot R est un ensemble clairsemé (ou vide). 


En effet, si N désigne le noyau de l'ensemble Z, nous avons Nc E 
et nous pouvons poser H — N= R, ot RCE, ce qui donne E= N+ R. 
Si ensemble R n’était pas clairsemé (ni vide), il contiendrait un sous- 
ensemble dense en soi qui, d’aprés la définition du noyau, devrait entrer 











332 W. Sierpitiski. 


dans N, ce qui est impossible, puisque, par définition de R, NR = 0. 
L’ensemble R est donc clairsemé (ou vide), ce qui prouve notre théoréme. 

Théoréme 9. Le noyau d'un ensemble est fermé dans cet ensemble. 

Démonstration. Soit N le noyau de l’ensemble Z. Le noyau 
de E étant dense en soi et contenu dans Z, nous avons NcN’E£, et, 
puisque évidemment N’ Ec N’, nous concluons, d’aprés le théoréme 6, que 
ensemble N’E est dense en soi, donc (comme un sous-ensemble dense 
en soi de Z) contenu dans le noyau N de E. Nous avons done N’Ec N. 
ce qui prouve (§ 2) que l’ensemble N est fermé dans Z, c. q. f. d. 

Si Pensemble EZ, est contenu dans un ensemble fermé Z et si Z, est 
fermé dans EZ, EF, est un ensemble fermé. En ‘effet, si Z,c £, E'cBE, 
E,Ec E,, nous avons, d’aprés (I): EZ, < B’c E, donc Ej = E.Ec E,. 

Il en résulte, d’aprés le théoréme 9, que le noyau d’un ensemble 
fermé est fermé et dense en soi, donc parfait. 

La densité en soi d’un ensemble étant un invariant topologique (§ 6), 
on voit sans peine (§5) que par une transformation homéomorphe le 
noyau d’un ensemble se transforme en le noyau de l’image. 

Thééréme 10. Si les ensembles A et B sont séparés, et si A, et 
B, sont des ensembles, tels que 


(19) A,+0, B,+0, A,cA, B,cB, 


les ensembles A, et B, sont séparés. 


Démonstration. Les ensembles A et B étant séparés, nous avons 
les formules (4) ($2). Il en résulte, d’aprés (19): 4,B,cAB=0, 
done A,B,=0. D’aprés (19) et (I) nous avons A;c A’, B, < B’, done, 
d’aprés (4) et (19): 4,;B,cA’B=0 et A,B;c AB’=0, ce qui donne 
A,B, = A,B,;=0. Les ensembles A, et B, sont done séparés, c. q. f. d. 

Théoréme 11. Un ensemble connexe, contenu dans une somme de 
deux ensembles séparés, est contenu dans un de ces ensembles. 


Supposons, en effet, que l’ensemble connexe EZ est contenu dans la 
somme de deux ensembles séparés A et B. Nous avons donc les for- 
mules (4) et Eo A+ B, dot: E= E(A+ B)=E£A+ EB. Posons 


EA=-A,, EB = B,: 
nous aurons donc 
A,cA, B,cB 
et 
A, B,= EAB =0 


(puisque, d’aprés (4), AB=0). Sil était A, +0, B, + 0, les ensembles 
A, et B, satisferaient aux conditions du théoréme 10, et parsuite seraient 
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séparés, ce qui est impossible, puisque E=— HA+-EB=A,+B,, et 
E est connexe. [1 est donc soit A,—0, soit B,=—0, donc soit 
E=B,= EBcB, soit EH = A, = EACA, c.q. fd. 

Théoréme 12. Pour qu’un ensemble fermé soit conneze, il faut et 
il suffit qwil ne soit pas une somme de deux ensembles jermés disjoints, 
non vides. 

Démonstration. Dans le §2 nous avons démontré que pour qu’un 
ensemble £ soit connexe, il faut et il suffit qu’il ne soit pas une somme 
de deux ensembles non vides, disjoints, fermés dans Z. Or, si E est 
fermé, tout sous-ensemble de Z, fermé dans EZ, est fermé, et d’autre part, 


tout ensemble fermé est fermé dans EZ. II en résulte immédiatement le 
théoréme 12. 


Théoréme 13. Si Pensemble E est connexe, tout ensemble conte- 
nant E et contenu dans E +E’ est connexe. 

Démonstration. Soit Z un ensemble connexe et Z, un ensemble 
tel que Ec E,c E + E’ et admettons que l’ensemble Z, n’est pas connexe. 
On pourrait donc poser Z, = A+ B, ot les ensembles A et B sont sé- 
parés. L’ensemble  étant connexe et ¢ H,, E est, d’aprés le théoréme 11, 
contenu dans un des ensembles A et B, soit Hc A. Il en résulte, d’aprés (I): 
E’< A’, done E'BcA'B. Or A’'B=0, puisque A et B sont séparés: 
nous avons donc E’'B=0. D’autre part, EB=0, puisque ECA et 
AB=0. D’aprés Bc E,c E+ E’, on aurait donc 


B=(E+E')B=EB+EB=0, 


ce qui est impossible. L’ensemble ZH, est donc connexe, c. q. f. d. 


En particulier il résulte du théoréme 13 que si Tensemble E est 
connexe, Tensemble E-+- E’ est aussi connexe. 


D’aprés les hypothéses faites jusqu’’ présent sur les ensembles dérivés, l’en- 
semble E+E’ n’est pas nécessairement fermé. Or, soit E un ensemble donné; il 
existe toujours des ensembles fermés contenant E, p. e. ensemble K (§ 2). Dési- 
gnons par E le produit de tous les ensembles fermés contenant E: d’aprés le théo- 
réme 4 ce sera un ensemble fermé: nous l’appellerons fermeture de E. C'est donc 
le plus petit ensemble fermé contenant E. 

D’aprés E> E nous avons, d’aprés (I): (E)'>E’, d’oa, Pensemble E étant 
fermé: E> E’ et parsuite 

E>(E+E’). 


Or, on voit sans peine que la fermeture satisfait aussi 4 la condition de mor>tonie, 
c’est-a-dire 


(20) La formule E,< E entraine E, cE 


(puisque E,, est le plus petit ensemble fermé contenant E, et, d’aprés E,c EcE, 
E est un des ensembles fermés contenant £,). 
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On voit sans peine que pour qu’un ensemble soit fermé, il faut et il suffit qu’il 
coincide avec sa fermeture. Il en résulte que nous avons toujours E- E, c’est-a- 
dire la fermeture de la fermeture d’un ensemble est la.fermeture de cet ensemble. 

On voit aussi sans peine que les ensembles E et E + E’ ont la méme fermeture. 

Théoréme 14, La fermeture d'un ensemble connexe est connere. 

Démonstration. Admettons que la fermeture E d’un ensemble connexe E 
ne soit pas conneae. D’aprés le théoréme 12, nous pouvons done poser E=A+B, 
ot A et B sont des ensembles fermés et A+ 0, B+0, AB=0. Les ensembles A 
et B étant fermés, nous avons A’ B, B’c B, done AB’ AB=0 et A’ BC AB=0, 
done A’'B=AB’=0. Les ensembles A et B sont donc séparés. Or, d’aprés 
Ec E=A+B et d’aprés le théoréme 11, l’ensemble EZ, comme connexe, est contenu 
dans un des ensembles A et B, p.e. ECA. Il en résulte, d’aprés (20): Ec A, done, 
Pensembe A étant fermé: Ec A, ce qui est impossible, puisque E = A+B, AB=0 
et B+0. L’ensemble E est donc connexe, ce. q. f. d. 


E étant un sous-ensemble d’un ensemble fondamental K donné, nous 
appellerons complémentaire de E (par rapport 4 K) et désignerons par OZ, 
Yensemble K — £. 

Un élément p sera dit intérieur & un ensemble Z, s’il appartient 4 Z 
sans appartenir 4 (C Z)’. Un élément est extérieur 4 Z, s'il est intérieur 
a CE. 

Les éléments de K qui ne sont ni intérieurs ni extérieurs 4 Z for- 
ment la frontiére de Z. On voit sans peine que la frontiére de l’ensemble 
E est lensemble Z-(C £)'+ E’-CE. Deux ensembles complémentaires 
ont évidemment la méme frontiére. 


Théoréme 15. Un ensemble connexe, contenant des éléments de 
chacun de deux ensembles complémentaires, contient au moins un élément 
de leur frontiére. 


Démonstration. Soit S un ensemble connexe, contenant des élé- 
ments de chacun de deux ensembles complémentaires Z et H. Posons 
A= ES, B= HS: nous aurons évidemment S= A+ Bet A+0,B+0, 
AB=0. L’ensemble § étant connexe, les formules (4) ne peuvent pas 
subsister: nous avons donc AB’+ A’B+0. Or, daprées A= EScE, 
B= HScH et daprés (I), nous avons A’ EZ’, B’< H’, donc 
we AB’ + A'Bc ESH' + EB’KS, 

ou 
S(EH' + HE’)>AB’'+ A'B+0, 
ce qui prouve notre théoréme, puisque l’ensemble EH’ + HE’ est (d’aprés 
H= CE) |a frontiére de EZ. 

Observons encore qu’en s’appuyant sur le théoréme 10 on pourrait 
démontrer sans peine la proposition suivante (due & M. Hausdorff): Une 
somme dun ensemble quelconque d ensembles connexes, dont tout deux ont 
un élément commun, est un ensemble conneze. 
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8. Dans le § 7 nous avons considéré comme notion primitive celle 
des ensembles dérivés, en admettant seulement qu’ils sont définis pour 
tout sous-ensemble Z de l’ensemble fondamental K considérée et qu’ils 
satisfont & la condition de monotonie. Or, on pourrait regarder comme 
primitive une autre notion fondamentale de la théorie des ensembles de 
points, p. e. celle de l’ensemble fermé. 

Nous avons appelé dans le § 2 fermé tout ensemble qui contient 
son ensemble dérivé De cette définition et des propriétés admises des 
ensembles dérivés (de la propriété qu’s tout ensemble HK correspond 
un ensemble dérivé Z’c K, et de la formule (I)) nouz avons déduit les 
propriétés suivantes des ensembles fermés: 

1°. L’ensemble K est fermé. 

2°. Le produit d’un ensemble quelconque d’ensembles fermés est fermé. 


Soit maintenant K un ensemble fondamental donnée quelconque et 
supposons seulement que parmi les sous-ensembles de K on a convenu 
d’appeler certains fermés, cette convention étant d’ailleurs absolument quel- 
conque, assujettie seulement a satisfaire aus conditions 1°. et 2% Je dis 
que l’étude de telles classes — appelons les classes (F') — est équivalente 
& Pétude des classes, of sont définis les ensembles dérivés, satisfaisants 
& la condition de monotonie. Pour le démontrer il suffira évidemment 
de prouver que, une classe (F) étant donnée, on peut toujours définir 
(pour les sous-ensembles de cette classe) les ensembles dérivés de sorte 
qu’ils satisfassent 4 la condition de monotonie et que les ensembles fermés 
coincident avec les ensembles qui contiennent ses ensembles dérivés. 

Soit done K une classe (F) donnée. EH étant un ensemble donné 
quelconque d’éléments de la classe K, appelons ensemble dérivé EZ’ de E 
ensemble de tous les éléments p de K qui satisfont 4 la condition suivante : 


(21) Tout ensemble fermé contenant E —(p), contient p. 


Il en résulte tout de suite que les ensembles dérivés ainsi définis satis- 
font & la condition de monotonie. I] nous reste donc 4 demontrer que 
pour qu’un ensemble soit fermé, il faut et il suffit qu’il contienne son en- 
semble dérivé. 

Soit donc HZ un ensemble fermé (dans ce sens qu’il satisfait aux con- 
ditions 1°. et 2°.) et soit p un élément de son ensemble dérivé HZ’. On 
a donc (21). L’ensemble Z étant fermé, il résulte, en particulier, de (21), 
que E contient p. Donc, E contient tout élément p de EB’, et parsuite 
E> E’. Nous avons donc démontré que tout ensemble fermé contient son 
ensemble dérivé. 

Or, soit Z un ensemble <K, tel que E> E£’. D’aprés 1°. il existe 
des ensembles fermés contenant HZ: designons par E le produit de tous 
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les ensembles fermés < K qui contiennent HZ; d’aprés 2°. EF sera un en- 
semble fermé. Je dis que E = Z. En effet, nous avons E >£; s’il n’était 
pes E = £, il existerait donc un élément p des F n’appartenant pas a Z. 
On aurait donc 


(22) E—(p)=£ 
et 
(23) pe. 


Soit ® un ensemble fermé quelconque, tel que ®> [EH —(p)}. 
D’aprés (22) nous avons donc ®> E, donc, d’aprés la définition de E, 
®> E et, daprés (23): p€®. L’élément p satisfait donc & la condition 
(21), dod résulte (d’aprés la définition adoptée des ensembles dérivés) 
que p€ EZ’, ce qui est impossible, puisque E>’ et p non €£. Nous 
avons donc E = E, ce qui prouve que l’ensemble E est fermé. Nous avons 
ainsi démontré que tout ensemble contenant son ensemble dérivé est fermé. 

Observons encore que si !’on voulait regarder comme notion primi- 
tive celle de fermeture*), alors, pour obtenir des classes dont l'étude est 
équivalente & celle des classes (F), il faudrait assujettir la fermeture F 
de lensemble EZ aux conditions suivantes: 

1°. A tout ensemble Z d’éléments de la classe K considérée correspond 
un ensemble Ec K, ot EcE. 

2°. Si E,c Ec K, ona E,cE. 

3°, Si ZH, = E, ot EcK, ona E, = £,. 

Pour obtenir une classe (F') équivalente, il suffirait d’appeler fermés 
les ensembles Ec K, pour lesquels E= E. On prouverait alors sans 
peine que le produit de tous les ensembles fermés < K contenants EZ est EF. 


9. Dans le § 7 nous avons démontré plusieurs théorémes sur les 
ensembles d’éléments d’une classe K ot sont définis les ensembles dérivés 
satisfaisant & la condition (I). Pour déduire plusieurs autres théorémes, 
il faudra ajouter 4 la condition (I) encore d’autres conditions, p. e. les 
deux suivantes : 


(II) Si E,cK e B,-K, ona (£,+ E,)'cE, + Ey.”) 


(IID) Si E est un ensemble composé dun seul élément de la classe K, 
Pensemble E' est vide. 


*) M. C, Kuratowski considérait la fermeture comme notion primitive dans son 
mémoire ,Sur lopération A d’ Analysis Situs“, Fundamenta Mathematicae 3 (1922), 
p. 182—199. j 

*) Les conditions (I) et (II) prises ensemble sont évidemment équivalentes 4 la 
suivante: Si E,c K et E,c K, on a (E, +E, =E, +E. 
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Les conditions (I), (II) et (IIL) sont équivalentes aux trois conditions 
que M. F. Riesz a imposées aux éléments d’accumulation dans une com- 
munication faite en 1908 au Congrés de Rome*®), 

Des conditions (I), (II) et (III) résulte sans peine que l’ensemble 
dérivé d’un ensemble fini ou vide est toujours vide, et qu’on ne change 
pas lensemble dérivé d’un ensemble Z, en retranchant de Z un nombre 
fini d’éléments. On démontre aussi sans peine qu’une somme d’un nombre 
fini d’ensembles fermés est fermé. 


On dit, d’aprés M. Fréchet, qu’un ensemble Ec K est compact, si tout 
sous-ensemble infini de Z a un ensemble dérivé non vide. On déduit alors 
de (1), (IL) et (IIT) le théoréme suivant de Cantor: Si H,>#,>H>... 
est une suite infinie descendante d’ensembles non vides, fermés et com- 
pacts, le produit de ces ensembles est non vide. 

On appelle ouvert tout ensemble dont le complémentaire est fermé. 
De (I), (IL) et (IIL) résulte le théoréme suivant de Borel: Si Z est un 
ensemble fermé et compact et si Q,, @,,Q,,... est une suite infinie 
d’ensembles ouverts, tels que -Q, + Q,+Q,+..-, il existe un nombre 
fini n, tel que #-Q,+Q,+...+Q,. 

Pour obtenir d’autres théorémes encore, on pourrait adopter encore 
la condition suivante: 


(IV) Si Ec K, ona E&’'>(E’)' 
(en d’autres mots: tout ensemble dérivé est fermé). 


On pourrait démontrer que |’étude des classes ot sont définis les 
ensembles dérivés satisfaisant aux conditions (I) a (IV) est équivalente 
& Pétude des classes (H) de M. Fréchet**). 


) F. Riesz, Stetigkeit und abstrakte Mengenlehre. Atti del IV. Congresso intern. 
dei Matematici, Vol. Il, Roma 1909, p. 19. 


™) Cf. M. Fréchet, Esquisse d’une théorie des ensembles abstraits. Sir Asutosh 
Mookerjee’s Commemoration volume., II, Caleutt. 1922, p. 367. 


(Eingegangen am 27. 1. 1926.) 
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Integralgleichungen und fastperiodische Funktionen. 
Von 
H. Weyl in Zirich. 


$1. 
Thema. Methode. Vorbereitangen. 


Eine stetige Funktion f(s) der die ganze reelle Achse durchlaufenden 
Variablen s besitzt die ,,Fastperiode (Verschiebungszahl) r vom Annaherungs- 
grad e“, wenn fiir alle s 


f(s +t) —f(s)| Se 


ist. Nach Bohr’) hei®t f(s) fastperiodisch, wenn zu jedem positiven ¢ eine 
Lange / vorhanden ist derart, da8 in jedem Intervall von der Lange / eine 
Fastperiode der Funktion vom Annaherungsgrad « angetroffen wird. Eine 
solche Funktion f ist offenbar beschrankt, |f(s)|< A, und gleichmaBig 
stetig. Es gibt also ein positives 5, so daB alle Zahlen rt des Intervalls 
—6<1<6 Fastperioden vom Annaherungsgrad « sind. Ferner hat f einen 
bestimmten Mittelwert auf der ganzen Zahlgeraden; d. h. es existiert eine 
Zahl 


M{f}= M'{f(t)}, 


von welcher sich der Mittelwert der Funktion im Intervall J: M,{f} um 
weniger als ein vorgegebenes « unterscheidet, sobald die Intervallange | J 
eine gewisse von ¢ abhingige GréBe T'(«) iiberschreitet — wo im iibrigen 
auch das Intervall auf der Zahlgeraden liegen mag. Hiangt die Funktion 
noch von Parametern ab, so existiert der Mittelwert gleichmafig, falls dieses 
T(e) von den Parametern unabhingig gewahlt werden kann. 


‘) Die Theorie der fastperiodischen Funktionen entwickelte H. Bohr namentlich 
in drei groBen Abhandlungen in der Acta Mathematica 45, 8. 29—121; 46, S. 101—214; 
47, 8. 237—281 (1924—1926). Zitiert als: Bohr I, II, III. 
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Ist 4 eine reelle Zahl, so heiBe e*** eine einfache Schwingung und 2 
ihre Frequenz. Existiert der Mittelwert 


M{f(je“*} =a, 


so folgt daraus, indem man ¢ durch s — ¢ ersetzt, 
(1) M'{f(s—t)e'} =a-e™* 


Ist der Fourierkoeffizient « + 0, so ist demgemaB e*** eine zum Eigenwert « 
gehorige ,,Higenfunktion (Eigenschwingung)“ des Kernes f(s — ¢). Wir sagen 
dann auch, die Schwingung e*** komme in f(s) mit dem Faktor « vor. Um die 
vorkommenden einfachen Schwingungen zu ermitteln, werden wir demnach die 
Integralgleichung oder vielmehr die ,,Mittelwertgleichung* mit dem Kern 
f(s —t) ansetzen und nach bekannter Methode deren Eigenfunktionen kon- 
struieren."*) Darauf werden wir durch einen gruppentheoretischen Schlu8 
zeigen, daB bei geeigneter Normierung die so gewonnenen Eigenfunktionen 
einfache Schwingungen sind. So wird sich ein natiirlicher Beweis fiir Bohrs 
Fundamentalsatz, das Analogon der Parsevalschen Gleichung ergeben. — 
Aus der Gleichung (1) geht iibrigens hervor, daB «-e*** und folglich, wenn 
a+ 0, e*** fastperiodisch vom selben Typus wie f ist. f’(s) nenne ich 
vom selben Typus wie f, wenn ich eine Konstante C habe, derart, daB 
jede Fastperiode der Funktion f vom Annaherungsgrad « eine Fastperiode 
von f’ mit dem Annaherungsgrad Ce ist. Den Kreis der Funktionen vom 
gleichen Typus wie f verlassen wir offenbar weder durch Addition noch 
durch Multiplikation. Von dem tiefer liegenden Theorem, daB Summe und 
Produkt zweier fastperiodischen Funktionen wieder fastperiodisch sind, werden 
wir hier jedoch keinen Gebrauch machen. 


Es sei gestattet, die Existenz des Mittelwertes M{f} nochmals zu beweisen, 
weil wir die Methode fiir das Folgende benétigen. Nachdem die positiven Zahlen + 
und T beliebig gewahit sind, konstruieren wir fiir jedes ganze n eine Fastperiode r,, 
vom Annaherungsgrad «, die zwischen n (7' +1) + Au liegt, und zu r, das Intervall I, 
von der Lange T mit dem Mitteipunkt r,. Die Intervalle J, tiberdecken sich nicht, 


sondern werden durch die Punkte (m +4) 7'+1 voneinander getrennt. Der Mittelwert 
der Funktion f im Intervall J, weicht von 


18) Der Gedanke einer Ableitung der Parsevalschen Gleichung auf diesem Wege 
findet sich, worauf ich nachtraglich aufmerksam gemacht worden bin, schon bei L Schur, 
Schwarz-Festechrift, 8.404. Doch fehlt dort noch der fiir meine Methode entscheidende 
Punkt, da die ,Abgeschlossenheit“ des Orthogonalsystems ¢** als bekannt voraus- 
gesetzt wird. (Zusatz bei der Korrektur 10. 8, 26.) 


22* 
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um weniger als ¢ ab. In den dazwischen liegenden Liickenintervallen kann jene Ab- 
weichung héchstens 2 A betragen. Die Lange der Liickenintervalle verhilt sich zu dem 
von den I, bedeckten Teil der Zahigeraden insgesamt wie /:7'. Darum schwankt bei 
unbegrenzt wachsendem U der Mittelwert m, schlieBlich nur noch zwischen Grenzen, 
die beliebig wenig weiter gesteckt sind als 
eT+2Al 

mr + a  s ° 

also etwa zwischen 
2Al 

mr be (« +7) ° 

Daraus folgt die Ungleichung 
l 1 
| Mp -- Mov [S2e+241( a+ ze), 


durch welche nach dem Cauchyschen Kriterium die Konvergenz von m, mit unbe- 
grenzt wachsendem T gegen einen Limes M { f } sichergestellt ist. Zugleich ergab sich 
die Abschiatzung 


|mp — MEP} S04 et, 
oder allgemeiner, gemé8 der gleichen Uberlegung, 
(2) IM, {f}—M{P}ISe> TF 


Ein (beschrankter) Kern k(s,t) ist vom Typus(/), wenn es eine Kon- 
stante C gibt, so daB jede Fastperiode t von f mit dem Anniherungsgrad « 
eine Fastperiode von k(s,¢) mit dem Annaherungsgrad Ce ist, sowohl in 
bezug auf s wie in bezug auf ?¢: 


|k(s,t-+1)—k(s,t)| <Ce, |k(s+1,t)—k(s,t)| oCe. 

Es ist dann offenbar auch k(s,s) vom gleichen Typus: 

|\k(s+1,8+1)—k(s,8) <2Ce, 
und somit existiert die ,Spur“ von k: 

S(k)= M*{k(s,s)}. 
Die Zusammensetzung k, k, = k ist definiert durch 
k(s,t)= M’ {k,(8,r)k,(r,t)}. 

Sie ist assoziativ, weil (k,k,)k, und k,(k,k,) beide Limes von 


a [ [dy ass) iby (rasta) hy (rast) dr, dy 
jy 


fiir |J|—-oo sind. Die zum Beweise nétige GleichmaBigkeit der Grenz- 
iiberginge wird durch die Abschitzung (2) garantiert. Alle Kerne, von 
denen wir reden, sollen natiirlich vom selben Typus (f) sein. In dem Aus- 
druck der Spur eines aus mehreren Kernen k,, k,, . . ., &,, zusammmengesetzten 
treten die &, in zyklischer Anordnung auf, so daB diese Spur bei zyklischer 





aE SE 
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Vertauschung der komponierenden Kerne sich nicht andert. Unter & ver- 
stehen wir den Kern 


k(s,t) = k(t,s) 


(der Querstrich bedeutet den Ubergang zum Konjugiert-Komplexen). Aus 
k =k, k, folgt k = k, k,. k ist ,,Hermitesch“, wenn k = k ist. Der doppelte 
Mittelwert in bezug auf s und ¢ 

(3) M*'|\k(s,t)|? ist = S(kR). 

Aus dem Satze, daB der Mittelwert einer stetigen nicht-negativen fast- 
periodischen Funktion nicht 0, sondern > 0 ist, es sei denn, daB die Funk- 
tion identisch verschwindet (auf den Beweis kommen wir unten zuriick), 
folgt, daB der Quadrat-Mittelwert (3) eines nicht identisch verschwindenden 


Kernes k vom Typus (f) nicht Null sein kann. Die Schwarzsche Ungleich- 
heit liefert fiir k = k, k,: 


M*' {k,(8,t)k,(t,8)}|? < M™ |k,(s,t)|°-M™ \k, (t,8)1*, 
|k(s,t)\° <M" |k, (8,17) |?-M"|ky(r,t)]?. 


Nimmt man in der zweiten Relation beiderseits den Mittelwert in bezug 
auf s und ¢, so bekommt man also 


(4) | S(k)|* < S(k, k,)-S (hey hy), 
(5) S(kk) < S(k, k,)--S(k, ky). 
Wir betrachten speziell Kerne von der Form g(s—t). Fiir eimen 


solchen ist die Spur —g(0). Sind g,(s),g,(s) zwei Funktionen vom 
Typus (f), so kann man bilden 


919. (8) = M" {g,(s —1)g,(r)}; 
dann wird, wenn man r ersetzt durch r — /, 


9:93(8 — t) = M"{g,(8 — 1) g_(r — t)}. 
Durch Zusammensetgung verla$t man also den Kreis der Kerne von dieser 
speziellen Form nicht. Ebenso ist, wenn allgemein g(s) = 9(— 8) geschrieben 
wird, 9(s —¢) derjenige Kern, der aus dem Kern g(s — t) durch den oben 
mit einem Zirkumflex bezeichneten ProzeB hervorgeht. 

Wir iiberzeugen uns in § 2, daB die einfachste Methode zur Behandlung 
der Integralgleichungen, die von E. Schmidt in seiner beriihmten Disser- 
tation entwickelt wurde (Géttingen 1905), auf unsern Fall sich iibertragt ; 
doch habe ich die Absicht, ein paar leichte Abanderungen daran anzubringen. 


Wir gehen also aus von einem Kern f(s, t) des Typus (f); der Bequemlich- 
keit halber sei 


(6) M' f(s,t)'"*<1, M'if(t,8)\?<1 
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angenommen. Der Kern, an dem die Methode durchgefiihrt wird, ist dann 
der Hermitesche g = ff. Erst in §3 werden wir speziell f(s,t) = f(s —t#) 
wihlen und zeigen, da8 die nach dem Schmidtschen Verfahren konstruierten 
Eigenfunktionen einfache Schwingungen sind. 


§ 2. 
Uhertragung der Integralgleichungstheorie. 
Von g=/f/ werden die iterierten Kerne g, g*,g*, ... gebildet und 


ihre Spuren 2 s 
lr, = 8(9")=S(f7... ff). 
Teilt man das rechts unter dem Spur-Zeichen stehende 2 n-gliedrige ,,Produkt“ 


zwischen dem (n — 1)" und n* Faktor durch und wendet die Ungleichung 
(4) an, so erhalt man 


_ 


(4) Wo ST e-sTes- 


Teilt man das (m+ n)-gliedrige Produkt fff... hinter dem m*” Faktor 
durch, so liefert (5): 


(81 Nu SPT 


Benutzt wird dabei, daB die Spur S(f7f...) sich nicht durch zyklische 
Verschiebung der Faktoren um eine Stelle andert. Ist f nicht identisch 0, 
so sind J',, I, und damit nach (7) alle I, positiv. Die Zahlen 
Tn 
= 
bilden eine monotone Folge: y, < y, <..., bleiben aber nach(8), m= 1, 


unterhalb der Grenze I’, < 1, konvergieren folglich gegen einen Limes y > 0) .*) 
Es ist 








| I 
Dyer S70, oder +t Soe: 


y**} 
Darum konvergiert rt abnehmend gegen eine Grenze h. Da aus (8) 
’ 


r. >/et 


=> Tue = Fn %nti’**Tata-1e Mes rer 


*) Man kann die Konvergenz auch leicht abschitzen. Wegen 
Ta =D 71% «++ <at. 
und da, wie sich weiter unten zeigt, alle y,, kleiner bleiben als Vr .» folgt, daB von 
yn &b die Reihe der y héchstens nur noch um 
a-1 
nm (1-Vp)51-Wns b(t ction 
\ Vn 


= n 1 
zunehmen kann. 
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folgt, ist h>1. Teilt man das (2m + 2)-gliedrige Produkt {7 ...ff so 
ab, daB vorne der erste Faktor f und hinten der letzte / gesondert heraus- 


tritt, g*+1 — fg 7, so liefert die Schwarzsche Ungleichung, wenn einen 
Augenblick 
(m) ( 
een 
it ‘fi 


3 
= 


~) 
* 


=k 


gesetzt wird, unter Beriicksichtigung von (6): 


m+1 a+i1 2 - r r r. 
9 g 1 1 am > mtn tan 
yeti yeti <4s(ki) = C8 “ps 2 Eth + 28). 


Darum strebt 








e, (8, #) = Lie!) 
? 


mit n—+ oo gleichmaBig gegen eine Grenze e(s,t). e ist ein Hermitescher 
Kern. Wahit man n so groB, daS e, sich von e und S(e,) sich von h 
um weniger als ¢ unterscheidet, und darauf ein 7’, dab 
| M3 {e,(s,s)}—h| <2e fir |J|>T7 
gilt, so wird unter der gleichen Bedingung 
| M3 {e(2, #)} —h| <8e. 


Also existiert S(e)—h>1. (Der Grenziibergang konnte nicht direkt 
ausgefiihrt werden, weil zunachst die Existenz des Mittelwertes S(e) gar 
nicht feststeht.) Daraus folgt insbesondere, daB e(s,¢) nicht identisch 


Null ist. Auf die gleiche Art findet man durch Grenziibergang aus den 
Gleichungen 


Gen KH enI HY ontrs Gemeg=y-e. 


. 


Diese {wegen der Hermiteschen Natur der Kerne identischen) Gleichungen 
e(s, t)—=+ M{g(s, re(r, t)}——M'{e(s, r)g(r, t)} 
lassen erkennen, daB der Kern e(s,¢) vom Typus (f) ist. Darum ergibt 
sich schlieBlich noch durch direkten Grenziibergang aus 
Calm =Cnam: COME. 
In bekannter Weise erschlieBt man daraus die Zerlegung 
€(8, t)= 9, (8) H(t) +--+ Pr(8) P(t), 


wo die g(s) wiederum vom Typus (/) sind und ein unitar-orthogonales 
Funktionssystem bilden: 


- 1(4#=k) 
M{9,F,} =b0= {0 Ga5): 
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Das sind die A linear unabhangigen, zum gréBten Eigenwert y gehdrigen 
Eigenfunktionen von g(s,t). Zugleich erweist sich die Spur S(e)—h 
als eine ganze Zahl. Die Funktionen ¢,(s) sind nur bis auf eine unitare 
Transformation (mit konstanten Koeffizienten) bestimmt. Jede von ihnen 
1a8t sich auch in der Form schreiben 


(9) 9; (8) = M'{e(s, t)p,(t)}. 


§ 3. 
Die Eigenfunktionen des Kerns 7(s — t). 


Nunmehr folgt der zweite Teil: fiir den Kern f(s — #), behaupte ich, 
lassen sich die eben gewonnenen Eigenfunktionen g(s) so normieren, daB 
sie einfache Schwingungen werden. Aus der Konstruktion geht hervor, 
daB jetzt auch e(s,¢) eine Funktion von s — ¢ allein ist,e(s—t). Darauf 
muB8 sich der Beweis stiitzen. Aus (%) folgt 


A 
(10) p;(8+t)= M {e(s+-t—r)¢,(r)} = J ein (t) Pe (8)» 


€;,(t) = M’ {9,(r)F,(* — t)}. 
Das ist eigentlich selbstverstindlich, daB bei festem ¢’ mit p(s) auch 
y(s+t’) eine zu y gehdrige Eigenfunktion des Kernes g(s—t) ist. 
Gleichung (10) sagt aus: bei Verschiebung des Arguments s um ¢ erleiden 
die Funktionen ¢,(s) die lineare Transformation 

E(t) = |e, (#)|/- 

Daher ist 
(11) E(t’) E(t)= F(t +2’), 
und #(t) mu8 eine unitére Matrix sein; denn die y,;(s) bilden ein unitar- 
orthogonales Funktionensystem und verlieren diese Eigenschaft nicht durch 
die Verschiebung des Arguments umt. Jede kommutative Gruppe unitarer 
Transformationen geht aber durch unitaére Transformation in eine aquivalente 
tiber, deren Elemente lauter Diagonalmatrizen sind‘). 

Denn verschwinden nicht alle seitlichen Glieder der Matrix E(¢) identisch, so 
wihle ich einen Wert ¢,, fiir welchen ein solches seitliches Glied +0 ist. Durch 
unitére Transformation verwandle ich die ,Drehung“ E(t) in eine Diagonalmatrix 
mit den Gliedern ¢,, ¢,,..., # (vom absoluten Betrag 1). Dabei kénnen nicht alle «, 
einander gleich sein. Aus 

E(t.) E(t) = E(t) E(t) 
ergibt sich dann, daB E(t) (nach Ausfiihrung jener Transformation) in so viele lings 
der Hauptdiagonale sich inanderreihende quadratische Matrizen zerfallt, als es 
Gruppen verschiedener unter den h Zahlen « gibt. Ist damit das erstrebte Ziel noch 





*) Siehe z. B. Frobenius, Sitzungsber. d. Berl. Akad. 1911, S. 248. 


ee 
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Integralgleichungen und fastperiodische Funktionen. 345 
nicht erreicht, so kann man das gleiche Verfahren auf die entstandenen Teilmatrizen 
von neuem anwenden, und nach héchstens h Schritten ist man fertig. 

Dann haben wir also mit e;;(t) = e,(t) die Beziehungen 
e,(¢+t’)=e,(t)e(t’), |e,(t)|==1, ° 
und 
p;(8 +t) =9,(8)e,(t), insbesondere g,(t) = —,(0)e,(t). 
Die e,(t) sind folglich einfache Schwingungen mit reellen Frequenzen 4, , 
und da die p,(¢) mit ihnen bis auf einen konstanten Faktor iiberein- 


stimmen, kénnen wir auch, die letzte Normierungsméglichkeit dieses Fak- 
tors ausnutzend, 


G, (8) = ef*, ..., p, (8) = efnt 
setzen. Sind «,,..., «, die zugehérigen Fourierkoeffizienten von /: 
M{f(s—t)e*"}—a,-e*  (k=—1,2,...,h), 
so ist 
Ja, |*=l|a,|?=...=—|a,[?=y. 
§ 4. 


Die Vollstandigkeitsrelation. 


Iteration des Verfahrens liefert die simtlichen Eigenfunktionen mit 
ihren Eigenwerten. Wir hitten diese Weiterfiihrung in § 2 an einem all- 
gemeinen Kern f(s, ¢) schildern kénnen, ziehen aber vor, sie hier nur fiir 
den Kern f(s—t) durchzufiihren, der uns ausschlieBlich interessiert und 
bei dem sich einige Vereinfachungen ergeben, namentlich was die expliziten 
Abschitzungen angeht. M|/|* sei <1 angenommen. Der zweite Schritt 
wird darin bestehen, daB man das gleiche Verfahren auf die Funktion 


f(8) — (a, ef# + ... + a, efn*) 
anwendet, die iibrig bleibt, wenn der ermittelte, aus einfachen Schwingungen 
superponierte Bestandteil von f abgezogen wird. Fiir die theoretische Aus- 


einandersetzung ist es etwas bequemer, eine Eigenschwingung nach der 
andern zu subtrahieren, Wir nehmen also 


f’(s) = f(s) — aet** (ama,, A4=A,). 
Dann ist 


g'(8)=f'f'(s)=9(s) — yet (y=|e|*), 
und darum n 
9’ (0) = 9%(#)—y%e™, 
(12) Ta=T,—7* S7(0,-1 — 7") = 7 Ta-1, 
insbesondere (n = 2) 


(13) M\9'|\*<y-M\f'|’. 
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In 





Ist f(s) nicht identisch 0, so ergibt sich ein positives y’ = lim = 

n>oin-l 
welches nach (12) <y ist, samt einer zugehérigen Eigenschwingung e**’*, 
die in f. mit dem Faktor a’ auftritt, |«’|*—y’. Weil aber e*** in f’ 
nicht vorkommt: 


> 


M{f' (t)e-*} =0, 
muB 4’ + 4 sein, und darum ist e*”’* auch eine Eigenfunktion von f(s — t) 
mit dem Eigenwert «’. Nach p-maliger Wiederholung des Verfahrens 
haben wir — sofern es nicht vorher abgebrochen ist —- ein lineares 
Aggregat 


F,(s)= a, e#* + ... + a, Mp? 
ermittelt mit lauter verschiedenen Frequenzen 4 und mit Faktoren «, 
deren quadrierte Betriage |«|*— y absteigend geordnet sind: 
n2w2---27,>0. 


(Ich gebrauche jetzt die Zeichen y, in anderm Sinne wie oben; Verwechs- 
lungen sind nicht zu befiirchten, weil ich auf den Grenziibergang, der die y 
lieferte, nicht zuriickkomme.) Zu 


f, (8) = f(s) — F, (8) = f(s) — (a, e#* + ... + @, et4ps) 
gehért 
9,(8) = fyfy(s) =9(8) — (7, e** + ... +7, e%e*). 


Fir s=0 ist in der letzten Gleichung insbesondere die Beziehung ent- 
halten (Besselsche Ungleichung): 


M\f\* —(\e,|*+ ...+]e,|*)= M\f,|*=0. 


GemaB der Ungleichung (13), die wir auf den letzten Konstruktions- 
achritt, d. i. auf | an Stelle von f anwenden, wird 


M|\9,|\" <7, M\f,\ <7, Mtl’ <y,- 


Da 
PY, SritMmt--- +7 SM {fl <I 
ist, gilt also 
1 
(14) M\9,\* <—- 
Bricht das Verfahren niemals ab, so konvergiert die unendliche Reihe 
"1 etts + yet +... 


gleichmaBig gegen g(s). Hier scheint es mir niitzlich, von dem Schmidt- 
schen Gedankengang abzuweichen. Denn es ist unnatiirlich, zuerst die Kon- 
vergenz zu beweisen und erst hernach’ festzustellen, daB der Limes das 
a priori bekannte g(s) ist, und auf diesem Wege ergibt sich auch keine 
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explizite Restabschitzung. Aus g, =f i, folgt, wenn rt eine Fastperiode 
von f im Annaherungsgrad ¢ ist, durch die Schwarzsche Ungleichung 

\g,(¢ +1) —g,(8)\? Se°-MIf,|* Se. 
Die unendlich vielen Funktionen g,(s) sind also ,gleichartig“ in bezug 
auf ihre gleichmaBige Stetigkeit und Fastperiodizitaét‘*). Daher folgt aus 
(14): M\g,|°—-0, gleichmagig in s: g,(s)—+0 mit p—oo. 


Zur genaueren Ausfiihrung dieses Schlusres ist die in § 1 angegebene Konstruk- 
tion der intervalle J, zu benutzen, mit der Abinderung jedoch, daB das zu Anfang 
des § 1 erwihnte 6 die Rolle von 7'2 iibernimmt. Ist nun an einer Stelle 


\gp(8)| 24e, 
: |gp(s+t)| 22e, 
wenn ¢ im Interval! J,, sich bewegt, weil fiir solche ¢ allgemein 


so bleibt 


igp (8 +t) —gp(8)' S 2e 


gilt. Setzen wir 
(15) Tf = (n+ 5) (l+26) (m eine ganze fositive Zahl) 
und beriicksichtigen in dem Integral 
+7 
1 2 
ar] |o.(e+t)| dt 
-? 


nur die Beitrige, welche die Intervalle J, leisten, so erkennen wir, daB das Integral 


(2e)*- 28 
= 11424 
ist; daher 
1 2 827d 
> = Mol" = a: 


Sobald also umgekehrt p die Zahl 





iibersteigt, gilt 
9(8)— (7, F418 +... +7, e8478)| C486 


Es kann niitzlich sein, iiber eine derartige explizite Abschitzung zu verfiigen. Ins- 
besondere ergibt sich fiir s=0 der Bohrsche Fundamentalsatz, die Vollstindigkeits- 


relation: 

Sind a,,@,,a,,... die Faktoren, mit denen die verschiedenen Higen- 
schwingungen in der stetigen fastperiodischen Funktion f(s) vorkommen, 
so tat 


M |f\* =|e,|° + |erg)* + |ag|* +... - 


4) Vgl. Bohr Il, 8. 107—119, 
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Sind die |\a,| absteigend geordnet, so ist der Unterschied 





Mif? —(le,|°+-..+ «,|*) Se: MiP, 
sobald p gréBer tst als = 


Der hier zur Gewinnung des Fundamentalsatzes im Gebiet der fast- 
periodischen Funktionen beschrittene Weg steht in enger Beziehung zum 
Volistandigkeitsbeweis fiir das System der primitiven Charakteristiken 
einer kontinuierlichen Gruppe. Man vergleiche dariiber eine demnichst 
in den Mathematischen Annalen erscheinende Arbeit von F. Peter und 
H. Weyl, in welcher jener Beweis allgemein erbracht wird. 


§ 5. 
Der Approximationssatz. 


Im Falle der rein periodischen Funktionen (Periode 22) gewinnt man 
den Approximationssatz, wenn man mittels der Volistandigkeitsrelation 


+a 


- ( pe —t)e(t)at 


Ld 
—# 


durch seine gleichmaBig konvergente Fourierreihe ausdriickt, fiir x(t) eine 
nicht-negative Funktion wahlend, welche im Integral die Umgebung der 
Stelle t= 0 iiberwiegend betont; z. B. 


2(t)=—. fir —d<t<+64, sonst z(t)=0. 


Der gleiche Gedankengang fiihrt mit einer lcichten Modifikation hier 
zum Ziel. 

Zu einem gegebenen positiven « konstruieren wir uns wieder die eben 
benutzten nicht iibereinandergreifenden Intervalle J, von der Lange 26 
und betrachten diejenige Funktion z(t), welche in jedem dieser Intervalle 


konstant = 35° sonst aber = 0 ist. Dann ist fiir irgendein nach (15) 
gewahltes 7’ in 


(16) gest | fp(e+s)z(t)at 
_r 


+? +7 
Sct f If, (8 a t)* dt tort] jx (t)|* dt 
-T “p 
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der zweite Faktor rechts = = daher die ganze rechte Seite 
+7 
= it= adel \f,(e+t)Pat. 
-?f 
Wahlen wir also erst p und dann n oder 7 gemaB (15) so groB, dab 
+26 


+7 
Mi (o+ = Min SASS, apf letters fas 
-T 


wird identisch in s, so gewinnen wir fiir die linke Seite von (16) die 
obere Grenze 42*. Es ist 








+7 
1 sindd ef4te4 4 ef4t—n 
- iit = = . 
inp fe a(t)dt=41,(4)=—75 Int 
-T 


Bezeichnen wir also die p*” Partialsumme der Reihe 


a, r,(A,) et 7 Hy 1, (Ag jethe + rae 
mit P{*’(), so haben wir 


Dial y mi, {f(s + t)} — P,”(s) 


=f 


S2e 








und damit, weil der Mittelwert der Funktion f(s-+¢) in jedem Intervall 
I, um héchstens « von dem Mittelwert im Intervall —d<t<6 ab- 
weicht, 


S3e, | f(s) — Py” (s)|<4e: 





+8 
ax | fe+t)at— Pe (6) 
a ' 


Die stetige fastperiodische Funktion f(s) kann durch endliche lineare 
Aggregate der in thr vorkommenden einfachen Schwingungen gleichmafig 
mat jeder beliebigen Genauigkeit approximiert werden. 

Auch hier erhalten wir eine explizite Abschdtzung der Gliederzahl p, 
welche fiir einen vorgegebenen Genauigkeitsgrad ausreicht, sobald wir die 
Zahlen 5 und /, welche die gleichmaBige Stetigkeit und die Fastperio- 
dizitat von f festlegen, in ihrer Abhiangigkeit von e kennen. Darin scheint 
mir diese Methode den Vorzug zu verdienen vor der Bohrschen und der 
Bochnerschen®), welche beide die Annaherung von der Bestimmung einer 
Basis abhingig machen, von den homogenen linearen ganzzahligen Rela- 
tionen, die zwischen den vorkommenden Frequenzen bestehen. 


®) Math. Annalen 96 (1926), S. 119—147. 
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Bohr bewies*), daB 
@ +a+...+a¢,S/(0) 
ist, wenn alle Fourierkoeffizienten von f positive reelle Zahlen sind. Dies folgt aus 
der Ungleichung f (0)=0, wenn sie angewendet wird auf die Funktion /,(s) statt 
auf f(s). Der korrespondierende Satz aus der Theorie der Integralgleichungen sagt 
aus, daB die Spur eines Kernes mit lauter positiven Eigenwerten > 0 ist. Man wird 


also, in unserm Gedankenkreis verbleibend, den Beweis so fiihren, daB man mit der 
eben benutzten Funktion z(t) die Form bildet 


+T +T 
rt. teh f f f(s—t)x(s) x(t) ds dt 
(2n+1) 

-? -T 


und genau wie vorhin festetellt, daB, wenn der Reihe nach 4, p, n geeignet gewahlt 
werden, 


f (0) — e |rn (a,)|° —-..— ap |tm (Ap)|* 


zwischen vorgegebene beliebig enge Grenzen eingeschlossen werden kann. Daraus 


folgt in der Tat die Behauptung f(0)>0 unter der Voraussetzung positiver Fourier- 
koeffizienten. 


§ 6. 
Schlu8bemerkungen. 


1. Der Approximationssatz 148t erkennen, da8 auch fiir solche Fre- 
quenzen 4, welche von allen in f vorkommenden verschieden sind, der 
Mittelwert 

M' {f(s — t)e***} existiert, aber = 0 ist. 


Noch eleganter ergibt sich das direkt aus der Vollstandigkeitsrelation. 
Zur positiven Zah] « kénnen wir erst p und dann 7’ so wahlen, dab 
V= M,\f,|° <3e? 
ist und : 
W = M, {F, (t)e-*} 
dem absoluten Betrage nach « nicht iibersteigt, sobald |J| > 7 ist. Setzen 
wir einen Augenblick 


«=a, = M,{f(t)e**}, 
so folgt aus 
M, If, (#) — « et4t|? — V4 2R(aW) — |a|*>0: 
la— W|* SV+|W\?s4e°, ja| << 3e, 
also 
«,—0 mit |J|—oo. 

2. DaB Summe und Produkt fastperiodischer Funktionen wieder fastperiodisch 

sind, ergibt sich aus dem Approximationssatz auf Grund der Tatsache, daB jedes end- 


*) Math. Zeitschrift 28 (1925), S. 38—44. 
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liche lineare Aggregat einfacher Schwingungen fastp-riodisch ist. Dies aber geht her- 
vor aus dem folgenden Satze von Bohl und Wennberg’): Sind 4,, 4,,..., 4, reelle 
Frequenzen und ¢« eine vorgegebene positive Zahl, so existiert eine Lange | von der 
Art, daB in jedem Intervall von der Lange 21 eine Zahl + angetroffen wird, fir 
welche die simtlichen Ungleichungen gelten 

jefa¥_aise, jeM*~1/<e,..., jee" -1\<e. 
Die ganze Kurve 


a, =e, gaetet, | a mete, 


heiBt das, verliuft in der «-Umgebung eines gewissen, von « abhiingigen Stiickes 
—l<s<l derselben. Ein allgemeiner Beweis dafiir ist sehr leicht erbracht. Zer- 
legt man unter Benutzung einer groBen ganzen Zahl nm den ganzen p dimensionalen 
Raum mit den Koordinaten z,, welche durch die Bedingungen |x,|= 1 eingeschrankt 
sind, x, =e*?*, dadurch in n? Parzellen, daB man den Spielraum 22 jedes Arcus 9; 
in die Teilintervalle von der Lange = teilt, und nimmt in jeder Parzelle, in welche 
die Kurve tiberhawpt eindringt, einen Kuryenpunkt s =, an, so geniigt ein Intervall 
(—¢,+1), das alle diese Punkte ¢; enthalt, unserer Forderung mit dem Annaherungs- 
grad e=—. Aber man erhiit so keine wirkliche Abschaitzung und keine Einsicht, 
wovon die GréBe | entscheidend beeinfluBt wird. Wendet man die von mir fir die 
»Gleichverteilung mod. 1“ entwickelte Methode*) an, benutzt aber zur extremen Her- 
vorhebung einer Stelle den Fejérschen Kern, so kommt man auf einen analogen An- 
satz wie der, dessen sich Hr. Bochner bedient. Der Fejérsche Kern ist 
_ 1 sin (nt/2 \* 

am (t) = = ( an (173)) , 

Man bildet 
IT, (t) = an (A, t) tn (Agt)... an (Apt). 

Das, was iibrig bleibt, wenn man in diesem Produkt den kten Faktor weglaBt. heiBe 
1T*(t). Man bilde 


l 
1 
ons —t) dt. 
(17) a1 f m0 ) 
—| 
Bedeutet N, die Summe 


(ve!) (1 Let)... @ el), 


‘ n 





erstreckt tiber diejenigen Systeme ganzer Zahlen (m,, m,,..., m,) im ,,Wiirfel“ 
|m|<m, fiir welche 
ni, +mMgigt...+m,4, =0 


ist, so konvergiert (17) mit wachsendem / gegen N,. Wir miissen den Fehler ab- 
schatzen; dabei tritt offenbar die Reihe 


(la) (ll. (A) 


az. 
>» |m, A, + md, +...+myA,| 





*) Bohl, Crelles Journal 131 (1906), S. 279. Wennberg, Dissertation (Upsala 
1920), S. 19. 


*) Math. Annalen 77 (1916). S. 313—352. 
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auf, deren S tionsbereich durch 

|mul<m, mA + mgd, +... + mpd + 0 
beschrieben ist. Es ist 





i 
1 R, 
arf Mae-Hat— N, s+: 
—t 


Wahlen wir also 


1- 2B 
80 ist 
i 
1 i 
(18) arf Mace—nae Zan 
-i 





und zugleich 
i 


rf BP oo < N, + Ze  (G=1,8, ...5 9). 


~ 
bo| ee 





2 
| 


Die Beitrige zum Integral (17), welche von denjenigen Intervallen herriihren, in 
denen ‘ 
(sin 4-9 )>e 


ist, machen offenbar weniger aus als 


‘ 
1 1 (1) 3 
w= afm (e—1)6¢S go; %- 
—l 


Gibt es also in unserm Intervall (—1, +1) keinen Wert ¢, fiir welchen die Un- 
gleichungen 


(sin 2-9 <, (&=1,2,...,p) 


simultan erfillt sind, so ist 





l 
1 3P 
<1 f II, (#—t)dts — N, . 
-t 
Das steht mit (18) in Widerspruch, sobald «> <P ist. Zu jedem s gibt es demnach 
im Intervall -l1< ¢t<-+1 eine Zahl t von der Beschaffenheit, daB die p Ungleichungen 
_ 2 7 

sin A(o—8)' \< La 

( 2 ’ hoe 
gelten. 


DaB die ,kleinen Divisoren“ 
A=m 4+ ngigt...t md, 


in R,, welche der Null nahe kommen, ohne daB die m, sehr groB sind, gefahrlich 
werden und die erforderliche Lange | heraufdriicken, liegt in der Natur der Sache, 
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wie die folgende Uberlegung lehrt. Kommen in der fastperiodischen Funktion f(s) 
die einfachen Schwingungen 

et418 eftss | ettns 
bzw. mit den Faktoren a, a, ..., @, vor, 80 ist jede Fastperiode von f mit der An- 
naherung « eine Fastperiode von a, e**** mit derselben Annaherung, also von e*'* 
mit der Annaherung Tal von e*%4:* mit der Annaherung « 


, von 





n, 
bes 





et 418, ot Matas Peng’ et trips _ et4s 


also mit der Annaherung 


eN, N= - 3 


ap 








Ny, 
+i— i+... 
let |+---+ 








m, 
a, 
Wahlen wir «=1/N, so sollte also in jedem Intervall von der Linge | =1(e) sich 
eine Zahl + finden, fiir welche 

| et? 4 | < 1 
ist. Die Bereiche, in denen diese Ungleichung gilt, bilden aber, 2 + 0 vorausgesetzt, 


aquidistante Intervalle von der Lange . a , welche unterbrochen werden von solchen 





der Lange a: Es muB8 demnach 
4x 1 3 ( 1 ) 
eo x a a fs 
(23a oder a] S7,' W 
sein, d. h. der ,Divisor“ 2 mu8, wenn er nicht streng verschwindet, seinem absoluten 


Betrage nach einen a priori angebbaren Wert iiberschreiten. Insbesondere ergibt sich 
fiir zwei in f vorkommende Frequenzen /,, A: 


a? ENR a ome 
| 4, — Ay Sin Catete ): 

3. Unsere Behandlung liefert die genauen, die notwendigen und hin- 
reichenden Bedingungen fiir die Giiltigkeit der Vollstdndigkeitsrelation. 


f(s) sei meBbar und |f(s)|* summabel in jedem endlichen Intervall. Es 
existiere ferner gleichmaBig in s der Mittelwert 


(19) M'{ f(s + t)f(t)} =9(s) 
und damit 
m(s) = M'| f(s +t) — f(t)|’. 

An Stelle der Fastperiodizitaét fordere ich, daB zu beliebigem positiven « 
eine Lange 1 angegeben werden kénne derart, daB in keinem Intervall von 
der Lange / die Funktion m(s) durchweg > e* bleibt. Unter diesen Vor- 
aussetzungen gilt fiir f(s) die Vollstandigkeitsrelation. Denn g(s) ist 
fastperiodisch — und zugleich stetig, da nach einem Theorem von Lebesgue’) 


lim [|f(¢+9)—s(e)|*at=0 


*) Lecons sur les séries trigonométriques, Paris 1906, 8. 15. 
Mathematische Annalen. 97 23 
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ist. Alle unsere Entwicklungen sind also auf die Funktion g(s) wie friiher 
anwendbar. 

Anderseits sina diese Bedingungen auch notwendig. Besitzt |f|* einen 
Mittelwert (<1) und gilt die Vollstandigkeitsrelation, so konvergiert 
(20) : M3{f(s+t)f(t)} 
mit |J|—+0o gleichmaBig gegen die stetige Funktion 

g(s) — y,e%" ps Yo etfs +. a 
Ist namlich p so groB gewahit, da 
M|f\* —(71 +12 +--- +7) S0*(< 1) 
ist, und zerlegen wir (20) in zwei Summanden nach der Gleichung 
f(t) =F, (t)+7,(t), 
so konvergiert der erste Teil mit |J|—+0o gleichmaBig gegen 
1 et4s + Ys ets + a © y,e%*, 
was sich von g(s) um nicht mehr als <* unterscheidet, wahrend <: « fiir 
den quadrierten absoluten Betrag des zweiten Teils mittels der Schwarz- 
schen Ungleichung eine obere Grenze ergibt, die gleichmaBig gegen 
M|f\*-M\f,|" <e* 


strebt. Fiir die absolute Differenz zwischen (20) und g(s) bekommt man 
demnach eine obere Schranke, die im gleichen Sinne ¢(1 + ¢) zustrebt, 
und darum ist die Differenz in der Tat absolut < 2¢, sobald die Inter- 
vallange |J| ein gewisses von « abhingiges 7’ iibersteigt. Infolgedessen 
gilt die Gleichung 


m(s) = 29(0) —(g(s) + 9(8)) 
= y, jets —1/° + y,lefee —1]? +.. 


welche nach Bohl und Wennberg zu der oben geforderten Eigenschaft von 
m(s) fiihrt. 

Man kann die aufgestellten Bedingungen so fassen, da8 in ihnen die 
Existenz der auf die ganze Zahigeraden beziiglichen Mittelwerte nicht 
a priori postuliert wird: 

(V) Zu beliebigem positiven « soll es ein l(e) und T(e) geben der- 
art, dap in jedem Intervall von der Lange I(e) eine Zahi + sich findet, 
welche die Ungleichung 
(21) M3| f(t + *) — f(#)|" Se? 
erfillt fiir alle Intervalle J, deren Lange |\J| > T(e) ist. 





Integralgleichungen und fastperiodische Funktionen. 355 


Es gilt offenbar, hieraus die gleichmaBige Existenz des Mittelwertes ( 19) 
zu gewinnen. Wir beweisen zunichst die Existenz des Mittelwertes von 
|f\*. Da 


4-M'{f(s+t)f(t)} -3* M'|f(s+t)-+é*f(t)|?, 


folgt daraus die Existenz von g(s), wenn das Resultat statt auf f(t) auf 
die vier Funktionen f(s + ¢)-+ #* f(t) angewendet wird. Man benutze die 
gleiche Intervallkonstruktion wie in §1, wobei unter 7 irgendeine Zahl 
> T(e) und >1=I1(e) zu verstehen ist. Die 1, sind als solche den In- 


tervallen n (7+ 1) +4 ,angehérige Verschiebungszahlen + gewahlt, daB 
(21) gilt. Es sei 
T/2 
1 
rf is(t)[tat= m5 
-T/2 
gesetzt. Dann ist der Mittelwert von |/|* im Intervall J, nach (21) 
offenbar > (mz —e)*, und bei unbegrenzt wachsendem U iibersteigt in- 
folgedessen mf schlieBlich jede Zahl, welche kleiner ist als 


fri (mp — «)’. 
Anderseits konstruieren wir Verschiebungszahlen t=1, die der Un- 
gleichung (21) geniigen und bzw. den Intervallen n(7 — 1) +4 ange- 
héren. Die um die 1, als Mittelpunkte konstruierten Intervalle J, von 
der Lange 7 bedecken dann, zum Teil iibereinander greifend, die ganze 


Zahlgerade. Der Mittelwert von |f|* in J, ist <(my--«)*, und darum 
sinkt mj schlieBlich unter jede Schranke herunter, die gréBer als 


T 2 
Fa (™2 + ¢) 


angenommen wird. Insbesondere bleibt my beschrankt. Wenden wir das 
erste Resultat auf 7, das zweite auf eine den gleichen Bedingungen ge- 


niigende Zahl 7’ an, oder umgekehrt, so erhalten wir daraus die Un- 
gleichungen 


T+t 
Unter Beriicksichtigung der Beschranktheit von my ergibt sich daraus die 


Existenz des Limes m von my fiir T—+cc. Und wir haben zugleich die 
Abschatzungen 


aes = 
mr —e<|i+f-m, mr +e >V1—z-m, 
23* 
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folglich 
imp — m|<e+(1—/1—p)m=c, 
| mp — m*|<c(2m+c). 


Hierin kann my allgemeiner durch den Mittelwert in irgendeinem Inter- 
vall J von der Lange 7 ersetzt werden: 


M\f\* — M,\f\* abs. <c(2m-+c), 


und in dieser sowie in der Formel fiir c darf m* auch als irgendeine Zahl 
> M!|f\* gedeutet werden. 


Fiir jede der vier Funktionen f(s + ¢)+ f(t) ist ¢ durch 2e zu 
ersetzen und kann 4m* an Stelle von m* als obere Grenze des Mittel- 
wertes ihres quadrierten absoluten Betrages benutzt werden. Darum gilt 


\g(s) — M5 {f(s+1t)7(t)}|<4e(2m+e). 
Ist wieder M|f|*<1, so findet man mit m=1, daB die linke Seite 
< 16¢(1 + e) ist, sobald 


|J|>T(e) und zugleich > ow 


ist. Die GleichmaBigkeit der Konvergenz in s ist damit garantiert. 

(V) ist die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB f(s) sich ,im 
Mittel“ durch Superposition einfacher Schwingungen beliebig approximieren lat. In- 
folgedessen geniigt mit zwei Funktionen immer auch deren Summe dem Postulate. 
(V) verlangt etwas weniger als die Stepanofische Bedingung III (Math. Annalen 95, 
1926, S.490)*°). Ist diese erfillt, so l4Bt sich nach unserm Beweis der Mitte!wert 
von f(t) im Intervall von s—4 bis s+ (6 eine beliebige positive Konstante) gleich- 
maBig durch eine endliche Superposition einfacher Schwingungen approximieren. Ist 
auBerdem f(s) gleichmaBig stetig, so ergibt sich das gleiche fiir die Funktion selber: 
die gleichmaBige Stetigkeit zusammen mit der Bedingung (III) von Stepanoff hat 
also zur Folge, daB die Funktion fastperiodisch ist im Sinne von Bohr. 





) Man vgl. dazu auch N. Wiener, Math. Zeitschr. 24 (1925), 8.575—614. 


( Eingegangen am 7. 6. 1926.) 








Zur formalen Theorie der Funktionen von mehr 
komplexen Verinderlichen. 


Von 
W. Wirtinger in Wien. 


Die folgenden Untersuchungen betreffen die allgemeine Theorie der 
Funktionen von n komplexen Verinderlichen, ausgehend von den partiellen 
Differentialgleichungen, und ihre Definition durch solche auf Mannigfaltig- 
keiten von n+ 1 bis 2n Dimensionen. Es ist dabei in erster Linie die 
formale Theorie ins Auge gefaSt, und die feineren Fragen, welche mit der 
Theorie der Funktionen reeller Veranderlicher zusammenhangen, werden 
zuriickgestellt. Den Schlu8 bilden anschlieBende Erérterungen iiber die 
formalen Ansatze von Variationsproblemen. 


I, 

Es seien t,(@—1...m) m reelle Veranderliche, ferner zg ($= 1... 2) 
2n reelle Funktionen dieser, die wir auf alle Fille zweimal stetig differen- 
zierbar voraussetzen; so kann man aus diesen die 2m komplexen Funk- 
tionen der t, bilden 


(1) By = Mey-1 + thay, Fy = Xay-1 — 82, (y=1...m). 

Deutet man nun die zx, als kartesische Koordinaten in einem Raum 
R,,, von 2n Dimensionen, so ist dadurch, da8 sie als Funktionen der ¢, 
aufgefaBt werden, im R,, eine Mannigfaltigkeit M, von m Dimensionen 
gegeben. 

Wir betrachten ferner reelle oder komplexe zweimal stetige differen- 
zierbare Funktionen ® der reellen Variablen z;. Wir kénnen diese auch 
formal als Funktionen der z,, Z, auffassen und insbesondere entsprechend 
den Gleichungen (1) die Differentialquotienten nach z,, Z, erkliren durch 
die Formeln 


é 1 é a. e 1 e i 
(2) aaa Ce e ‘a) 5 2 Oe +5) 
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und ebenso 








ae ee a ee 
oz,0%, 4 Oy 10 %yy_y Oy, 0X, AO Bgy O Sg g @ Xy 0 Ly, _4 ; 
Soll dann @ eine analytische Funktion der z. sein, so bestehen die 2n 

Cauchy-Riemannschen Gleichungen 


(4) c? —0, oy a 8. 
z, oz, 


‘ 


wo ® die zu ® konjugierte GréBe bezeichnet. 

Der reelle und imaginire Teil von ®, also 2U = ® — , 2iV= H-— @ 
sowie iiberhaupt jede lineare Verbindung a® +-b® = W mit konstantem 
a und b geniigen dann den n* Gleichungen 


(5) 


Wenn eine Funktion W den Gleichungen (5) geniigt, so geniigen die 
Funktionen ®, = = und &, = Ad den Gleichungen (4), und die ®, sind 
daher dann analytische Funktionen der z,. Ebenso sind ¥,, = aad analy- 
tische Funktionen der Z,. 


Das ist die Verallgemeinerung des bekannten Satzes, daB fiir n = 1 


3 2 
ein Integral der Gleichung as — ia = 0 eine analytische Funktion be- 


é 
stimmt durch die Formel 


p= Sut (e ~), 


ez oy 
wobei u reell oder komplex sein kann. 


Da aber auch ersichtlich ®,dz, ebenso wie ¥,d7, vollstaindige Diffe- 
rentiale sind, so sind durch eine Lésung W der Gleichungen (5) je eine 
analytische Funktion der z, und der Z, bestimmt und W selbst als Summe 
dieser beiden darstellbar durch die Formel 


WwW Sinan +fiz di, 


wobei der erste Bestandteil nur von den z,, der zweite nur von den 2, 
abhingt und beide bis auf eine Konstante bestimmt sind. 


Il. 


Man verdankt Herrn T. Levi-Civita’) den Satz, da8 auf einer M, im 
R,,, der Veranderlichen x; eine analytische Funktion F insofern willkiir- 


*) Rendiconti della Reale Academia dei Lincei, Roma 14 (1905, 2° sem.), p. 492 ff. 
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lich gegeben werden kann, als man sich auf eine geniigend kleine Um- 
gebung beschrinkt und sowohl die Koordinaten der M, als auch die auf 
ihr vorgeschriebenen Werte von F als regulire analytische Funktionen 
von n reellen Parametern gegeben werden. Ausgenommen sind dabei 
die von ibm als ,,charakteristisch“ bezeichneten Mannigfaltigkeiten, welche 
im Falle von zwei Veranderlichen mit denjenigen zusammenfallen, welche 
durch Nullsetzen einer analytischen Funktion von z,,z, definiert werden 
kénnen, im allgemeinen Fall aber durch das Verschwinden einer sogleich 
anzugebenden Determinante gekennzeichnet werden. In der Tat, man 
kann die Gleichungen der M, in der Form voraussetzen 


(6) Gu (Zas Zs) =0, (u=1 i 
wobei diese Gleichungen, da sie reell sein sollen, bei der Vertauschung der 


2.2%, mit ihren konjugierten ungeandert bleiben und nach n dieser Ver- 
anderlichen aufgelést werden kénnen. 


Werden nun die 27 neuen reellen Veranderlichen 
(7) Qu = GYu(Zas Zp), %% = hi (2a, Zp) 
eingefiihrt, so geht das System der Differentialgleichungen (4) iiber in 


é oh, 
(8) OF 9, | oF OM 0. 


@e, 02, | 00,03, 
Aus diesem kénnen die = berechnet werden, wenn die Determinante 
COu 
| auf der M, und daher iiberhaupt von Null verschieden ist. Die 


| <9 
Cz, 
Methode der Majoranten liefert dann ohne weiteres den behaupteten Satz. 
Ist aber die genannte Determinante gleich Null auf der M, und sei 
diese in einer geeigneten Parameterdarstellung ! 
(9) Za = 24(8:), Zp = Fp (t) (A=1... 2) 
gegeben, so ist jetzt 


0 0z og, ez 
(10) 2, oe ae @. 


oz, Ck; 0%, ot, 
Also sind die Matrizes 


| 
| 


korrespondierende Matrizes und entsprechende Determinanten proportional. 


1°G, Ip 
_—_ 


02, 02g 
lez? OF, | ot 


(11) 3t,” Ot, 





| und 











Es ist also gleichzeitig mit a = 0 auch 











Czp 
af | = 0, da nach Voraus- 
4 


etzung nic htsém tliche Dete:minanten cer ersten Matrix verschwinden und 
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ebenso nicht alle der zweiten. Das Verschwinden der letzten Determinante 
aber besagt, dab zwischen den z, wenigstens eine Relation ®(z, ...z,)=0 
besteht, die man durch Elimination der ¢; aus den ersten der Gleichungen (9) 
erhalt. 

DaB auch das umgekehrte richtig ist, erhellt sofort daraus, dab, wenn 
eine analytische Funktion F der z, auf der M, verschwindet, in der Nahe 
einer nicht singularen Stelle der M, eine analytische, eindeutig umkehr- 
bare Parameterdarstellung der z,, Z, durch geeigneter reelle Veranderliche t, 
méglich ist, fiir welche dann aus 

CF «2, 
ni, =° 
sofort die Behauptung folgt. 

Damit ist die Bedeutung des Verschwindens der Determinante klar- 
gestellt. Sie bedeutet einfach, daB durch die M, eine M,,_, hindurch- 
gelegt werden kann, auf welcher eine analytische Funktion der z, ver- 
schwindet. 


Il. 

Wir suchen nun die Differentialgleichungen, welche fiir eine in Para- 
meterdarstellung gegebene Mannigfaltigkeit M,,_, im R,, bestehen miissen, 
damit auf dieser der reelle Teil einer analytischen Funktion konstant bleibt. 

Sei U dieser reelle Teil, so hat man die Gleichungen 


aU @za , 0U °%q 


(12) ez, ot, nna? (a=1...n,A=1...2"—1), 

2 

éU 
(13) 02,02, =(@. 
Durch Auflésung ergibt sich aus (12) 

éU éU ” 

(14) aa, 04a» a = 04s. 
Dabei bedeuten 4,, 4g die aus der Matrix 

oz, OZ, 

| 28,” ot, 





durch Streichung der Vertikalreihe mit y—« resp. 6 = # hervorgehenden 
Determinanten und @ einen Proportionalitatsfaktor. 
Nun ist aber wegen (13) und nach den Bemerkungen am Schlu8 von I 


(15) U = O(z.)+ Pz), 


somit 
@U ef 02, 
(16) dD = 5, d= 04. 5 Gt 


ee 
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ein vollstandiges Differential und ebenso 
oz, 


“3, dt,. 


(17) av="az,—e4 


Es miissen also 9,0 Eulersche Multiplikatoren der rechts von ihnen stehen- 
den Differentialausdriicke sein, das ergibt die Bedingungen 


~y Cz. (a 024 \ a 02, 
(18) 2 (2 (4, a) - a(4 “*)) = 0, 


wo die Summe aus drei Gliedern besteht, welche aus dem ersten durch 
zyklische Vertauschung von A, uw,» entstehen. 


Diese kénnen auch geschrieben werden 





A 02, A ez, A Cz, 
“Ft, *6t, * at, 
oA 6A 0A 
at, at, at, 
oS ae 
ot, ot, et, 








wo jedoch erst in der entwickelten Determinante iiber die Indizes « und # 
in der gewohnlichen Weise zu summieren ist. 


Die Gleichungen (18) ergeben Sane =iz2—*) Gleichungen, 


in denen die imaginiaren Teile der rechten Seiten identisch verschwinden, 
denn es ist identisch 





dz, — 98, 
A, at, + Aa 5g =. 
Fiir den einfachsten Fall n= 2 ist auch die nahere Ausrechnung von 
Interesse. Setzt man die M,,_, in der Form gegeben voraus 
&, = f(x, X42; ) 


und bezeichnet die Differentialquotienten von f durch entsprechende In- 
dizes, so kann man als Parameter z,, 2,, 2, nehmen. 


Die Formel (16) gibt dann 
dz,+‘dz,, dz,+i(f,dz,+f,dz,+f,dz,), 0 0 


(20) dP=o . fo Pee, * 
a tf, —s —8f, 
0 1+?f, 0 1-sf, 


was ausgerechnet ergibt 
(21) dP= 20% (dz,(— fe + fi fs) + dz, (f, + ffs) + dz, (1 + f3))-. 
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(Die Eulersche Bedingung fiir die Existenz eines Multiplikators wird dann 
22) (far thes) A+) + hes (fP +f) — 2his (Af—-fh)— 2 fas (fit fafa) =0- 
Setzt man nun die Gleichung der Mannigfaltigkeit M,,_, in die Form 
p(x, 2, %,2,) = 0 

und rechnet (22) dementsprechend um, so ergibt sich 
(28) (Pir + Poa) (PS + PE) + (Pes + Par) (YP? + 72) 

— 2(Pis + Pea) (91 Ps + Po Pa) + 2( Pes — Pra) (P: Pa — Pa" Ps) =9- 
Der Differentialausdruck links ist aber genau der von Herrn E. E. Levi*) 
aufgestellte Ausdruck € (q), welcher auf einer Mannigfaltigkeit ¢ = 0 nicht 
Zeichen wechseln darf, wenn diese Grenze des Existenzbereiches einer ana- 
lytischen Funktion sein soll, und zwar kann fiir €(g)<0 die Funktion 


nur fiir p > 0 existieren und umgekehrt. Man kann den obigen Ausdruck 
auch schreiben 




















(a4) 16(,2 2 22 fv. He ty ty _ ty ig ig _ sly spay 
02,02, O02, 0%, O2 Of, 02, O02, C2, 0%, 02, 02, CE, 0%, C2, O84 
oder als Determinante 
| ae - 
0 02, 02, 
Ce a" a*@ 
“ — — 181°? 
(25) E(¢) 16 dt, 02,02, 02,08, 
ty oy ate 
Of, C2, 02, O2%y 02, 





Werden hier statt z,z,, Z,, Z%, zwei neue Verinderliche z,’, z,’ und ihre konju- 
gierten eingefiihrt, die analytische Funktionen von 2,2, bzw. 7, Z, sind, 
so ist hieraus unmittelbar ersichtlich, da8 der transformierte Ausdruck wird 


(26) C(p)=C(9) (SB S-SS) (SS - SS). 


zi dz 40 ad Ozf/ \ezl Czy G24 O2{f 
Daraus folgt aber, daB das vierfache Integral 
(27) J €(p) dz, dz, dz, dz, 


eine Integralinvariante ist fiir eine beliebige Funktion m der vier Variablen 
2, Z4, 2,2, gegeniiber Transformationen von der Gestalt 


2; =f, (2%), 4 = 9, (2,4) 
2y == fy(2,2%_), Zp = Ga (4, 25)- 


*) Annali di matematica (3) 17 (1909), pg. 61 und 18 pg. 69. Man vergleiche 
dazu auch Bertil Almer, Sur quelques problémes de la théorie des fonctions analyti- 
ques de deux variables complexes, Thése pour le Doctorat, Upsala 1922, § 4, pg. 29ff. 
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Es ist dabei keineswegs erforderlich, daB die Funktionen f und g kon- 
jugiert sind. Auch bei n Verinderlichen ist augenscheinlich der Integral- 
ausdruck 





po gr | 
dz, 
(28) | o (6e,..de 88, ...0& (e,fel..ss) 
oy of” 
0, 02,02, 








gegeniiber Transformationen invariant, welche nur die z, fiir sich und die 
z, fir sich transformieren. 

Die Integrale (27) und (28) sind dabei so zu verstehen, da8 die 
Za, % als Funktionen von 2 reellen Veranderlichen ¢, aufgefaBt werden 
und das Produkt der Differentiale gleich der Funktionaldeterminante der 
Za, %, nach den tg(8 = 1... 2mn) multipliziert mit dem Produkt der Diffe- 
rentiale der tg gesetzt wird. 

Es ist endlich sehr merkwiirdig, daB der Integralausdruck (28) fiir 
n= 1 genau in das Dirichletsche Integral iibergeht. 

Man kann bemerken, da8 auch das Integral 
(29) | oe ide, os dagdl, cus de 

¢ #25, | » oh GQQRE, 5G, 

gegeniiber analytischen Transformationen der z, fiir sich und der 7, fir 
sich invariant bleibt, aber man findet, daB es nur von den Werten von y 
und seinen Derivierten an der Begrenzung des Integrationsgebieten abhiangt. 

Entwickelt man namlich unter dem Integralzeichen nach den Ele- 
menten einer Reihe mit festem ersten Index 4 und integriert partiell nach 
dem Greenschen Satz, der hier formal anwendbar bleibt, so erhalt man 


a* - 
J Dank, AAP as, ... dz, 4%, ... dé, 





. af{(- 1)*** 5% 4 (48) de, dz,... dz, dz,...dig_1-dig41...d2, 
B 


- Ji SE ty oo dag dB, OB, 
wo die Summation ausfiihrlich geschrieben ist, da iiber den Index 4 nicht 
zu summieren ist, und das erste Integral iiber die Begrenzung erstreckt ist. 

Aber die Summe unter dem «weiten Integral ist nach einer bekannten 
Jacobischen Identitét gleich Null, denn die 4(4f) sind ja die Deter- 
minanten der Matrix, welche aus den Derivierten der n — 1 Funktionen 


ze, in denen « von / verschieden, ist nach den n Variablen Zz, ge- 


7 
bildet ist. 
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Man kann noch bemerken, daB bei reellem p die Integrale (28), (29) 
reell oder imaginar werden, je nachdem n gerade oder ungerade ist, da bei 
Vertauschung der z, mit den 7, eine gerade oder ungerade Anzahl vor 
Vertauschungen in der Reihenfolge der Differentiale vorgenommen wird. 


Il. 


Die folgenden Ausfiihrungen sollen der Verallgemeinerung des Riemann- 
schen Gesichtspunktes der Definition von Funktionen einer komplexen 
Veranderlichen auf geeigneten zweidimensionalen Mannigfaltigkeiten gewidnet 
sein, und zwar von Funktionen von n komplexen Veranderlichen auf Mannig- 
faltigkeiten von n-+ 1, n-+-2...2m Dimensionen. Man pflegt gewohnlich 
die Verallgemeinerung auf die M, an die sog. Beltramischen Gleichungen, 
also an eine quadratische Differentialform und die konforme Abbildung zu 
kniipfen. Dieser Gesichtspunkt fiihrt jedoch bei Ausdehnung auf mehr als 
eine Verinderliche, also mehr als zwei Dimensionen nur zur Potential- 
theorie, nicht aber zu eigentlichen Funktionen von mehr komplexen Ver- 
anderlichen. 


Bilden wir auf einer M,, deren Punkte durch die reellen Variablen 
t(A=1...m, n<m<2n) gegeben seien zunichst 2n reelle Funk- 
tionen z,(t,) (@—1...2m) und aus diesen die n komplexen Funktionen 
Zy = 2-1 +8 22,, F, = Z2y-1 — t%g,, 80 ist die Bedingung dafiir, da8 eine 
Funktion ®(#,) als Funktion der z, und damit auch die zu ® konjugierte 
Funktion ® als Funktion der Z, dargestellt werden kann, das Verschwinden 
samtlicher Determinanten der Matrix 
l 


iad ae 

(30) vy =0 und der konjugierten a ~—* 
bee em 
at, a, 


Es wird vorausgesetzt, daB die Determinanten der Matrix 


oz, 0z, 


(31) H,’ mt, 














nicht samtlich verschwinden, so daB die ¢, riickwirts aus den z,Z oder 
auch den x regular berechnet werden kénnen. 

Die Matrix (30) als eine Matrix von m > n Vertikalreihen und n + 1 
Horizontalreihen stellt m—(n-+1)+1—m-—vn lineare Gleichungen 
zwischen den id dar, also ein System von m-—n linearen homogenen 

4 
partiellen Differentialgleichungen fiir ®; und zwar ein vollstandiges, da sie 
die n unabhangigen Lésungen ®=z, hat. Das analoge gilt von der 
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konjugierten Matrix. Nun kénnen die z, durch n andere unabhangige 
Funktionen der z, ersetzt werden und ebenso die ¢, durch m andere un- 
abhangige Funktionen tj der ¢,, ohne an den Beziehungen der Lésungen ® 
dieses Systems untereinander etwas zu andern, und es ist nicht nétig, die z, 
jndividuell zu geben, vielmehr geniigt es, ein vollstdndiges System von 
m—n linearen partiellen Differentialgleichungen und damit auch das 
konjugierte System auf der M,, anzugeben, um Funktionen von n komplexen 
Variablen auf thr zu definieren. 


Sei also 
(32) A’ 0 (d= 1...m, x=1...m—n) 


ein solches vollstandiges System, so wird unter einer sogleich anzugebenden 
Beschrankung dadurch auf der M,, ein System von Funktionen definiert, 
welche sich simtlich als analytische Funktionen von n geeigneten unter 
ihnen darstellen lassen, wenn nur die ,A’ in einer gewissen Umgebung 
regulare Funktionen der reellen Variablen ¢, sind. 

Die Beschrinkung aber besteht darin, daB das System (32) und sein 
konjugiertes kein Integral gemeinsam haben diirfen, oder, was dasselbe 
besagt, daB (32) kein reelles Integral haben darf, auBer der Konstanten. 

Ware nimlich eines oder mehrere, etwa r unabhingige, vorhanden, 
so kénnte man diese in (32) und dem konjugierten System als unab- 
hangige Variable einfiihren, etwa fiir ¢,,t,...¢,. Dann wiirden aus (32) 
die Differentialquotienten nach i, ...t, wegfallen und das System (32) 
und sein konjugiertes nicht mehr n, sondern nur mehr n—r komplexe 
Funktionen definieren, welche noch r reelle Parameter enthalten. Die M,, 
wiirde sich dann in co’ Mannigfaltigkeiten von m—r Dimensionen zer- 
legen, auf deren jeder Funktionen von n—r komplexen Veranderlichen 
definiert waren. 

Bezeichnet man die Differentialoperation auf der linken Seite in (32) 
mit ,A(@®), spaltet sie in den reellen und imaginéren Teil und setzt 


@=U+7V, so erhalt man 
(38) ,A(®) =(,A’ +4,A’)(U+80V) 


=(,A'(U) —,A”(V)(+4(,4” (U)+,A4 (V)) 50 
oder 


.A’(U)=,A”" (V) 
.A”(U) = — ,A’(V) 


und hier tritt die véllige Analogie zu cen Cauchy-Riemannschen Differen- 
tialgleichungen klar zutage. 


(34) 
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Um fiir n=1, m=2 die Beltramischen Gleichungen in der ge- 
wohnlichen Form zu erhalten, schreiben wir etwa (34) in der Form 
aU aU av av 
chs’ 655 + OF mS ae t9 ae 
aU aU ev av 
und erhalten durch Auflésung 


av woes 
ay (8+ 0b) +S (0 +d*) 








au 
a ad—b 
(36) ' av fe 
Te 
we +e )+Zy (ab+ed) 
au ad—be ; 
Setzt man 


E=a*+c? F=-—(ab+cd) G=b*+d' 
ad—be=VEG—F’, 
so erhailt man die gewdhnliche Form, wobei Z, F,G noch mit einem 


willkirlichen Faktor multipliziert werden kénnen. Das zugehérige ds* 
wird dann 


ds* = (du(a + ic) —dv(b+id)) (du(a — tc) — dv(b—id)), 


woraus ersichtlich ist, daB bei gegebenen ds die einzelnen Differential- 
operatoren die zu der partiellen Differentialgleichung 


(b+ id) +(e+ id) —0 


und der konjugierten gehérigen totalen Differentialformen sind, wie es 
sein muB. 

Es ist aber sogleich auf eine neu auftauchende Schwierigkeit auf- 
merksam zu machen, wenn das System (33) mehr als eine Differential- 
gleichung hat, die namenilich dann zur Geltung kommt, wenn man ein 
solches System dazu benutzen will, auf geschlossenen zweiseitigen Mannig- 
faltigkeiten Funktionen komplexer Variablen zu definieren. 

Das System der Differentialgleichungen hat man sich dabei nach Art 
der analytischen Fortsetzung tiber die Mannigfaltigkeit fortgesetzt zu denken, 
so daB die Koeffizienten in den lokalen Parametern iiberall regular sind. 
Da nun aber das System ein vollstaindiges ist, so bestehen zwischen den 
Koeffizienten die daraus sich ergebenden Differentialgleichungen, und es er- 
scheint durchaus nicht von vornherein sicher, da8 dieses letztere System von 
Differentialgleichungen auf der Mannigfaltigkeit iiberhaupt iiberall regulare 
und eindeutige Lésungen hat. Die Eindeutigkeit ist allerdings nicht un- 
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bedingt erforderlich, sondern es geniigt, wenn nur das System bei der 
Fortsetzung nach den Parametern ¢, auf jedem geschlossenen Weg in ein dem 
Ausgangssystem dquivalentes System iibergeht. Man kénnte denken, daB die 
topologische Beschaffenheit der M, hier bereits Hindernisse entgegenstellt, 
doch ist dies sicher nicht der Fall bei solchen M,, welche in einem 
Raum von 2n Dimensionen singularititenfrei und ohne Selbstdurchsetzung 
im Endlichen ausgebreitet werden kénnen. Denn auf diesen sind ja die 
Za = Zza-1 +4 2%2q solche iiberall regulire komplexe Funktionen des Ortes. 


IV. 


Will man die Differentialgleichungen fiir den reellen und imaginaren 
Teil einer durch (33) definierten Funktion ® aufstellen, so hat man die 
Bedingungen aufzustellen, welche V erfiillen mu6, damit das System (34) 
nach U integrierbar wird. Soll U durch V bis auf eine Konstante bestimmt 
sein, so muB8 sich also das System 


A’ (®) + A" (V)o% 0 


{ 37) 


«A” () — A. (V) 55 =0 


zu einem vollstandigen m-gliedmgen erganzen lassen. 

Die Bedingungen hierfiir erhailt man in bekannter Weise durch Bildung 
von Klammerausdriicken, wobei jedoch zu beachten ist, daB die so er- 
haltenen Bedingungen im allgemeinen nicht voneinander unabhangig sind, 
sondern infolge der als identisch erfiillt vorausgesetzten Bedingungen fiir 
die Vollstandigkeit des Systems (33) Reduktionen erleiden. 

Die Rechnung soll daher nur fiir den Fall m — 2n ausgefiihrt werden 
und sodann der Fall m= %, n = 2 betrachtet werden. : 

Aus der Bedingung fiir die Vollstandigkeit des Systems (33) ergeben 
sich im ersten Fall zuniachst die Identitaten 


(af pA’) —(.A” 24) = 20, A —,0°", A 
(.A' 2A”) + (4A" pA’) =.0"",A + 0°", A’, 


wo die eingeklammerten Ausdriicke die Differentialausdriicke , A’ ;A’ — »A’ A’ 
und die analogen bedeuten. 

Bildet man nun die Klammerausdriicke von (37), so erhalt man 
drei Systeme, je nachdem man zwei Gleichungen der ersten Form oder 
eine der ersten mit einer der zweiten Form oder endlich zwei der zweiten 
Form miteinander verbindet, und diese miissen sich samtlich als lineare 
Verbindungen der Gleichungen (37) darstellen lassen. 


(37a) 
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Man hat so der Reihe nach die Gleichungen 
(.A’ pA’) (®) = ,p**,A'(®) + .9"" A" (®) 

(eA pA” — 7, AV) = 9" A") — 9°". A'(0) 
also bei festem a, p 2n-+ 1 Gleichungen fiir die 2n GroBen p,, g,, welche 
daraus zu eliminieren sind. 

Man erhalt so Determinanten 2n -+-1-ter Ordnung, welche in leicht- 
verstandlicher Bezeichnung geschrieben werden kénnen: 


(«A gA”"—zA'A’)(V) ,A'(V) —,A’(V) 
A’ (pa re) ~- gh'tal™ a” a” 


(38) 





(39) 


n(n—1) 
2 


und zwar erhalt man solcher Determinanten. Kombiniert man 


nun zwei Gleichungen der zweiten Art, so erhalt man analog die afer?) 
Determinanten 


— A" ,A +44 aA)(V) ,A’(V) —,A (V) 
«A” (,a"") ee! 2A” (.a”" a a” 


le 


(40) =; 








aber das Verschwinden der Determinanten (39) zieht das der Determi- 
nanten (40) nach sich und umgekehrt, und zwar zufolge der Identitaten 
(37a). Die Determinanten (39) und (40) unterscheiden sich ja nur in 
den ersten Vertikalreihen. Die Differenz zweier Determinanten mit den- 
selben a, gibt daher eine neve Determinante, deren Verschwinden aus 
den wear (37a) sich sofort ergibt, so daB sich auf diesem Wege 


-" —") jinear unabhiangige Differentialgleichungen zweiter Ordnung 





genau ™ 
fiir V ergeben. 


Verbindet man aber eine Gleichung der ersten Art mit einer der 
zweiten Art, was im ganzen auf n* Arten méglich ist, so erhalt man auf 
demselben Wege die Gleichungen 
ary | TOA sd + eA") AM) 2A) | 

eA’ (sa”") i ,A”(,a’") a” i 
Von diesen lassen sich wieder diejenigen, welche bei verschiedenen « und 
f durch Vertauschung von a, # auseinander entstehen, zufolge der Identi- 
tiiten (37a) aufeinander zuriickfiihren, so da8 bloB n + ~ (e- a aie 
solcher linear unabhangigen Gleichungen sich ergeben. Im om erhalt 
man daher n® solcher Gleichungen. 

Zugleich erkennt man, da die Unterdeterminanten der ersten Hori- 
zontalreihe in (39), (40), (41) nicht simtlich verschwinden kénnen, weil 
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sonst gegen die Voraussetzung die Gleichungen ,.A(U)= 0 und ,A(U) 
ein Integral geueinsan: hatten, und insbesondere die Unterdeterminante 
des ersten Elementes von Null verschieden ist, da sonst die obigen Glei- 
chungen linear abhingig waren. Es kommen also die zweiten Differential- 
quotienten wirklich vor. 


Nimmt man die Gleichungen ,A(U) in der gewéhnlichen Form 











wo — 6 
Oz, ca 
Qx-1 2x 
(42) aU av 
es > 0X4 4 4 


so erhailt man auch die letzteren Gleichungen in der iiblichen Form 


(48) a*V a ij) ee ee 
02,3 9%qy_4 0%, , 024, ‘ 0%, 19%, O%y, 1 0%, 








Aber bei einem gegebenen System ,A(®)=0 ist die Auffindung 
eines ersten Systems von n unabhangigen Lésungen genau so eine besondere 
Aufgabe, wie im Falle n=1 bei den Beltramischen Gleichungen. Die 
Einfiihrung der reellen und imaginaren Teile als unabhangige Veranderliche 
bringt dann das System auf die Form (42> bzw. (43). 


V. 

Dieselbe Aufgabe soll noch fiir den Fall m= 3, n= 2, also Funk- 
tionen von zwei komplexen Verindenlichen auf einer dreidimensionalen 
Mannigfaltigkeit, behandelt werden. Man hat dann eine Gleichung in 
drei Verinderlichen ¢,, t,,t,, welche geschrieben werde: 


o® o® a® 
(44) A(®) = 0,57 +4, 55 +55 = 0, 


und es werde gesetzt A(®) —(A’ +4A”)(®), ag—a.+iae, O=U+iV. 
Man hat dann die Gleichungen 

A'(U)= A” (V), 
(45) ©) ( t 

A’ (U)=—A(V). 

V ist so zu bestimmen, da8 diese Gleichungen eine Lésung nach U 
zulassen, welche U bis auf eine Konstante bestimmt. Bildet man nun 
(46) (A” A’ — A’ A”)U =(A" A" +A’'A’) V, 
so enthalt (46) nur erste Differentialquotienten von U und kann mit (45) 
zusammen nach diesen aufgelést werden. Das Ergebnis mu8 aber den 
Integrabilitétsbedingungen geniigen, was drei Differentialgleichungen dritter 


Ordnung fiir V liefern wiirde. Aber eine von diesen ist bereits eine Folge 
Mathematische Annalen. 97. 24 


























370 W. Wirtinger. 


der beiden anderen. Man wird also zur wirklichen Bildung der Gleichungen 
den folgenden Weg einschlagen und ausdriicken, daB das System 
, ” ow 
A (¥)+A (V) 5,5 =0 


” ’ ov 


(A”A’ — A'A")(P) 4-(A"A" +44’) (V) =O 
ein volistandiges System fiir ¥ ist. ) 
Bezeichnet man den Differentialausdruck (A”A’—A’A”)¥ mit 
or i av . 
B(Y\=6, x + by 5p + bs Fe so wird 


(A’ B— BA’ )(¥) =(A' (ba) — B(aa)) =, 
(48) ” ” ” ” oF 
(A"B — BA")(¥) = (A"(b.) — Bae) & . 


Es miissen dann die Gleichungen 


(4’ B—BA )(W)+-(— BA" + A'A"A" + A'A'A’)(V)- =O, 
(49) ” ” ” a , , | 


(A”B — BA")(W)+(A"A"A" + A’ A'A'+ BA')(V) = 0 


lineare Folgen von (47) sein. Daher erhalt man die gesuchten Bedingungen 
ausgedriickt durch das Verschwinden zweier Determinanten 








49) (24'A" A” + A’A’A’— A” A’A")(V),(A" A" + A'A’)(V), — A'(V), A'(V) 
A’(b,) — B(a.) > b., as ee 
lk (a =1, 2,3) 
0) (A" A" A" +24" A' A’ 4+ A'A" A’)(V),(A’ A’ +4'A')(V), — A'(V), A’ (V) 
A'(b,) — B(as) ; b. a se 








Die Determinante |b,, a,’, a:| ist wieder notwendig von Null ver- 
schieden, weil sonst A’(U)=0 und A”(U)=0 ein Integral gemeinsam 
hatten. 

Die beiden Gleichungen (49) und (50) enthalten also wirklich die 
dritten Derivierten von V. Durch Ersetzung von a; durch —a,’ und 
a.” durch a{ werden die Gleichungen (49) und (50) vertauscht, wie es 
sein muB. Ist dann auf der M, eine regulaére Lésung V von (49), (50) 
bekannt, so findet man U durch eine Quadratur, und dieses ist also dann 
bis auf eine reelle Konstante eindeutig bestimmt, wenn sich auf M, jeder 
geschlossene Weg auf Null zusammenziehen la6t. Es ist dann U+7V auf 
der M, eine eindeutige regulare Funktion. 








—_— 2 = & 


r 


if 
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VI. 

Die eigentliche Riemannsche*) Fragestellung, die Funktionen un- 
abhangig von ihrer Ausdrucksweise zu untersuchen, insbesondere die ein- 
zelne Funktion durch voneinander unabhangige Bedingungen zu bestimmen, 
kommt darauf zuriick, ein Lésungssystem der Cauchy-Riemannschen Dif- 
ferentialgleichungen durch solche Bedingungen zu bestimmen. 

FaBt man nun diese partiellen Differentialgleichungen ebenfalls im 
Riemannschen Sinne als Grenzfille linearer Gleichungen auf, so fragt es 
sich, welche Systeme linearer Gleichungen man zu den gegebenen hinzu- 
fiigen kann, um die Lésung zu bestimmen. Das gelingt haufig dadurch, 
daB man die gegebenen linearen Gleichungen auf eine Form bringt, in 
der sie ausdriicken, daB eine gegebene positive Funktion der Unbekannten 
einen extremen Wert erhalt. Man wird aber nur dann Erfolg erwarten 
kénnen, wenn diese Funktion zum urspriinglichen Problem in einer Be- 
ziehung steht, welche unabhangig von der zufalligen Wahl der unabhangigen 
Verinderlichen ist, also gegeniiber Transformationen, welche das Problem 
nicht wesentlich andern, invariant ist. 

Betrachtet man unter diesem Gesichtspunkt die Funktionen zweier 
konjugierter Variablen z= 2-+ty, 7=2x—ty, so sieht man, da8 man 
fiir Zwecke der Transformation z’==g(z), 7’/=h(z) z und 7 als un- 
abhangige Variable betrachten kann, und ebenso g und h als unabhangige 
Funktionen. Damit erkennt man als einfachste Integralinvariante 


(51) fl-2Laear. 
Setzt man f=u+iv, z=2-+y, so wird (51) ausgerechnet 
. - au  av\* du , av\* 
(52) —¥¢f (2-2) + (32+ 2) )azdy, 
also bis auf den Faktor -; genau das von Riemann‘) seinen Unter- 


suchungen zugrunde gelegte Integral. 
Die Euler-Lagrangeschen Gleichungen zu (51) lauten nun 


~ 





a*f Fh 
(53) 32039 «=p = 9 


nl! 


Sie sagen aus, daB wi eine analytische Funktion von z und ebenso 


of eine solche von Z ist. Wenn also die Unstetigkeits- und Randbedin- 


gungen sowie die Minimalbedingung durch eine analytische Funktion f 


%) Dissertation § 19ff.; Werke 2. Aufl. S. 35 ff. 
*) Dissertation § 16; Werke 2. Aufl., 8. 30. 
24* 
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erfiillt werden, so ist das Integral identisch Null, wenn aber nicht, so 


ergibt erst af und damit auch das Integral $f dz eine analytische 


Funktion, welche zu dem urspriinglichen Problem in engster Beziehung steht 
und dann zu untersuchen ist. Man sieht hier, wie der Weg, den Riemann 
eingeschlagen hat, notwendig mit der Natur des Problems verkniipft ist. 

Es ist nicht schwer, sich iiber die Gesamtheit der Integralinvarianten 
Rechenschaft zu geben. Es existieren fiir n >2 n—1 voneinander un- 
abhangige, in denen n-te Differentialquotienten von f wirklich vorkommen 
und keine héheren, doch sind fiir n> 2 keine ganzen rationalen vor- 
handen. 


In gewissem Sinne ist die einfachste der dritten Ordnung die folgende 


(54) SV 276069 fy at + 7b Oe az - FASO +55(3 sf) "dads. 


Sie ist reell bei reellem f, und der Ausdruck unter dem Wurzelzeichen 
ist linear in den héchsten Differentialquotienten. Man kann diesen Aus- 
druck noch in leicht ersichtlicher Weise abaindern, indem man eine 














3 
homogene Funktion dritten Grades von ef fet und rf hinzufiigt. Ver- 
zichtet man auf Symmetrie in z und 7, so kann man andere Ausdriicke 
dieser Art bilden. Es wire interessant, wenn diesen Invarianten auch 
geometrische Bedeutung zukommen wiirde. 
Die daraus entspringenden Variationsprobleme sind fiir erste wohl zu 
kompliziert. 


VII. 


Die Ubertragung dieses Ansatzes auf mehr Verinderliche liefert nun 
formal bemerkenswerte Ergebnisse, so daB es gestattet sei, dabei zu ver- 
weilen, wenn auch von da bis zu bestimmten Existenzsitzen noch ein 
weiter Weg ist. 

Setzt man n Funktionen f, («= 1...m) und ihre konjugierten /, 
als Unbekannte an, so hat man als einfachste Integralinvariante 


(55) f afa| | fe 


dz, | az, 
Zur Abkiirzung soll das Differential in diesem Integral mit dw be- 
zeichnet werden und mit dwg, dw, diejenigen Differentiale, welche ent- 
stehen, wenn dz, resp. dZ,; weggelassen wird. Bezeichnet dann 4, 4 die 


beiden Determinanten, 4,2, 4.¢ die Unterdeterminanten von ofa} | ete 


02,)’ 
B 
so hat man fiir die erste Variation von J 








dz, ...dz,,di,...d%,=J. 

















Oz, ‘ 
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(56) bJ= f(- 1)° 8f Jap Adag + (—1)"** 5f, 4,9 4d wf 
~ (9/,2(4004) 4 gz (dan d) 
f (0%. dz, + df, at, ao, 
wo das erste Integral iiber die Begrenzung des Gebietes zu erstrecken ist. 
Aus diesen Gleichungen ergeben sich die Eulerschen Gleichungen als 


@(4ap4) _g 6 (dap 4) _ 


Oty ’ dz, 


0, 


wo iiber die # zu summieren ist. Da aber nach der Jacobischen Identitat 
bei Ausrechnung der Koeffizient von 4 resp. 4 verschwindet, so bleiben 
die Gleichungen 


a4 = 04 
(57) 4ep55, = 9: 4e0 55, = 9- 


Da nun |4,,|=4"~* und ebenso | 4,,| == 4"~’, so ergeben sich immer, 


wenn 4, 4 von Null verschieden sind, die Gleichungen 


a4 a4 
Gelingt es also durch geeignete Randbedingungen, das Problem zu 
einem bestimmten und lésbaren zu machen, so daB die Funktional- 
determinanten nicht verschwinden, so sind diese Funktionaldeterminanten 
im Innern des Gebietes analytische Funktionen der z, resp. Z,, deren 
Beziehung zu den Randbedingungen allerdings noch erst zu untersuchen ist. 


VIII. 


Noch schwieriger scheint es aber, den Anratz zu bearbeiten, der sich 
darbietet, wenn man Funktionen von n komplexen Veranderlichen auf 
einer M, definiert. Im einfachsten Fall m=3,n—2 hat man eine 
partielle Differentialgleichung in drei Veranderlichen, ¢,,t,,%,, und ihre 
konjugierte. 

Seien diese 

ae o® a® 
A(®) =a, + 0 5 +4 57 = 0, 
(59) - nd a 
Tk _~ 0% , _0@ ag 
A(®)= 4, 5, +4 5p + Maze = 9- 


Die Bedingung, daB A(U)=0 und A(U)=0 kein gemeinsames 
Integral haben, ist hier gegeben durch das Nichtverschwinden der Deter- 
minante 


(60) |A(a@_) — A (aa), dada | = (a, 4) = (a, a), 
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welche also reell ist. Fiihrt man nun statt der Variablen ¢, andere ty 

ein, so findet man in leicht verstindlicher Bezeichnung 

@ ta 

ot, 
Werden ferner die Differentialausdriicke (59) mit Faktoren M, M 

multipliziert, so ergibt sich 








(61) (@’, a’ yp = (a, a), 





(62) (Ma, Ma) = M* M* (aa). 
Damit aber erweist sich das Integral 
(63) fsaesracon' dt, dt,dt, =H 
(aa) 


als invariant gegeniiber einer Transformation der Parameter ¢, und einer 
Abinderung von A und A um konjugierte Faktoren, und iiberhaupt als 
eine simultane Integralinvariante der beiden Differentialausdriicke A, A, 
ganz abgesehen davon, daB diese beiden konjugiert sind. 

Es mége nun vorausgesetzt werden, daB die Differentialgleichung 
A(®)=0 den Jacobischen Multiplikator 1 gestatte, daB also 

y te =0 und D5 = 0. 

In gewissem Sinne ist das nach dem obigen keine wesentliche Be- 
schrankung, wenigstens in einem geniigend kleinen Gebiet. 

Bildet man nun die erste Variation von H, so erhalt man 


(64) 3dH= Jee (004 (B)(aadna +a, dt, dt, +a,dt,dt,) 


4 J? A(s)4¢ ® (8H A(®))(a,dt,dt, +d, dt,dt, + a, dt, dt,) 


(2A at®) = @ (24% 4{9))) 
—2f (so £.( ta (aa) nA) 4(8)') + dO (aa) dt, dt, dt, , 
und mit Riicksicht auf die obige Voraussetzung iiber die a, werden nun 
die Eulerschen Gleichungen 


@ A(®)A(#)* 
(65) ®e5t, (aa) 





@ A(®)- A(¢)’ 
Ota (aa) 


=0, Ga = 0. 


Gelingt es also hier wieder durch geeignete Randbedingungen das 
Problem zu einem lésbaren und bestimmten zu machen, so ist jetzt 


4(o) 48) 





eine analytische Funktion’ von zwei komplexen Verander- 


lichen ho der M, im oben ausgefiihrten Sinn. 
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DaB hier die analogen Untersuchungen wie bei einer Variablen viel 
schwieriger und komplizierter sein werden, wenn sie iiberhaupt durch- 
fiihrbar sind, liegt auf der Hand. Trotzdem habe ich die obigen formalen 
Entwicklungen nicht unterdriicken wollen, weil sie wenigstens die Schwierig- 
keiten aufzeigen, welche ein Weitergehen auf dem Riemannschen Weg 
darbietet. 

Vielleicht hatte Riemann auch die Ideen zur Uberwindung dieser 
Schwierigkeiten gehabt. 


(Eingegangen am 25. 1. 1926.) 





























Singularititen konvexer Flichen. 
Von 
Stephan Cohn-Vossen in Berlin. 


Einleitung. 

Von den reellen Flachen, die ein Linienelement positiver Kriimmung 
im dreidimensionalen euklidischen Raum verwirklichen, sind bisher nur 
die Eiflachen genauer im GroBen untersucht worden. Zuerst hat O. Bonnet 
den Durchmesser einer Eiflache zu den beiden positiven Schranken ihrer 
GauBschen Kriimmung in Beziehung gesetzt, indem er mit Hilfe Sturm- 
scher Satze den Abstand konjugierter Punkte auf geoditischen Linien der 
Eiflache abschitzte'). Zuletzt hat W. Blaschke die Eiflachen im GroBen 
nach verschiedenen Richtungen hin erforscht*). 

Dagegen gibt es meines Wissens bisher keine Siatze iiber die Gesamt- 
erstreckung konvexer Flachen, die sich stiickweise auf eine gegebene Ei- 
fliche abwickeln lassen. (Man denke z. B. an die bandférmig abgeschilte, 
auseinandergezogene Schale eines Apfels und die Flache, die entsteht, 
wenn man das Band iiber die Rander hinaus mit der passenden Kriimmung 
verbreitert.) Im folgenden soll nun gezeigt werden, da8 eine solche Flache 
stets endliche singulire Punkte besitzt, d.h. daB es endliche Punkte gibt, 
die nicht zur Flache gehéren, denen man aber von einem Flachenpunkt 
aus auf ganz in der Flache verlaufenden Wegen beschrinkter Bogenlinge 
beliebig nahe kommen kann. Genauer: Es wird eine Flache betrachtet, 
von der vorausgesetzt wird, da8 ihr Ortsvektor in der Umgebung jedes 
ihrer Punkte zweimal stetig nach passenden Ortsparametern differentiier- 
bar ist, sowie daB die GauSsche Kriimmung KX in jedem Flachenpunkt 
oberhalb einer positiven Schranke bleibt, K>c >0. Dann wird gezeigt: 
Ein beliebig klein gegebenes einfach zusammenhangendes Stiick der Flache 


1) Comptes rendus 40 (1855), 41 (1856). 
*) W. Blaschke, Kreis und Kugel. Leipzig 1916. Dort sind auch die beziiglichen 
Ergebnisse anderer Autoren dargestellt. 
Mathematische Annalen, 97. 25 
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bestimmt eine ,,Kapsel von endlicher GréBe, die entweder die ganze 
Flache in ihrem Innern enthilt, falls diese eine Eiflache ist, oder die auf 
ihrem Rand einen singuliren Punkt der Flache enthalt, der von dem ge- 
gebenen Flachenstiick aus durch einen Flachenweg beschrankter Lange, der 
ganz im Kapselinnern verlauft, erreicht werden kann. 

Der Beweis dieses Satzes, der in § 1 genau formuliert wird, zerfallt 
in zwei Teile. 

Zunachst werden (§ 2) zwei Siatze bewiesen, die unmittelbar aus der 
Konvexitaét der Fliche ohne Rechnung folgen. Erst am SchluB des Be- 
weises (§ 3) wird die Ungleichung K>c > 0 benutzt; im Falle nur zwei- 
maliger Differentiierbarkeit der Fliche wendet man diese Ungleichung auf 
die bekannte Formel dw = Kdo an, wo do, dw das Oberflichenelement 
der Fliche und dessen sphirisches Bild bedeuten; im Falle dreimaliger 
Differentiierbarkeit liefert der bereits erwahnte Satz von Bonnet iiber 
konjugierte Punkte geoditischer Linien ein schirferes Ergebnis, das den 
Bonnetschen Satz iiber Eiflachendurchmesser mit enthilt. 


§ 1. 
Die regulire Schicht eines Flachenpunktes. Aufstellung der Sitze. 


P= rz, sei ein Punkt der betrachteten Fliche. Dann setzen wir von 
deren Ortsvektor (u,v) im folgenden voraus: 

r(u, v) ist eindeutig, reell und zweimal stetig differentiierbar nach u, v 
in einem Bereich der (u, v)-Ebene, der den Punkt (u,,v,) im Innern 
enthalt; es ist ¢(u),%) = Ip- 

Von der GauSschen Kriimmung K der Flache wird in diesem und 
dem folgenden Paragraphen nur K > 0 vorausgesetzt. Erst in § 3 wird diese 
Voraussetzung verscharft werden. 

Dem Flachenpunkt P ordnen wir nun einen von zwei Parallelcbenen 
begrenzten Raumteil zu, der ,,die regulare Schicht“ (der Flache beziiglich P) 
heiBen soll. 

t, sei die Tangentialebene der Flache in P. Mit t, (0 < 2% <0) 
werde diejenige Parallelebene zu t, bezeichnet, die von t, in Richtung der 
inneren Flaichennormalen durch P den Abstand z hat. Dann gibt es ein 
kleines positives a, so daB t; fiir 0< <a die Flache stets in einer 
Eilinie t; schneidet, die sich fiir § —-- + 0 offenbar auf P zusammenzieht. 
Das Flachenstiick, das fiir 0 < <a von 1; iiberstrichen wird, hei®e ,,die 
Kalotte f,“ (der Flache beziiglich P). 

Allgemein soll t, ,,zur reguliren Schicht gehéren, wenn 2 die Eigen- 
schaft von a hat, daB alle t; fir 0< <2 die Flache in Eilinien x; 
schneiden, die sich mit  stetig andern und fiir §-+-+ 0 auf P zusammen- 
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ziehen. Entsprechend der Kalotte f, ist fiir jedes 2 der regularen Schicht 
die Kalotte f, eindeutig durch die gegebene Flache bestimmt. Fiir z >a 
ist f, ein Teil von f,. 

Der Parameter x der regularen Schicht hat sicher ein offenes Defini- 
tionsintervall; denn wenn t, zur regularen Schicht gehért, so auch t,,, 
bei geniigend kleinem «. Es sind also nur zwei Fille méglich: 

1. Die regulare Schicht reicht ins Unendliche; alle t, fiir 0 < 2 <0 
gehéren zu ihr. 

2. Sie hat eine endliche Grenzebene t,,; alle t, fiir 0<2< 2, ge- 
héren zu ihr, tz, dagegen nicht. 


Im ersten Fall ist die Flache sicher offen und singularitatenfrei, wie 
ein elliptisches Paraboloid mit dem Scheitel P. Der zweite Fall tritt 


jedenfalls bei allen Eiflachen ein; t,, ist die zu t, parallele Stiitzebene 
der Eiflache. 


Die regulaire Schicht laB8t sich auch definieren, wenn wir K>0O nur 
in einer kleinen Umgebung von P voraussetzen. Dann kann auch im 
zweiten Fall die Flaiche offen und singularitatenfrei sein; 148t man eine 
Glockenkurve wie «=e~** um ihre Symmetrieachse r= 0 rotieren, so 
reicht die regulire Schicht des Scheitels (r —0, x =1) dieser Rotations- 
fliche mit x als Parameter von z =1 bis x= 0. Die Schichtgrenze z = 0 
ist Asymptotenebene der Fliche. In ihrer Nahe ist offenbar auf der 
Flache K < 0. 

Setzen wir demgegeniiber K>0 auf der ganzen Flache voraus, so 


werden wir folgende Siatze beweisen, die die in der Einleitung erwahnte 
Behauptung enthalten: 


Satz I. Hat die reguldre Schicht eines Flachenpunkts eine endliche 
Grenzebene*), so ist die Flaiche entweder Hiflache und wird von der Grenz- 
ebene beriihrt, oder diese enthalt einen singuldren Punkt der Flache. 


Satz II. Ist auf der Flache iiberali K>c> 0, 80 hat die regulare 
Schicht jedes Flachenpunkts eine endliche Grenzebene. 


Zum Beweis von Satz I dient ein Hilfssatz, der plausibel, aber nicht 
selbstverstandlich ist: 


Hilfssatz. Hin Flachenpunkt P und eine beliebig kleine Umgebung 
von P auf der Flache seien gegeben. Dann definiert diese Umgebung fir 
0<2x<©o eine positive, stetige Funktion f(x), so dap jeder Flachen- 
punkt einer Kalotte t, der reguldren Schicht von P um weniger als f(x) 


von P entfernt ist. 


5) Natiirlich abgesehen von ty. 
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Da die Flache nicht als analytisch vorausgesetzt wird, ist es be- 
merkenswert, daB man trotzdem aus einem kleinen Teil der Flaiche Schliisse 
auf ihren Gesamtverlauf ziehen kann. 

Leider kann man mit den hier verfolgten Methoden auch bei engeren 
Stetigkeitsannahmen nicht dieselben Schliisse schon aus den Flachenablei- 
tungen beliebig hoher Ordnung in einem Punkte ziehen, statt aus einer 
kleinen endlichen Umgebung des Punktes. 
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§ 2. 
Beweis des Hilfssatzes und des Satzes I. 


Wir nehmen nunmehr den Flachenpunkt P und eine kleine regulare 
Kalotte f, (von P) als gegeben an. Wir wollen sie zum Beweie des Hilfs- 
satzes zu einem Gebiiuse ausbauen, das die Erstreckung aller Kalotten 
der regularen Schicht von P in bestimmter Weise einschrankt. 

Zu diesem Zweck benutzen wir die Normalrisse der Flache auf alle 
Ebenen, die durch die Flachennormale in P gehen‘). 

Sei N eine solche Ebene. Eine 
Kalotte f, der regularen Schicht (2 >a) 
sowie f, seien senkrecht auf  pro- 
jiziert (Fig. 1). Dat, auf 2 senkrecht 
steht, wird der Kalottenrand 1,, wie 
jede Eilinie in t,, durch eine Doppel- 
strecke S,S, abgebildet. 

Wenn é das Intervall (2,0) 
durchlauft, so beschreiben die ent- 
sprechend S,, S; defiinierten Punkte 
Sz, S: je einen Ast 8,, sf der Schatten- 
grenze des Kalottenbildes. s,, s; sind 
als Schattengrenze einer konvexen 
Flache bekanntlich gleichsinnig ge- 
kriimmte Kurvenbégen*). In P schlie- 
Ben sich s,, 8; glatt aneinander mit 
einer S, 8: parallelen Tangente, dem 
Bilde von t,. 

Wir legen nun in S,, 8, die Tangenten 1,2’ an s,, 8g. Wegen der 
Konvexitat der Schattengrenze sind diese Tangenten nicht parallel der 
Geraden S,8;, schneiden also diese Gerade in Punkten A,, A;, wobei 








*) Es liegt naher, zum Beweis statt dessen die Schnitte der Kalotte mit passenden 
Ebenen heranzuziehen. Das ist aber in der Ausfiihrung etwas umstandlicher. 
5) Siehe z. B. W. Blaschke, Differentialgeometrie 1 (1921), § 51, 2. 
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wiederum wegen der Konvexitit der Schattengrenze S, zwischen A, und S,, 
sowie S, zwischen S, und A, liegen. Der Bequemlichkeit halber nehmen 
wir a so klein an, daB das Trapez S, 8, A, A, sich im Sinne wachsender x 
éffnet, welche Normalebene durch P man auch als Projektionsschirm R 
gewahlt haben mag. Aus der Definition von a erkennt man sofort die 
Zulassigkeit dieser Annahme. 


Wir fassen die Halbtangenten 1, 1’ fiir x >a mit dem Schattengrenz- 
bogen s,, 8, zu einer Kurve og zusammen, die offenbar nur von der Ka- 
lotte f, und der Lage des Projektionsschirms % abhingt. Dieselbe Kon- 
struktion sei nun in bezug auf alle durch die Flachennormale in P gehenden 
Ebenen % als Projektionsschirme ausgefiihrt. Die oo* zugehérigen Kurven og 
beschreiben dann eine stetige Fliche &, die in der Schicht >a Regel- 
fliche ist. & ist das mittels f, gewonnene Gehiuse, das wir brauchen- 
Jede Ebene t, begrenzt zusammen mit & eine geschlossene ,,Kapsel* @_. 
Die Maximaldistanz eines Punktes dieser Kapsel vom Punkte P ist eine 
stetige Funktion von 2; diese ist die Schrankenfunktion f(x) des zu be- 
weisenden Hilfssatzes. 


Zum Beweise haben wir nur zu zeigen, daB jede Kalotte f_ der 
reguliren Schicht ganz in &, liegt®). 

Sei Q irgendein Punkt von f,. Dann betrachten wir den Normalri8 
von f, auf denjenigen der Projektionsschirme M, der Q enthalt (Fig. 1). 
Q ist sein eigener Bildpunkt, liegt also sicher nicht auBerhalb der ge- 
schlossenen Kurve S,PS,S,, die den Schattenri8 von f, auf ® be- 
grenzt. Q liegt also erst recht nicht auBerhalb der geschlossenen Kurve 
A, S8,PS,4,A,. Diese ist aber der Schnitt der durch Q gehenden 
Ebene § mit der geschlossenen Kapsel §&,. @Q kann also nicht auBer- 
halb §, liegen, was zu beweisen war. : 

Wir beweisen nun Satz 1. Gem&B der Voraussetzung dieses Satzes 
sei tz, die Grenzebene der reguliren Schicht. Wir betrachten die Eilinien 1, 
fiir z—+z,—0. Nach dem Hilfssatz liegen diese Eilinien in dem end- 
lichen Kérper &,,. Das gleiche gilt fiir die Haiufungspunkte der rt, auf t,,. 
Ferner ist leicht einzusehen, da8 einer dieser Haufungspunkte ,,erreichbar“ 
auf der Fliche ist, d. h. daB es von P aus einen rektifizierbaren Weg 
auf der Flache gibt, der jenem Punkt beliebig nahe kommt, wahrend 
seine Bogenlange beschrankt bleibt. Zum Beweise betrachten wir wieder 
einen der erwahnten Normalrisse (Fig. 2). 

Sei Q Bild eines Haufungspunkts der rt, fiir x—-2,—0 auf t,,. 
Wegen der Konvexitaét der Schattengrenze liegt dann die gerade Strecke 


*) &, ist im allgemeinen keineswegs mit f, identisch, sondern nur dann, wenn f, 
Stiick einer Drehfliche um die Normale durch P ist. 
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PQ mit Ausnahme von Q ganz im Normalri8 der reguliren Flachenschicht. 
PQ ist das Bild einer Ebene, die auf dem Projektionsschirm in PQ senk- 
recht steht. Diese Ebene schneidet also die 
Flache in einer von P ausgehenden Kurve s, die 
der Ebene t,, beliebig nahe kommt. Als Schnitt 
einer Ebene mit einer iiberall konvexen Flache 
ist s rektifizierbar und gleichsinnig gekriimmt. 
Hieraus folgt, da s die Kapsel 8, nicht verlaBt, 
daB die Bogenlinge von s bei Annaherung 
an t,, unter einer festen Schranke — bleibt. 
s strebt also gegen einen bestimmten Punkt R 
auf t,,, dessen Bild Q ist; R ist auf der Flache 
erreichbar. 

Ist R nicht selbst Flachenpunkt, also singulérer Punkt der Flache, 
so ist der Beweis vollendet. Ist R Flachenpunkt, so ist zu unterscheiden, 
ob t, die Flache in R beriihrt oder schneidet. In beiden Fallen gelingt 
der Beweis dadurch, da t,,_. (« > 0, klein) einmal Nachbarebene von R, 
andererseits Ebene der singularen Schicht ist (Fig. 2). 

Angenommen, t,, beriihrt die Flache in R. Dann schneidet t,,_, die 
Fliche in einer Eilinie 0,, die sich fiir e—-+ 0 auf den Punkt R z- 
sammenzieht. Andererseits schneidet t,,., die Flache in der Eilinie 1,,_,. 
Beide Eilinien haben denselben Schnittpunkt mit s. Also sind sie identisch, 
und die Flache ist eine Eiflache, die von 1, fiir 0 << 2< 2, mit Ausnahme 
von P,Q durchlaufen wird; fir z—--+ 0 bzw. r->2z,—0 zieht sich 1, 
auf P bzw. Q zusammen. 

Angenommen, t,, schneidet die Flache in R. Dann hat t,, mit der 
Flache eine durch R gehende rektifizierbare, gleichsinnig gekriimmte 
Kurve @ gemein. Wir haben zu zeigen, daB @ mit beschrinkter Bogen- 
lange einem singularen Punkt der Flache auf t,, zustrebt. 

Offenbar bleibt der Durchmesser, also auch der Umfang der Eilinien tr, 
fir 0 <<< 2, unter einer festen, von &,, abhingigen Schranke 7’. Gabe 
es nun auf g einen Bogen / der Lange 2 7’, so schnitte t,,_, fir 0< «<<, 
die Flache in einer Kurve 9,, die einen Bogen 1, der Lange 7 enthielte. 
Wie oben erkennt man, da 0, mit 1,,., identisch wire; 1, miiBte also 
Tz,—2 mindestens einmal durchlaufen. Der Grenziibergang «—+ +0 lehrt, 
da8 dann auch / auf t,, eine geschlossene Kurve durchliefe. Dann wiirde 
aber t,, zur regularen Schicht gehéren, entgegen der Definition von t,,. 
Es gibt also keinen Bogen der Lange 27 auf o. Folglich miindet 9 in 
einen singularen Punkt der Flache auf -t,,, was zu beweisen war. 
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§ 3. 
Beweis des Satzes II. Erérterung des Ergebnisses. 


Um aus K>c>0 die Existenz einer endlichen Grenzebene der 
regularen Schicht folgern zu kénnen, kann man sich je nach den gemachten 
Stetigkeitsannahmen zweier Verfahren bedienen. 

Nehmen wir zunichst nur an, daB der Ortsvektor der Flache, wie 
in § 1 ausgefiihrt, zweimal stetig nach seinen Parametern differentiierbar ist. 

Dann sind die drei Fundamentalformen (HZ, F,G; L, M,N; e,f,g in 
der Bezeichnung von Blaschke) in jedem Filachenpunkt definiert. Das 
spharische Bild der Flache ist wegen K+ 0 bekanntlich umkehrbar ein- 
deutig in der Umgebung jedes Flachenpunktes. Bezeichnet man das Ober- 
flaichenelement der Fliche mit do, das zugehérige des spharischen Bildes 
mit dw, so gilt die Formel 


(1) dw = Kdo. 


Das spharische Bild einer Kalotte der regularen Schicht kann die Einheits- 
kugel nirgends mehrfach iiberdecken. Denn sonst miiBte das Bild des 
Kalottenrandes t, einen Doppelpunkt haben, was unméglich ist, da 1, 
eine Eilinie ist. Fiir den Flacheninhalt ®, des spharischen Bildes einer 
regularen Kalotte f, gilt also stets: 


(2) @ <4nx. 


Fiir den Flacheninhalt F, der Kalotte f, selbst gilt eine Ungleichung, die 
man erhalt, wenn man (1) (was erlaubt ist) iiber die Kalotte integriert 
und K>c> 0 beachtet: 


1 4a 
(3) ¥,3>¢.4 =: 


Aus (3) gewinnt man aber mittels der Kalotte f, leicht eine Schranke 
fiir die Dicke der reguliren Schicht. Sei R, der Flacheninhalt eines der 
erwihnten Normalrisse von f,, also der Kurve PS,S, P (Fig. 1), dann 
ist offenbar F, > 2%,» also 


22 
(4) N<=. 
Andererseits ist fiir >a wegen der Konvexitét der Schattengrenze: 
RN. > ASS, Ss. 
Also wenn man §,S, mit b bezeichnet: 
(5) N, > 5 b(x —a). 


Fiir die Dicke der regularen Schicht ergibt sich also mittels der Kon- 
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stanten a,b,c, die nur von f, und der unteren Schranke von K abhingen, 
aus (4), (5) die Formel 
(6) z<a+t. 


Die regulare Schicht ist von beschrankter Dicke und besitzt daher eine 
endliche Grenzebene. Damit ist Satz II bewiesen. 

Schon Hadamard hat in der Abhandlung ,,Sur certaines propriétés 
des trajectoires en Dynamique’) die Formel (i) benutzt, um durch deren 
Integration Schliisse auf die Gesamterstreckung der Flichen K>c > 0 
zu ziehen. Einem Flachenstiick endlichen Inhalts auf der Kugel entspricht 
dann immer ein Fiachenstiick endlichen Inhalts auf der Originalfliche. 
Dasselbe gilt, wenn man statt K >-+c voraussetzt K<—c. Aus dieser 
Oberflachenrelation zieht aber Hadamard den unrichtigen Schlu8, daB 
einem endlichen Punkt der Kugel kein unendlich ferner Punkt der Flache 
entspricht*). Man kann sowohl fiir K < —c als auch fiir K>-+¢ leicht 
Beispiele angeben, die diese Behauptung widerlegen’). 

Wir nehmen nunmehr dreimalige, statt zweimalige Differentiierbarkeit 
des Ortsvektors der Flaiche nach seinen Parametern an. Dann gilt auf 
jeder Kalotte der reguliren Schicht wegen K >c > 0 der in der Einleitung 
erwahnte Satz von Bonnet: Die geodatische Entfernung konjugierter Punkte 
einer geodatischen Linie der Kalotte betrigt héchstens a 


Nach bekannten Satzen der Variationsrechnung gibt es aber zwischen 
zwei Punkten der Kalotte stets einen kiirzesten Weg auf der Kalotte. 
Dieser Weg kann aus geodatischen Bogen oder aus Stiicken des Kalotten- 
randes bestehen**). Wir betrachten den kiirzesten Weg s, der den Kalotten- 
scheitel P mit irgendeinem Punkt R des Kalottenrandes 1, verbindet. 
Q sei der von P aus erste Schnittpunkt von s und 1,. Dann ist das 


%) Journal de Math. (5) 3 (1897), S. 331—387. 

*) 8. 353, Z. 2ff.: ,De plus, tout point de la sphére sert de représentation 
sphérique 4 un point de la surface. Autrement dit, la représentation sphérique n’a 
pas de bord, car puisque le rapport des aires correspondantes reste fini, un parcil 
bord devrait correspondre & un bord de la surface.“ 

*) Fiir K =—c: Die Drehfliche der Traktrix um ihre Asymptote; den unendlich 
fernen Punkten dieser Flache entspricht auf der Einheitskugel ein GroBkreis. Fiir 
K=+¢: Die Fliche konstanter positiver Kriimmung, die einen Hyperbelast zur geo- 
datischen Linie hat; nach bekannten Existenzsitzen gibt es diese Flache; sie besitzt 
offenbar mindestens zwei unendlich ferne Punkte mit endlichem sphirischen Bild: 
die unendlich fernen Punkte des Hyperbelastes. 

10) Zur Ableitung des Bonnetschen Ergebnisses reicht die dreimalige Differentiier- 
barkeit der Flache gerade aus (siche Bonnet loc. cit.). 

™) Siehe z. B. O. Bolza, Vorlesungen iiber Variationsrechnung (Leipzig 1909), 
9. Kapitel. Vgl. auch Darboux, Théorie générale des surfaces III (Paris 1894), Kap. V, 
Nr. 632. 
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Stiick PQ von 8 ein geodatischer Bogen, und wegen der Minimaleigen- 
schaft von s kann PQ keinen zu P konjugierten Punkt enthalten. Also 
ist arc PQ < Ye also a fortiori PQ< also a fortiori: 

c ce 
(7) s< Ye : 


wo x wie bisher den Parameter der reguléren Schicht, also den Abstand 
des Punktes P von t, bezeichnet. (7) liefert fiir die Dicke der regularen 
Schicht eine Schranke, die im Gegensatz zu (6) nicht von der Umgebung 
von P abhingt. Im Fall der Eiflachen ist aber die Dicke einer regularen 
Schicht nach Satz I identisch mit dem Abstand zweier Stiitzebenen der 
Eiflache; also enthalt (7) den Bonnetschen Satz iiber die Durchmesser 
einer Eiflache. 

Man kann versuchen, den Bonnetschen Gedanken direkt zur Ab- 
schitzung der Entfernung eines Flichenpunktes vom niachsten singularen 
Punkt der Flache heranzuziehen. Dann mu8 man aber statt der hier be- 
trachteten Kalotten kompliziertere Umgebungen des Flachenpunktes ins 
Auge fassen. Auf solchen Bereichen wird es schwer, die Existenz kiirzester 
Wege zu beweisen, und das Ergebnis bleibt unanschaulich, weil man dann, 
kurz ausgedriickt, nicht weiB, wo der nachste singulire Punkt eigentlich ist. 

Die Beweismethode mit Hilfe der Formeln (1) bis (6), iiberhaupt die 
gleichzeitige Betrachtung von ebenen Schnitten, Normalrissen und sphi- 
rischer Abbildung bei Flachen iiberall positiver Gau8scher Kriimmung 1a6t 
sich in verschiedener Richtung ausbauen. So kann man der Formel (1) 
eine Formel zur Seite stellen, die sich auf Normalrisse bezieht; sei do* 
der Normalri8 von do auf einen bestimmten Schirm, dw* der Normalri8 
von dw auf den gleichen Schirm; da die Ebenen von do und dw nach der 
Definition der sphiarischen Abbildung parallel sind, ist ' 


do* daw* 


do dw’ 
aus (1) folgt also die einfache Formel: 
(1*) dw* = Kdo*. 


Im Fall K > 0, in dem die Zusammenhangsverhiltnisse der Schatten- 
risse einfacher sind als fiir K <0,%*) laBt sich (1)* meist ohne weiteres 
iiber den ganzen Fliacheninhalt des Normalrisses integrieren**). Man erhalt 
dann fiir die Dicke der reguliren Schicht fir K>c > 0 eine genauere 
Abschitzung als (6). 


12) Im Fall K<0 kann die Schattengrenze Spitzen und der SchattenriB Win- 
dungspunkte haben, die keiner Singularitat der Fliche enteprechen. 
13) Das sphirische Bild jeder Schattengrenze ist ein GroBkreisbogen. 
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Ubrigens kann man mittels der Formel (1) oder (1)* durch Integra- 
tion iiber die Kalottenflache die Beechranktheit der regularen Schicht auch 
schon beweisen, wenn man weniger voraussetzt als K>c>0. Offenbar 
geniigt es, wenn K auf der Fliche mit wachsender geoditischer Entfernung 
von P nicht zu schnell gegen Null abnimmt, oder wenn bei festem ¢ der 
Flacheninhalt der Flachenstiicke, auf denen K <c ist, unter einer festen 
Schranke bleibt. 

In dieser Méglichkeit der Verallgemeinerung liegt ein Vorzug des Ver- 
fahrens gegeniiber dem Bonnets, das offenbar durchaus an K >c gebun- 
den ist. 

Zum Schlu8 sei noch eine Beziehung erwahnt, die auf Flachen K > 0 
zwischen jeder ebenen Flachenkurve s und ihrem sphirischen Bild o besteht. 


Sei t die Ebene von s, und sei 7 das sphirische Bild der Normalen 
von t, dann gilt der Satz: 


Kein GroBkreisbogen durch T kann o beriihren. 

Wiirde namlich eine solche Beriihrung in einem Linienelement do 
von o stattfinden und wire ds das Element von s auf der Flache, das 
durch do abgebildet wird, so miiBte, wie leicht zu sehen, do auf ds senk- 
recht stehen. In Flachenpunkten K > 0 ist aber der Winkel eines Linien- 
elements mit seinem sphirischen Bild stets kleiner als ein rechter. 

Aus dem so bewiesenen Satz folgt, falls o geschlossen ist (s braucht 
darum nicht geschlossen zu sein), wenn 7” den Gegenpunkt von 7' auf 
der Einheitskugel bezeichnet: 

T und T’ liegen auf verschiedenen Seiten von oa. 

Die in § 2 unmittelbar ausgefiihrte Konvergenzbetrachtung iiber die t, 
an der Grenze der reguliren Schicht lieBe sich mit Hilfe dieses Satzes 
etwas eleganter gestalten. 

Einfache Beispiele singularer Punkte und Linien konvexer Flachen 
geben die Schrauben- und Drehflachen fester positiver Kriimmung, deren 
Diskussion z. B. mittels der von Darboux**) angegebenen Formeln sich 
leicht durchfiihren 1aBt. 


Eine kompliziertere Fliche konstanter positiver Kriimmung wurde 
von Liebmann**) untersucht. 


44) Darboux, Théorie générale des surfaces I (2. Auflage, Paris 1914), Kap. IX, 
Nr. 73—77. 


45) H. Liebmann, Die Verbiegung von geschlossenen und offenen Flachen posi- 
tiver Kriimmung, Miinchener Berichte 1919, S. 267—291. 


(Eingegangen am 20.8. 1926.) 
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Transformation der Flichen von konstanter 
Kriimmung. 


Von 
Hans Jonas in Berlin-Steglitz. 


Inhaltsiibersicht. 

Seite 
a ee er ee ae ee i ae ee ee 387 

§ 1. Vorbereitende Betrachtungen unter Heranziehung der Flachen von konstan- 
ter Kriimmung des elliptischen Raumes .......-+-+-.++2e-e 889 

§ 2. Ubergang vom Lieschen Paar pseudosphirischer Flachen zur Biegungsflache 
eines imaginféren Paraboloids ..........++.+4+4++++2e86-6 393 

§ 3. Beseitigung der Quadraturen und geometrische Konstruktion der Biegungs- 
ao ie Ait sick. 404 ob Aled alien Se ne © ‘gales eee carats 398 
§ 4. Anwendung der Bicklundschen Transformation auf das Liesche Paar . . 407 
§ 5. Erzeugung der Bianchischen durch die Backlundsche Transformation .. 410 

Einleitung. 


Unter Hinweis auf drei voraufgegangene Verdffentlichungen') iiber 
die Verbiegung der Paraboloide und die Transformation ihrer Biegungs- 
flichen verzichte ich hier auf Vollstandigkeit der historischen Notizen und 
beschrinke mich auf die folgenden einleitenden Bemerkungen. Es ist 
bekannt, daB schon in den Anfiangen der Theorie sich ein eigentiimlicher 
Zusammenhang zwischen den Biegungsflachen der Paraboloide und den 


1) Jonas, Untersuchungen iiber die als Gewebe bezeichneten Kurvennetze und 
iiber eine Reihe von Problemen, die mit der Verbiegung des gleichseitigen hyper- 
bolischen Paraboloids zusammenhingen, Math. Ann. 87 (1922), S. 157. — Ober die 
Verbiegung der Paraboloide, Berl. Math. Ges. Ber. 21 (1922), S. 70. — Ricerche sulle 
trasformazioni delle superficie applicabili sul paraboloide iperbolico equilatero, Annali 
di Mat. (4) 2 (1925), S. 161. 
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Flachen von konstanter Kriimmung offenbarte, der zunichst rein analy- 
tischer Art zu sein schien, dessen wahre geometrische Natur daun aber 
allmahlich und schrittweise aufgedeckt werden sollte. Die vorliegende 
Untersuchung bedeutet einen neuen und, ich darf wohl sagen, letzten 
Schritt in dieser Richtung, der zu einer endgiiltigen Klarung des Sach- 
verhalts fiihrt. 


Um reelle und damit anschauliche geometrische Beziehungen in den 
Vordergrund zu riicken, betrachten wir die Flachen mit dem Quadrat des 
Linienelements 


ds* = a*(1— u*)du* — 2abuvdudv + b*(1— v?)dv?, 


die sich als Biegungsflichen des allerdings imaginaren, aber nicht speziellen 
Paraboloids 
; 2 2 
z= 5 (= 4%) 


2\a b 


auffassen lassen. Es existieren, a + 6 vorausgesetzt, stets zwei reelle, mit 
der Biegungsflache vom angegebenen Typus verbundene Flachen von kon- 
stantem Kriimmungsma8, das fiir > 0 negativ wird. Diese letztere von 
uns bevorzugte Annahme hat zur Folge, daB dann auch die Backlundsche 
Transformation, die beim Aufbau der Transformationstheorie der Flachen 
von konstanter Kriimmung (die intrinseken Transformationen von Lie und 
und Bonnet stehen auBerhalb) sich als das einfachste Element erweist, 
auf reelle Weise ausgefiihrt werden kann’). 


Den grundlegenden neuen Satz findet man in §3, wo gezeigt wird, 
wie man aus einem im Raume gegebenen Paar durch die Liesche Trans- 
formation verbundener pseudosphdrischer Flachen mittels endlicher, d. h. 
auch von Quadraturen freier Formeln, die einer geometrischen Deutung 
unmittelbar zugdnglich sind, die laufenden Koordinaten einer Biegungs- 
flache vom obigen Typus erhdlt. Dieses Ergebnis la8t sich iibrigens als 
Verallgemeinerung der von Darboux*) gefundenen Erzeugung der auf das 
Weingartensche imaginare Rotationsparaboloid abwickelbaren Flachen an- 
sehen; fiir a= arten namlich die beiden pseudosphiarischen Flaichen in 
zwei Kurven mit entgegengesetzt gleicher konstanter Torsion aus. 

Es lag nun nahe, den gewonnenen Standpunkt dazu zu benutzen, um 
aus der gleichzeitigen Anwendung der Biacklundschen Transformation auf 
die beiden Flachen des Lieschen Paares die Bianchische Transformation B 


*) Die einfachste reelle Transformation einer Fliache von konstanter positiver 
Kriimmung setzt sich bekanntlich aus zwei konjugiert-komplexen Bicklundschen 
Transformationen zusammen [ Bianchi, Lezioni di Geom. diff. 2 (1903), §§ 399—401). 

*) Darboux, Lecons sur la théorie gén. des surf. 3, S. 372 ff. 
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fiir die Biegungsflachen des imaginaren Paraboloids (¢ > 0) herzuleiten. 
Die von Bianchi selber herriihrenden Entwicklungen werden damit be- 
sonders in geometrischer Hinsicht erginzt. Dies gilt zunichst von einer 
Behandlung des Falles der Paraboloide, die Bianchi in die im Jahre 1909 
verOffentlichte Gesamtdarstellung der Transformationstheorie der auf die 
Flichen zweiten Grades abwickelbaren Flachen‘) mit aufgenommen hat. 
Dabei spielt die Biacklundsche Transformation lediglich die Rolle eines 
analytischen Prozesses. In ungleich engerer Beziehung steht unsere Unter- 
suchung zu dem ersten Teil einer Abhandlung Bianchis vom Jahre 19065), 
in der sich bereits die Darstellung der Koordinaten einer Biegungsflache 
des imaginaren Paraboloids auf Grund einer als bekannt vorausgesetzten 
Flache von konstanter Kriimmung des elliptischen Raumes findet und die 
Transformation B aus der Backlundschen Transformation im elliptischen 
Raume gewonnen wird. 

Hervorgehoben sei hier noch derjenige Umstand, der uns gestattet, un- 
mittelbar aus den Backlundschen Transformationen der beiden Flachen des 
Lieschen Paares die Bianchische Transformation der zugehérigen Biegungs- 
fliche zu gewinnen. Die drei betrachteten asymptotischen, d. h. durch 
beriihrende W-Kongruenzen vermittelten Transformationen erfolgen nam- 
lich im engsten Sinne simulian, insofern als fiir alle drei Fliachen die- 
selbe Moutardsche Differentialgleichung und dieselbe transformierende Lé- 
sung R gilt. 

Auf dic an sich héchst interessanten Bianchischen Vertauschbarkeits- 
sitze zuriickzukommen, lag kein AnlaB vor. 


§1. 


Vorbereitende Betrachtungen unter Heranziehung der Flachen von 
konstanter Kriimmung des elliptischen Raumes. 


1. Es sei S(z,y,z) eine Flache mit dem Quadrat des Linienelements: 
(1) ds*= Sdz* =a*(1— u*)du* — 2abuvdudv + b*(1 — v*) dv’, 


also eine (als reell vorausgesetzte) Biegungsflache des imaginaren Para- 
boloids: 





*) Bianchi, Lezioni di Geom. diff. 3 (1909), §§ 87-89. Bemerkt sei dazu, daS 
die auf den Fall der Paraboloide beziiglichen Abschnitte von Kap. 1—3 dieses Werkes 
(das von uns betrachtete imaginire Paraboloid wird in § 53 behandelt) den Zusam- 
menhang mit den Flaichen von konstanter Kriimmung nicht benutzen. Die so modi- 
fizierte Methode erwies sich als verallgemeinerungsfahig und gestattete die Ausdeh- 
nung auf die Mittelpunktsflachen zweiten Grades. 

5) Bianchi, Ricerche sulla deformazione delle quadriche, Palermo Rend. 22 
(1906), S. 75. 
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(2) w—au, y=bo, e—4(aut+ bv"), dh 2—s(2 4H) % 
Wir definieren £,,{ und é’, »’,¢’ durch 
1 ’ 1 
(3) f= —2,, g = 
und analoge Formeln’). Es wird dann: 
(4) SH+ut=1, SE +0°=1, Lee’ +uv—0 
Dazu treten die Relationen: 
(5) Di'ditvdu=0, Sédt’+udv=0, 


die man durch Differentiation von (4) erhalt, wenn man gleichzeitig be- 
achtet, daB 


(6) af = b& 


ist. Aus (4) und (5) wird ersichtlich, daB &,,¢,u und &’,n’,¢’,» die 
laufenden WeierstraBschen Koordinaten zweier zu einander polarreziproker 
Flachen = und >” des ellintischen Raumes (K, = 1) sind. 

Bei Beziehung auf die Parameter u und v lat sich leicht der Nach- 
weis fiihren, daB > und >” konstantes KriimmungsmaB besitzen. Bezeich- 
nen wir namlich mit 2, F,G,L, M,N die flachentheoretischen Fundamen- 
talgréBen von =(f,7,¢,u), setzen also 


{ D> d§* + du* = Edu* + 2 Fdudv+ Gdv’*, 
— Sdédi —dudv= Ldu* +2 Mdudv + Ndv’, 


so gelten in der elliptischen Geometrie die sogenannten Weingartenschen 
Gleichungen in der folgenden Gestalt: 


(7) 





by = FMAGL 4 FL-EM, 

| - Be-F"* se-F 

(8) yy FN-GM, , FM-EN, 
| " Be-F* Ee-F 


Diese sollen also erfillt sein, wenn ¢ durch u und &’ durch v ersetzt 
wird; iiberdies mu8 sich die erste auf (6) reduzieren. Wir erhalten so: 


FN-GM FL-EM_ a 
M-—GL=0, ——S+-1, ==; 
(9) af ¢ e EG-—F* Ee-F 


*) Im Gegensatz zur allgemeinen Theorie der Verbiegung der Flaichen zweiten 
Grades erweist sich die Benutzung der Parameter der Erzeugenden als unvorteilhaft 
fiir den beabsichtigten Zweck. 

°) Der Hinweis auf das Bestehen analoger Formeln beziiglich der y- und der z-Achse 
soll weiterhin der Kiirze halber meist unterdriickt werden. Buchstabenindizes deuten 
partielle Ableitungen an. 
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und bestitigen mittels der hieraus berechneten Ausdriicke fiir L, M, N, 
daB die relative Kriimmung von = 


2 
(10) pa—LN-M a 


ist®). 

Auch die Umkehrung erweist sich als richtig. Ist namlich 2(¢,,¢,u) 
im elliptischen Raume (K,=1) eine Flache mit der konstanten relativen 
Kriimmung k = — $ und =’(’,»’,¢’,v) ihre Polarflache, so bestehen zu- 
nachst, wenn « und v zu Bezugsparametern gewahlit werden, die beiden 
ersten Relationen (9), aus denen 


(11) Lote, Nu SMthe-? 
folgt. Werden diese Werte in die Formel (10) eingesetzt, so ergibt sich: 
(12) M=—-G. 


Mitt-ls (11) und (12) zeigt man, daB auch die dritte Relation (9) und 
damit die Integrabilitétsbedingung (6) erfillt ist. Wir haben also den 
Satz bestatigt: Ist >(&,,¢,u) eine Fldche mit der konstanten relativen 
Kriimmung k = -—F im elliptischen Raume (K,=1) und 5’ (&',n’,¢’,v) 
thre Polarflache, so erhdlt man durch drei Quadraturen 

(13) a=f(aédu+ bé’dv) usw. 


eine Biegungsfliche S(x,y, z) vom Typus (1). 

2. Bedient man sich nun der Clifford-Studyschen Abbildung einer 
Flache des elliptischen Raumes auf zwei euklidische Kugeln, so gelingt 
es, der betrachteten Biegungsflache S ein Paar von Flachen konstanter 
Kriimmung im euklidischen Raume zuzuordnen. Mit Hilfe der zweireihigen 
Minoren der Matrix 

|&, 9, ¢, u 
fin, U, ev 


8) Von der hier benutzten Methode, die darin besteht, daB zwei entsprechende 
Koordinaten der beiden polarreziproken Flichen des elliptischen Raumes als Para- 
meter eingefiihrt werden, hat Bianchi bereits einen noch etwas weitergehenden Ge- 
brauch gemacht. Es handelt sich dabei um eine durch gréBere Symmetrie ausgezeichnete 
Modifikation der von Weingarten herriihrenden neuen Behandlung des Biegungsproblems. 
Vgl. Bianchi, Alcune ricerche di geometria non euclidea, Annali di Mat. (3) 2 (1898), 
8. 95. 
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definieren wir die Punkte X, ¥, 3 und %, 9, 3 der beiden Bildkugeln 
durch : 

E=iv—e'u+nt’—ly', 
(14) ¥ = tv — Fu —(nl’— fn’) 


und durch analoge Formeln fir ¥, 9%, 8,8, die man durch zyklische 
Permutation innerhalb der Tripel ¢, 7, und &’, ’,¢’ erhalt*). 


Es sei nun an einen Satz erinnert, der in einer von der hier 
gegebenen nur wenig abweichenden Fassung von Bianchi’®) aufgestellt 
wurde: Hat eine Flache = des elliptischen Raumes (K,=1) die von —1 
verschiedene konstante relative Kriimmung k, so stellen fiir k<0 die 
Clifford-Kugeln (14) die GauBschen sphdarischen Abbildungen zweier durch 
die Liesche Transformation verbundener Flachen von konstanter negativer 
Kriimmung im euklidischen Raume dar; fiir k > 0 liefern sie die spha- 
rischen Abbildungen zweier durch die Lie-Bonnetsche Transformation ver- 
bundener Flachen von konstanter positiver Kriimmung; ist insbesondere 
k=1, so reduziert sich diese auf die Hazzidakissche Transformation. 
Der Beweis soll hier nicht gefiihrt werden, da der Satz uns, ohne daB 
eine unmittelbare Anwendung beabsichtigt wird, gewissermaBen nur als 
Wegweiser fiir die folgende Untersuchung dienen wird **). 


Von neuem erwahnt sei indessen im Anschlu8 an die zweite meiner 
unter *) angefiihrten Abhandlungen eine Folgerung, die sich meines Wissens 
bei Bianchi noch nicht findet. Sie erscheint beachtenswert wegen ihrer 
Analogie mit den bekannten Guichardschen Theoremen iiber die Verbie- 
gung reeller und imaginarer Rotationsflichen zweiten Grades. Werden mit 


*) Die Beziehungen zur elliptischen Geometrie, die im Verlaufe unserer Unter- 
suchung mebr zuriicktreten werden, betrachte man hier lediglich als analytisches 
Hilfsmittel. Damit sei der Verzicht auf engen AnschluB an die sonst iibliche Be- 
zeichnungsweise auch ohne Begriindung im einzelnen gerechtfertigt. Hinsichtlich der 
Clifford-Kugeln, insbesondere ihrer flachentheoretischen FundamentalgréBen, sei ver- 
wiesen auf: Fubini, Il parallelismo di Ciifford negli spazii ellittici, Annali della 
R. Scuola Norm. Sup. di Pisa (Sc. fis. e mat.) 9 (1904). 

) Bianchi, Sulle superficie a linee di curvatura isoterme, Acc. Linc. Rend. (5) 
12 (1903), S. 511; s. daza des Verf. unter ') an zweiter Stelle genannte Arbeit, in 
der auch der Zusammenhang mit den Biegungsflichen der imaginiren Faraboloide 
behandelt wird. 

) In Anbetracht der bekannten Natur der in dem Satze vorkommenden in- 
trinseken Transformationen der Flichen von konstanter Kriimmung scheint es 80, als 
ob sich beim Beweise die Einfiihrung spezieller Parameter nicht umgehen lieBe. Das 
gelingt indessen, wenn man gleichzeitig mit den Formeln (14) als Ausgangspunkt die 
neuen Ausdriicke fiir die Koordinaten der zugehérigen Flichen von konstanter Kriim- 
mung benutzt, die wir in § 3, 3 aufstellen werden. 
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X, Y,Z die Normalenkosinus der Biegungsfliche S(z,y,z) vom Typus 
(1) bezeichnet, so kann man, da 


a nt’—tn’ 


ist, den Formeln (14) die folgende Gestalt geben: 


H=1—u'—v 


(16) 


Es gilt demnach der Satz: Laft man von den Punkten der Biegungs- 
flache S in den durch (16) definéerten, zur Tangentialebene symmetrischen 
Richtungen je zwei Strahlen ausgehen und koppelt sie starr mit den 
Flachenelementen von S, so bewahren diese Strahlenkongruenzen bei Ver- 
biegung der Flache S thre Higenschaft, varallel zu den Normalen zweier 
Flichen von konstanter (fiir * > 0 negativer, fiir < <0 positiver) Kriim- 
mung zu sein, zwischen denen die Liesche bzw. Lie-Bonnetsche Trans- 
formation vermittelt ™). 

Wir bemerken schlieBlich, daB zwischen der Biegungsfliche S, den 
zugehérigen Flachen von konstanter Kriimmung des euklidischen und den- 
jenigen des elliptischen Raumes Korrespondenz ihrer (reellen oder imagi- 
naren) Asymptotenlinien besteht. 


§ 2. 


Ubergang vom Lieschen Paar pseudosphirischer Flachen zur 
Biegungsfliche eines imaginaéren Paraboloids. 


1. Als Ausgangspunkt unserer eigentlichen Untersuchung dient uns 
ein als gegeben vorausgesetztes Liesches Paar pseudosphiarischer Flachen 
im euklidischen Raume. Es sei zunichst G(r, 4,4) eine Fliche von 
konstantem KriimmungsmaBe K = —1, die wir auf die Parameter « und f 
ihrer Asymptotenlinien beziehen. Mit %, Y, 8 bezeichnen wir die Rich- 
tungskosinus der Normalen, mit 4”, 9, 3” und #°,9®, 3 die der 
Tangenten an die Kriimmungslinien « — 6 = konst. und a + 6 = konst., 
wobei die Aquivalenz des von diesen drei Richtungen gebildeten Haupt- 
dreikants mit dem Achsendreikant durch die Beziehung tt? n~ x, yz 
gekennzeichnet sei, so daB 


12) Hinsichtlich der geometrischen Natur des hier ausgeschlossenen Ausartungs- 
falles a = b, der der Verbiegung des Weingartenschen imaginiren Rotationsparaboloids 
entspricht, sei auf den Schlu8 des Art. 3 von § 3 verwiesen. 

Mathematische Annalen. 97. 26 
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xz”, yg” 3” 
(17) 4=| 2", 9”, 3 |= +1 


z, Y, 8 
wird. Fiir die Ableitungen der Koordinaten rz, 9, 4 gelten die Formeln: 


(18) te = cos OX" + sinOX™, xz—cos0X™ — sindzX™; 
dazu treten die Differentialrelationen fiir das Hauptdreikant: 
X_ =sindX” —cosOX™, Xp = sinOX™ + cosdX”, 


(19) xi — 0,4" — sin 8, £3’ = — 0,%” — sinO 2, 
x= cos0X — 0,4, x = — cos0¥ + 0,%"”. 

6 geniigt der partiellen Differentialgleichung 

(20) 20.2 = sin 20, 


von deren Integration letzten Endes die Bestimmung der pseudosphirischen 
Flachen abhingt. Die quadrierten Linienelemente der Fliche © und ihrer 
Bildkugel werden 


S dr* = da* + 2cos20dadp + dp’, 

> dk* = da* — 2cos20dadf + df’. 
Eine zweite pseudosphirische Fliche 6(f, i, %) vom Kriimmungs- 
ma8 —1, zum gleichen Integral @ von (20) gehérig, mége aus © durch 
eine Liesche Transformation hervorgehen, die wir durch die von +1 ver- 


schiedene Konstante x definieren. Den Differentialformen (21) entsprechen 
die folgenden: 


(21) 


| > af" = x*de* + 200s 20dedp +, dp", 


(38) ye 1 59 

| D d8* = x*da* — 2.008 20dadp + +, af". 

Die Darstellung der Koordinaten f, j, 3 auf Grund der hiermit bekannten 
FundamentalgréBen verlangt von neuem die Erledigung des Bonnetschen 
Problems, das, wie man weiB, auf eine totale Differentialgleichung vom 
Riccatischen Typus fiir eine sich in komplexer Form darbietende Funktion 
fiihrt. Wir setzen auch diese Aufgabe als gelést voraus und bemerken 
nur, daB dem intrinseken Charakter der Lieschen Transformation gemaB 
eine ausgezeichnete Orientierung der Fliche © relativ zu © nicht existiert. 
Wesentlich fiir das folgende ist aber die Annahme, da8 die Hawptdreikante 
von S und © gleichsinnig sind, daB also entsprechend der Relation (17) 
auch d=-+1 wird. Die zu (18) und (19) analogen Formeln lauten 
fir S: 








— 
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(28) $a—x(cos0Z+sinOE”),  %—+(cos0¥” — sind#”), 


XZ, =xsin0Z” —xcosF”, Fy —+sindX”+ + cosd¥”, 


(24) { X= 0,2" — xsin 0, ¥j = —0,2° — + sin0Z, 
%— x cos 0X — 0,4", %{" = — + cos0¥ + 0,2. 


2. Um nun aus dem Lieschen Paar pseudosphirischer Flachen die 
Hilfsflachen von konstanter Kriimmung im elliptischen Raume und damit 
die zugehérige Biegungsflache des imaginéren Paraboloids herzuleiten, be- 
nutzen wir als ersten Schritt dieselbe Methode wie in der zweiten der 
unter *) zitierten Arbeiten. Die Einfiihrung der Parameter der Asymptoten- 
linien gestattet uns nicht, die dort gegebenen Formeln zu iibernehmen. 

Es werde die Drehung betrachtet, die zwischen den Hauptdreikanten von 
S und & vermittelt, und mit Hilfe von vier GréBen u, v, A, p dargestellt, 
die man gewdhnlich als Hulersche homogene Parameter bezeichnet, die 
aber fiir unsere Zwecke noch der inhomogenen quadratischen Relation 


(25) u*? +o? + 42+ pt=1 
unterworfen sein sollen. Die Identitét von u und v mit den in $1 ver- 
wendeten gleichnamigen GréBen wird sich alsbald herausstellen. Die in 
den Buchstaben %, 9), 8 giiltige orthogonale Substitution mit der Deter- 
minante +1 sei durch die folgende, wohl unmittelbar verstandliche Tafel 
gegeben: 

z x”) z@) 
E | w?+0*-2*-p? 2(vl+up) 2(vu —ui) 








(26) zx” 2(viA—up) o*+ 1% »*—»* 2(Au+uv) 














x” 2 (vy +ud) 2(Ap—uv) u*+.°—9*—3* 
Man hat hiernach Formeln fiir die Quadrate von u,v, A, u: 
(27) due 14+ SEF + SHOR + SRR, 
4o®=m1+ SRE— SRF Sx ER usw. 
sowie fiir die Produkte der GréBen: 
(28) 4uv0= SX°R— VHX usw., 


so dab u,v,A, uw bis auf ein ihnen gemeinsames willkiirliches Vorzeichen 
bestimmt sind. 
Differentiiert man nun die Relationen (27) oder zweckmaBiger nach 
Erledigung der ersten die der Gruppe (28), wobei man (19) und (24) 
26* 
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beriicksichtigt und fiir die dann auftretenden dreigliedrigen Summen die 
der Tafel (26) entnommenen Ausdriicke, z. B. 

SE°F=2A(vi+up), DRE =2(vd—up) 
einsetzt, so gelangt man zu den folgenden Beziehungen: 
San 


1—x 























Ua = —z—(c080-4+sinO-n), ug= 5, (cos0-4 —sin@-x), 
vq = ~t* (sin 8-2 — cos 6- x), vg = E* (sin 8-2 + 0088-1), 
A= On— 1+ * cos 0-0 — 1+* sin d-v, 

(29) Rota 0 1—x rN 1l+x . P 
o= = sh — -g, 00s s-—, = *v, 
fe= —0,1— 1—* sin Ou + ‘+ * cos8-w, 
by = 0,4 + +—* sind-u — *+* cos0-v. 


Diese Gleichungen sind, da S und © bekannt sein sollen, als bereits er- 
fiillt anzusehen. Sie lassen sich andrerseits auch deuten als ein System 
linearer und homogener totaler Differentialgleichungen, von dem die Be- 
stimmung der Koordinaten der Lieschen Transformierten S abhdangt. 
Dasselbe ist infolge von (20) unbeschrinkt integrabel und besitzt das 
quadratische Integral 

u? + v*+ 4*+ wu? = konst., 


so daB bei geeigneter Wahl der Anfangswerte (25) besteht. 
3. Wir fiihren jetzt die GréBen 
E = v¥4+1E%4+ pF = o¥+1¥%9+4+ uE", %) 
e’ =~ uk — pk + 4x” a —~uk +pe™"— aZ®. 
e™ an wk —uX” — vg” ae uk — uk + ve”, 
7 — —1F+08%—uk®— sX—v*F—uz%™ 


ein, sowie die in entsprechender Weise (der Buchstabe X ist durch 9) 
bzw. 8 zu ersetzen) definierten 7, y’, 7, und ¢,¢°,¢,¢@. Nun 
geniigen aber é, £’, &), €@ und ebenso die beiden anderen GréBensysteme 
den von u,v, A, u erfiillten Differentialgleichungen (29), wovon man sich 


(30) 





8) Wie ersichtlich, bildet die Richtung, deren Kosinus sich wie §:4:¢ ver- 
halten, gleiche Winkel mit den entsprechenden Kanten der Hauptdreikante von © 
und G, stellt also, wenn man zuniichst die Scheitel zusammenfallen la8t, die Achse 
dar, um die man das eine Hauptdreikant zu drehen hat, damit es mit dem anderen 
zur Deckung gelangt. 











| 
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iiberzeugt, indem man die Differentiationen mit Benutzung von (19) und 
(29) ausfiihrt. Der bequemeren Anwendung wegen sei das betreffende 
Formelsystem besonders geschrieben : 


&, —1=*(cos0e” + sinOE™), &y = *=* (cos 0¢” — sin ¢™), 




















2 
g, —1t* (sine —cos0E™), & = *t* (sin OE + 00802), 
go) af 33 a 
(31) 1+x 
gi = — 0, eg _ 5, sine’, 
(2) - — 9g — tytn toute 
gi? a 0 eo A=" sind ¢ — +t * cos; ; 


dazu tritt analog zu aol die an der Hand von (30) erweisbare Relation: 
é? 4 "abet (e)* + (e)* = 1 
Man bestatigt nun mittels der Formeln (30), daB die Matrix 
a Aa 
Yt * 
g@ n o@ |G 
ge”. y™, “wa i” 


(32) 


orthogonal ist und daB ihre Determinante den Wert 6=--1 hat*‘). Es 
folgt daraus zunachst, daB durch £, 7, ¢, u und ¢’, 7’, ¢’, v zwei zueinander 
polarreziproke Flachen > und =’ des elliptischen Raumes (K,=1) ge- 
geben sind. In der Tat wird: : 
SH+w=1, SE +0°%=1, YE +uv=—0 
und, wie man mit Hilfe von (29) und (31) sowie der Orthogonalitats- 
bedingungen erkennt: 
DSéi'di+vdu=0, Sidi’ +udv=0. 
Das auf dem gleichen ving ae pac des Linienelements von S wird: 


> dé? + du? = G=*)" (aa* +2 cos20dedp + 1,46") 


und die den Flachen J und ¥ gemeinsame zweite Fundamentalform: 











1— x* 
2x 
*) Da jedenfalls 5* = 1 ist, so geniigt es, um auf d= +1 zu schlieBen, daB man 
die zwélf Formeln der Gruppe (30) durch die mit (17) im Einklang stehende An- 
nahme eM. 9% g-1, 2% Z=9%-HVag”—g 0 spezialisiert. 
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Den beiden letzten Formeln entnimmt man unschwer die Tatsache, daB = 
die konstante relative Kriimmung 
(38) b——(j**) 
besitzt. 

Wir wahlen nun in Hinblick auf den Satz von § 1,1 die Konstanten 
a,b so, daB 


(34) *... (222) (also > 0) 


l—x 








wird, und erhalten dann mittels dreier Quadraturen 
(35) a=f(atdu+bé'dv) usw. 


eine Biegungsfliche S(z,y,z) vom Typus (1). DaB die Integrabilitate- 
bedingung fiir (35) erfiillt ist, steht nach § 1 bereits fest. Um sie in den 
Parametern a, 8, wo sie die Form 


aigt, + bg, Va = @&,%g + bELv, 


annimmt, zu verifizieren, hat man die Werte der Ableitungen von £, é’, u, v 
aus (29) und (31) zu entnehmen. Unser nichstes Ziel wird es sein, die 
Quadraturen (35) durch endliche Ausdriicke zu ersetzen. 


§ 3. 
Beseitigung der Quadraturen und geometrische Konstruktion der 
Biegungsfliche. 


1, Der am Schlu8 von § 2 angekiindigte wichtigste Schritt der ganzen 
Untersuchung kniipft sich an die Einfiihrung der Mittelflache des Lieschen 
Paares. Darunter verstehen wir den Ort der Mitten aller Verbindungs- 


linien zwischen korrespondierenden Punkten von © und ©. Zunichst 
werde aus den Relationen (30) eine Reihe von Hilfsformeln gebildet: 


(a) (b) 





| $(2+2) = of—eh = g®e@_pa,@, 
gE +E%)— deus = —(9' 0 — Cg”), 
g(EP +E) — pe—ue™ = gt C'g, 
7 | i@—-¥ = pEP—2E% = gt’ Er’, 
(2° —E%) = — pepe = tl —Ey, 
(2% — 2%) = ae’ —ve™ ae nt —ty™. 
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Die Identitét der durch (a) und (b) unterschiedenen Ausdriicke folgt aus 
der bekannten Tatsache, daB in der orthogonalen Matrix (32) mit der 
Determinante -++-1 die zweireihigen Minoren gleich ihren algebraischen 
Komplementen sind. Man bestitigt dies auch, indem man die Deter- 
minanten (b) mittels der zu (30) analogen, in ¢ und » geltenden Formeln 
ausdriickt, unter Beachtung von (17) 


(37) gy” 3” 1 3°” =X usw. 
einsetzt und schlieBlich wieder von (30) Gebrauch macht. 


Wir bilden nun auf Grund von (18), (23) fiir den laufenden Punkt 
der Mittelfliche die Ableitungen seiner Koordinaten }(r+{), ... und 
schreiben: 








4 (1) 4. #() (2), (2) 
($F) — 95 (ooo GE” sino E) 


“to zx9_ 3 | | xio_ x 
+—- (cos 0 5 + sin6@ 5 ), 








woraus sich mit Hilfe von (36a) 


(242) — +" 
2 





te A+ sin@-u)& —(cosOéE™ + sinBE™) u} 





cos 6: «) é’— (sin 0& — cos 8E™) v] 
ergibt. Mit Benutzung von (29), (31) erhalten wir dann unter Hinzu- 
fiigung der auf f beziiglichen Formel: 


i 1+x —xX st ’ 
(554) = TEE (Ete — wha) + FF (Fe — 08), 








3 1+x 1—x ,, ’ 
(34) - To (Eup — w&s) + Tz, (F me — vEs), 
d. h. j 


(38) a (ESF) = ** (edu — ude) + 1% (¢'dv — ve’). 














Dieser Relation geben wir die Form: 
r+ 1+ x 1+x 
d(#5*) = 2(5** eau 47> ede) — a{i** we + j= eh 


und bemerken, daB der rechts an erster Stelle stehende Ausdruck mit 
dem der Formel (35) entnommenen dz iibereinstimmt, wofern noch 


1+x l1—x 
(39) a=27—, b=37-; 


gesetzt wird. Dies geschieht aber im Einklang mit (34). Die damit den 
Konstanten a und b auferlegte Bedingung 


(40) ab=4 
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bedeutet keine wesentliche Beschrinkung; sie Jauft darauf hinaus, daB das 

imaginare Paraboloid (2) gegebenenfalls durch ein ahnliches ersetzt wird. 
An die Stelle von (35) tritt jetzt also die vom Integralzeichen be- 

freite Formel: 

(41) w= (E+E) + pte wet ee, 


die den Ubergang von den Koordinaten des im Raume gegebenen Lieschen 
Paares pseudospharischer Flachen S, S zu den Koordinaten der Biegungs- 
flaiche S darstellt. Dabei ist gleichzeitig: 

1+~x 


(42) dz =2(;** edu+j>*e'dv), 


1+ 











(43) > dz*= af[(tzva —u*)du*— auodude+ (t—*) (1—v*) do’). 


2. Das gewonnene Ergebnis ist einer einfachen | ee Deutung 
fahig. Zunachst ist ersichtlich, daB die Mitten }(r+7),... zwischen 
korrespondierenden Punkten von © und © in den Tanguntialebenen von 8 
liegen. Wir bilden nun die Normalenkosinus X, Y, Z von S und erhalten, 
wenn wieder 

1—w*—v*=—J4'+,°=H 
gesetzt wird, mit Benutzung der vierten Relation (36) und in Uberein- 
stimmung mit § 1 (16): 
nt’—fn' £-—# 
(44) X= ia 2) 
Die durch den Punkt (z, y,z) von S gezogenen Parallelen zu den Nor- 
malen von © und © liegen also symmetrisch zur Tangentialebene von S. 

Zum Zwecke einer méglichst knappen Formulierung des geometrischen 
Zusammenhangs fiihren wir den Begriff der durch einen beliebigen Punkt 
des Raumes gehenden Symmetrieebene zweier im Raume gegebener Rich- 
tungen ein: man ziehe durch den betreffenden Punkt zwei Strahlen in den 
gegebenen Richtungen und lege die Ebene durch das gemeinsame Lot 
beider Strahlen und durch die Halbierungslinie des Winkels. 

Die Konstruktion la8t sich dann wie folgt beschreiben: Verbindet man 
entsprechende Punkte der beiden pseudospharischen Flachen © und © 
des Lieschen Paares und legt durch die Mitte einer jeden dieser Strecken 
die Symmetrieebene der beiden Normalenrichtungen von © und S, so 
tst die Enveloppe der co* Ebenen die zugehdrige Biegungsflache S vom 
Typus (43). 

3. Wir schalten hier die Beantwortung der prinzipiell wichtigen Frage 
ein, wie sich jetzt der umgekehrte Ubergang von einer Biegungsflache S 
des Typus (43) zu den beiden durch die Liesche Transformation verbun- 
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denen pseudosphirischen Fliachen S und © gestaltet, und erginzen damit 
die in §1, 2 angefiihrten Sitze. Bedient man sich beziiglich der Ab- 
leitungen von $(xr—f),... wieder des Verfahrens, das zur Aufstellung 
der Formel (38) fiihrte, nur mit dem Unterschied, daB man diesmal von 
(36) die Ausdriicke (b) an Stelle von (a) benutzt, so gelangt man nach 
den entsprechenden Reduktionen zu der Relation: 


(45) a (ESE) = 2 * (ae — can) + FF (n'a! — Can), 








in der man, um die analogen Formeln in und 4 zu erhalten, die Buch- 
staben £, 7, ¢ zyklisch zu permutieren hat. Nimmt man (41), d.h. die 
Gleichung 

1 - 
(46) g(e+f)—=2—jt* ue- 


l—x 


1—x 
1+x 


, 


vé 








hinzu und beachtet die*Bedeutung von &,...,&’,...: 


ait l1—x eo +x 
Bigs § =Biox)% 


so kann man den Satz aussprechen: Der Ubergang von einer gegebenen 
Biegungsflache S(x,y,z) des Typus (43) zu den beiden durch die Liesche 
Transformation verbundenen pseudospharischen Flachen G(r, , 4) und 
S(z,5,%) volleicht sich mit Hilfe der drei durch (45) geforderten 
Quadraturen. 

Angemerkt sei die aus (46) unmittelbar hervorgehende Tatsache, daB 
bei der Verbiegung der Flache S die Punkte der Mittelflache des jeweils 
zugeordneten Lieschen Paares in den Tangentialebenen von S eine feste 
Lage besitzen. Die Koppelung mit den Flachenelementen von § gilt aber, 
wie (45) lehrt, nicht mehr fiir die Punkte (r, y, 4) und (¢,4, %) selber; 
doch zeigt auch die letztgenannte Formel eine gewisse Invarianz gegen- 
iiber den Biegungen der Flache S, insofern als darin die Fundamental- 
gréBen zweiter Ordnung von S bzw. die fiir die Gestalt im Raume charak- 
teristischen Parameter « und f nicht explicite auftreten. 

Das in (45) und (46) enthaltene Resultat mége hier noch in einer 
den Satzen von $1, 2 entsprechenden allgemeineren Fassung — von den 
Konstanten a und } war dort nur vorausgesetzt, daB sie verschieden sind — 
angegeben werden: Ist S(x, y,z) eine Biegungsflache vom Typus: 


DS dx* = a*(1— u*)du? — 2abuvdudv + b*(1— v*)dv* 


und werden &,,¢ und &',', 6’ durch 


1 1 
f= 72,, f= 52, usw. 
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definiert, so werden durch 


(47) Eh\aa—Sue—foe'+ 5 la(ndt — Cdn) +b(n'dt’ —¢'dn’)} 


die beiden zugehérigen Flaichen S(x,y, 4) und S(z, i, 3) mit dem kon- 
stanten Kriimmungsmaf K = — + dargestellt, fiir deren Normalenkosinus 
auBerdem die Formeln 


(48) 5) m0 — ue’ t (no! — Cn") usw. 
gelten. 
Die Richtigkeit des Satzes steht nach dem Voraufgehenden zunachst 


fiir +> 0 fest, da der Fortfall der beschrinkenden Relation (40) nur die 


Einfiihrung eines Proportionalitatsfaktors bedingt. Der Besitz der Formeln (47) 
bietet nun aber die Méglichkeit eines allgemein giiltigen Beweises, der die 
Benutzung der speziellen Parameter «, # nicht mehr verlangt. Man hat 
zu diesem Zwecke unter Heranziehung von (48) die flachentheoretischen 
FundamentalgréBen fiir die durch (47) definierten Flichen G und © mu 
bilden; allerdings mu8 man dann, um ihre Verwandtschaft durch die 
Liesche bzw. Lie-Bonnetsche Transformation zu bestitigen, diese, von dem 
iiblichen Wege abweichend, auf die zwischen den Hauptkriimmungsradien 
der beiden Flachen bestehenden Beziehungen griinden. Wir verzichten 
auf die Wiedergabe der erforderlichen Rechnung und verweilen auch nicht 
bei dem Sonderfalle a = 6, der fiir den Gang unserer eigentlichen Unter- 
suchung infolge von (39) ausgeschlossen ist. Bemerkt sei nur, da8 fiir 
a=b die Flachen © und © in Kurven von entgegengesetzt gleicher kon- 
stanter Torsion ausarten und da8 demzufolge die im vorigen Artikel ent- 
wickelte geometrische Konstruktion als eine Verallgemeinerung der von 
Darboux gefundenen Erzeugung der Biegungsflichen des Weingartenschen 
imaginaren Rotationsparaboloids anzusehen ist**). 

4. Eine Anwendung der bisherigen Ergebnisse soll noch kurz erdértert 
werden. Es gehért namlich zu jeder gegehenen Biegungsflache S, fiir die 
jetzt wieder die Form (43) des Linienelements zugrunde gelegt sei, eine 
dreiparametrige Untergruppe der Isometrie, die aus den Bewegungen der 


1%) Es liegt auf der Hand, daB die nachfolgenden Entwicklungen, die sich auf 
die simultane Transformation der Flichen ©, S und S beziehen, auch fiir den Aus- 
artungsfall ein Seitenstiick zulassen. Erwahnt sei hier nur die Tatsache, daB der 
Backlundschen Transformation der pseudospharischen Flichen bei den Kurven kon- 
stanter Torsion eine spezielle asymptotische Kurventransformation entspricht, der von 
Bianchi der gleiche Name beigelegt wurde. Siehe Bianchi, Sulle configurazioni di 
Mobius nelle trasformazioni asintotiche delle curve e delle superficie, Palermo Rend. 
25 (1908), S. 291. 
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beiden als starr vorgestellten pseudospharischen Flichen © und © relativ 
zueinander hervorgeht. Wird z. B. © festgehalten, © bewegt, so iiber- 
sieht man leicht, daS Translationen vou 6 nur Translationen von © er- 
zeugen, so daB es geniigt, die Drehungen der Fliche G um den Koordi- 
natenanfang ins Auge zu fassen, deren es co*® gibt. Man hat dann zu- 
nichst mittels (45), (46) das mit S verbundene Liesche Paar S,S mu 
bestimmen und erhilt, nachdem © einer Drehung unterworfen ist, die zu- 
gehérige neue Biegungsflache § durch die in Art. 2 angegebene Konstruk- 
tion. Wir kénnen also den Satz aussprechen: Die Darstellung der co* 
Biegungsflachen, die sich aus einer gegebenen vom Typus (43) durch die 
zugehorige Biegungsuntergruppe herleiten lassen, erfordert, abgesehen von 
endlichen Operationen, die einmalige Ausfiihrung der drei Quadraturen (45). 

Um die auf © ausgeiibte Drehung in Rechnung zu setzen, gehen wir 
von dem allgemeinen Integral des von den Eulerschen Parametern er- 
fiillten Systems (29) aus. Dasselbe hat offensichtlich die Form: 


(49) i=nutnttnntnt 
B= MOEN E peers Aad te tony = MQM + NE + -o-s 
wobei sich die Anzahl der willkiirlichen Konstanten durch die infolge von 
(25) bestehende Relation 

rytruitmtwy=1 


auf drei reduziert. Setzt man nun a, 6,4, ji fiir u,v,4,m in die von 
der festgehaltenen Bildkugel (%, ¥), 8) abhangigen, an erster Stelle stehen- 
den Ausdriicke (30) ein, so findet man nach einigen Umformungen: 


gon { RET REEL j= —reUtrsé+trn—n1 6 
f= —%Uttrgi—yintrf; 


wahrend sich fiir v,é’, »’,¢’ baw. 4,&%,»,¢ und uw, &”, ”,¢® die 
gleiche lineare Transformation wie fiir u,é,7,¢ ergibt. Die Flache 
=(&,,¢,u) des elliptischen Raumes wird damit einer Schiebung erster 
Art unterworfen, die unter Festhaltung der ersten Clifford-Kugel (%, 9%), 8) 
einer Drehung der zweiten (%, 9, 8) zugeordnet ist. Die Formeln (49), 
(50) fiir &, &, 4, & lassen sich in bekannter Weise durch Einfihrung von 
Quaternionen zusammenfassen. Stellt man den laufenden Punkt von 2 
durch die Quaternion 


C= Ute tng tle, 
dar und entsprechend nach der Schiebung durch 


6 = te, +Fe, + ie, + fe, 
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(51) 6=4q-9, 

in der 

; G = Yo%o — 71% — Yan — 8% 
ist**). 


Die weitere Rechnung mége nur fiir die besondere Annahme y, = 7, 
=y, = 0, y, =1 durchgefiihrt werden. Es ist dann nach (49), (50) 


(52) u,é,,¢ beziiglich durch &, —u,¢,—y 
zu ersetzen und, wie man leicht fesistellt, %, 9), 8 durch ¥, —¥, —3. 
Die neue Biegungsflache § ist jetzt gegeben durch: 


2(1+) 
= 1-x 


2(1—«) 
l+x 








#—5(r+#)—jpt*u ve’, 





ue — 


gre HiacteaeS 








a 





=9(s — 3) — een rsiks 
verlangt also nur zwei Tete Gleichzeitig wird analog zu (42): 


dz = —2(1** uae + 1—* wae’), ii aici 











ee 


1+x 





dt — — 26+" nde + j= =< n' de’), 

und das Linienelement von § geht aus se durch die Substitution u| é, 
v|é’ hervor. Wir kénnen demnach sagen: Der durch die Vertauschung (52) 
bewirkte Ubergang zu der neuen Biegungsflache S entspricht einer Drehung 
der pseudosphdrischen Flache S wm einen Winkel von 180° um die 
x-Achse. 

5. Die in den beiden folgenden Paragraphen zu entwickelnde simul- 
tane Transformation der drei betrachteten Flachen S, ©, S soll noch durch 
Aufstellung der Lelieuvreschen Formeln fiir ihre Koordinaten: vorbereitet 
werden. Man findet zunichst mit Hilfe von (19) und (18): 


, Y, 8 y, 8 
Y,.3. y”, Q”, 3” 


und gewinnt auf dem hiermit dargelegten Wege die Beziehungen: 





= cos0X" + sindX” =z, 











5°|- cos 6 





%*) Im Gegensatz zu (51) bedeutet o-q eine Schiebung zweiter Art. Die von 
6 Parametern abhingenden allgemeinen Bewegungen im elliptischen Raume lassen 
sich bekanntlich aus beiden Operationen zusammensetzen. Vgl. Blaschke, Uber iso- 
metrische Flachenpaare, Jahresber. d. Dtsch. Math.-Versinigung 22 (1913), S. 154. 
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(58) sie — 8Y,)d«— (3, —3Y,) 48, 
dj = (93, —3Y,) da — (93, —BY,) 48 


sowie analoge durch zyklische Permutation. Die von %,%), 8 und von 
%,%, 8 erfallten Moutardschen Gleichungen 


(54) ¥,,=0os20X, £,,—=cos20% 


stimmen dabei fiir die beiden Flachen des Lieschen Paares iiberein. 

Da nun aber auch die GroBen ¥ — %, 9 —Y, 8 —B, die nach (44) 
den Normalenkosinus der Biegungsflache S proportional sind, der Moutard- 
schen Gleichung (54) geniigen, so liegt die Vermutung nahe, daB fiir die 
Koordinaten z, y, z von S eine entsprechende Darstellung gilt. Wir formen 
deshalb den Ausdruck 9) 8 — 89, um, indem wir bei 9), 8 von (26), bei 
Y,, 8, von (19) Gebrauch machen und die dann auftretenden Determi- 


nanten 9)” 3% — 9 Y, ... wieder durch ,¥™, X® ersetzen. Auf diese 
Weise ergibt sich: 


D3. —3Y,—(u? +0%— 2? — u*)(cos0R™ + sind”) 


— 2vX(cos0-4 + sin8-u) + 2uX(sinO-4 — cos8-n). 
Hierin werde nach (30) 


v¥ =F —AX" — ve, uk =— 2 —pk%+ 12 


eingesetzt, worauf weitere Reduktionen auf Grund von (29) und (18) ein- 
treten. Wir finden so die folgende Relation und auf gleichem Wege ihr 
die Ableitungen nach # enthaltendes Gegenstiick: 


(55) ea eee 
3 (DB8y— BYy) = peur — ee eG hp- 


Ein entsprechendes Verfahren, bei dem man diesmal mit der Beseitigung 
der nicht iiberstrichenen GréBen beginnt, liefert: 


"he | —4(93,—39,) = ema — Pe me FE, 
3 (D3, —39,) =F 4+ pat’ %— 3%. 


Addiert man nun von (55) und (56) die ersten Gleichungen und ebenso 
die zweiten unter sich, so erhilt man mit Beriicksichtigung von (42): 


- | —4(93, -—39.+93, —3Y,) =. —5(r +2), 
+ (93, —39,+93,—3BY,)=29— F(t +2); 
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und weiter unter Hinzuziehung von (53) die gewiinschte Formel: 


9-9, 38-8 _|9-9, 8-3 ae 
+ Y,» 8. — 3.  19,-D,> 3, — 3, 
Man liest hieraus unmittelbar die Tatsache ab, dab auch auf der Biegungs- 
flache S die Asymptotenlinien von dem Kurvennetz («, p) gebildet werden, 
also den Asymptotenlinien der beiden pseudosphdrischen Flichen ©, 6 
entsprechen. 

Die Relationen (57) erscheinen iibrigens an sich beachtenswert. Nimmt 
man namlich noch (41) hinzu, so kann man dafiir schreiben: 


oy +f ((93,-39,+93.— 39%.) ee ee 
eae yn 


l1—x 





(58) dz=+ 











1 - 
=2— 5(t+t)= itz” 


Die Quadratur ist also in geschlossener Form ausfiihrbar, da die Berech- 
nung des an letzter Stelle stehenden Ausdrucks aus den beiden bekannt 
vorausgesetzten Lésungstripeln der Moutardschen Gleichung (54) mittels 
der Formeln von § 2 ohne eine Integration erfolgt. 

6. Erwahnt sei schlieBlich, da8 man durch Verallgemeinerung von (58) 
zu einer die Flichen ©,6,S umfassenden Schar von oo! Fldchen 
S” (2, y, 2”) gelangt, die simtlich die Kurven(«, 8) zu Asymptoten- 
linien haben. Setzt man nimlich in die Lelicuvreschen Formeln 


(60) ow = f [(HZ, — ZH.)da —(HZ,;— ZH,) df] usw. 
fir =,H, Z die Integrale 


(61) == usw. (» = konst. ) 








}i+-** 


der Moutardschen Gleichung (54) ein, so erhalt man die mit Benutzung 
von (53) und (59) folgendermaBen darstellbare Fliche S“”: 





(62) x) — 2 [(1+»)(g+%F) —2r2]. 


Die speziellen Werte 0,co,—1 der Konstanten » liefern die Filachen 
©, 6,8. Hervorzuheben ist noch die zu » = 1 gehérige Flache, die wir 
S(Z, y, 7) nennen wollen. Wir finden hier mit Beriicksichtigung von (41): 
und kénnen demnach sagen: Die in den Tangentialebenen von S festen 
Punkte (Z, 7, 2) bilden unabhdngig von den Biegungen, denen S unter- 
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worfen wird, stets wieder eine Fliche S, deren Asymptotenlinien den je- 
weiligen Asymptotenlinien von S entsprechen*’ ). 

Fiir »* + 1 werden, wie man leicht iibersieht, die Punkte der Flaichen 
S nicht mehr von der Flache § bei ihren Biegungen in starrer Koppe- 
lung mit den Flachenelementen mitgefiihrt. Wir stellen aber noch folgende 
an der Hand von (62) erweisbare Tatsache fest: Die korrespondierenden 
Punkte der Flichen 8’ sind immer die Punkte einer Ellipse, welche die 
beiden Verbindungslinien der Punkte von S und S bzw. von © und S 
zu konjugierten Durchmessern hat. 


§ 4. 


Anwendung der Backlundschen Transformation auf das Liesche Paar. 


1, Die beiden durch die Liesche Transformation verbundenen pseudo- 
spharischen Flachen ©, © sollen nun durch simultane Backlundsche Trans- 
formationen in ein neues Liesches Paar ©, , S, tibergefiihrt werden. Anstatt 
die bekannten Formeln dem gegenwartigen Zweck anzupassen, ziehen wir 
es vor, auch die Backlundsche Transformation kurz herzuleiten, und zwar 
gleich unter dem Gesichtspunkt, daB es sich dabei um eine spezielle 
Moutardsche Transformation handelt, der sowohl X, 9%, 8 wie %, 9, 3 als 
Integrale der Differentialgleichung (54) unterworfen werden. Der Uber- 
gang zur Bianchischen Transformation B der Biegungsflache S vom Typus (43) 
erfolgt dann in ungezwungener Weise auf Grund der Tatsache, da8 auch 
die GréBen  — X, 9 —¥Y, 3 —B an dieser Moutardschen Transformation 
teilnehmen. 

Voraufgeschickt sei die Bemerkung, daB das Bestehen der Relation 
S* =1 zwischen den Lésungen X, 9), 8 einer Moutardschen Gleichung 
X.g—= M(a,B)¥X bereits ausreicht, um die mittels der Lelieuvreschen 
Formeln (53) daraus gebildete Fliache G(r, y, 3) als von konstantem nega- 
tivem Kriimmungsma8 K = — 1 zu kennzeichnen**). Wir brauchen hiernach 
der gesuchten Moutardschen Transformation nur die Bedingung aufsuerlegen, 
daB fiir die transformierten GréBen %,, ... a ... wieder Dx = 1 bzw. 
SX; =1 wird. Wir setzen deshalb sul’: 


(63) %,= — sino X + cos o(sin8, X"’ + cos0, ¥™), 


17) Die Flache 8 entspricht der terza superficie ausiliaria, die ich in der dritten 
unter *) zitierten Abhandlung (s. dort S. 166) im Falle des Paraboloids z=zy ein- 
gefiihrt habe. Die analogen Hilfsflichen bei den verbogenen Mittelpunktsflichen 
2. Grades sollen Gegenstand einer weiteren Veréffentlichung sein. 

1*) Allgemein gilt bekanntlich, wenn =, H, Z Integrale der Moutardschen 
Gleichung =ag=M = sind, fir das Kriimmungsma8 der durch die Lelieuvreschen 


Formeln (60) bestimmten Flache der Ausdruck K =—-|., wobei o = ="+H?+2Z? ist. 


2’ 
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wobei o und @, als unbekannte Funktionen von « und f anzusehen sind. 
DaB o konstant wird und 6, entsprechend der gewahlten Bezeichnung den 
halben Winkel der Asymptotenlinien von ©, bedeutet, wird sich alsbald 
herausstellen. Ist R die ebenfalls noch unbekannte transformierende Lésung 
der Differentialgleichung (54), so kénnen wir die Differentialrelationen 
der Moutardschen Transformation in der folgenden Gestalt schreiben: 


(64) R(%,)a-+ Rak,=RX.—ReX, R(¥,)p+ Rp%, = —R¥p+ Rp. 


Man hat hier fiir %, den Ausdruck (63) einzufiihren, die Ableitungen mit 
Benutzung von (19) zu bilden und dann mit Riicksicht auf die vektorielle 
Natur der Beziehungen die auf beiden Seiten stehenden Faktoren von 
x, %°, ¥™ beziiglich einander gleich zu setzen. Auf diese Weise ergibt 
die erste Gleichung (64): 


(1 — sino) 3 — cos 0-04 + cos o cos (0, +6)=0, 


cos o sin 0, 4 — sin o sin 8, -o, ++ cosa cos 8, [(0,), — 0.) 
(65) —(1+sino)sin®0 =0, 
cos ocos 0, 4 — sin ocos6, -o, — cos asin@, [(0, a — 9. | 


+ (1+ sins)cos# = 0. 





Wir multiplizieren der Reihe nach mit 1-+-sino, — cososin6,, 
— cosocus@, und addieren. Es folgt sofort o, = und an der Hand der 
zweiten Gleichung (64) auf demselben Wege og = 0, mithin o = konst. 
Die erste Relation (65) sowie die analoge in den Ableitungen nach # 
nehmen jetzt die folgende Form an: 
(66) Fe —*tS%e96(0, +0), Fe = — SP 008 (0, — 8). 


cos o R C08 o 








Durch Einsetzen dieser Werte in die zweite oder dritte der Gleichungen (65) 
bzw. in die entsprechenden Relationen des nicht geschriebenen Systems 
gelangt man zu den Differentialgleichungen fiir 0,: 








(67) (0,), —0,—=*+8%sin(0, +6), (0,), + 0,— *=22"sin@, —6), 
von deren Integration die zu der charakteristischen Konstanten o gehorige 
Backlundsche Transformation abhingt. Erlauterungen zu den hinlanglich 
bekannten Formeln (67) und (66) diirften iiberfliissig sein. 

Die allgemeine Theorie der W-Systeme liefert nach gleichfalls wohl 
bekannten Formeln die Darstellung der Flache ©,, die ebenso wie © 
Brennflachenmantel der die Transformation vermittelnden pseudospharischen 





hl 


on 
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Kongruenz ist. Mit Beriicksichtigung der in (53) und (64) geltenden 
Vorzeichen finden wir: 


(68) u=r+9,3-3.9, 


wofiir wir, wenn ¥),, 8, durch die nach (63) gebildeten Ausdriicke er- 
setzt werden, auch 


(69) tr, =1 + cosa(cos0, ” — sin8, ¥) 

schreiben kénnen. Differentiiert man schlieBlich noch (63) und (69), so 
1aBt sich ohne Schwierigkeit bestatigen, daB die fiir die Flache © auf- 
gestellten Formeln (17) bis (21) von § 2 saimtlich ohne Anderung von 
Vorzeichen fiir ©, Giiltigkeit behalten, wobei dann also die darin vor- 
kommenden Gré8en mit Ausnahme von « und f mit dem Index 1 zu ver- 
sehen sind. Das begleitende Hauptdreikant von ©, hangt mit dem der 
Flache © durch die orthogonale Substitution mit der Determinante + 1: 


x x) xz) 





x, ba | ae as 


minlal & 


a" i», te | % 





(70) 














zusammen, deren Koeffizienten die folgenden Werte haben: 





«,=-—sino, _ a =cososin§,, «, = cosa cos, , 
B,= —cososin@, £, =cos@cos@, — sinosinOsin#,, 
(71) B, = — cos@sin 0, — sino sin 6 cos 9, , 
|).- —cosccos#, y, = —sin@cos0, — sinocos@sin9,, 
7, = sin 9 sin 6, — sin ocos@ cos 9, . 


2. Um nun die Backlundsche Transformation, die durch ein Integral 0, 
von (67) bestimmt wird, auch auf die zweite Fliche © des Lieschen 
Paares anzuwenden, beachten wir, da8 die auf © beziiglichen Formeln 


(22) bis (24) von § 2 aus (18) bis (21) durch die Substitution a| xe, B| e 


hervorgehen. Es geniigt demnach, beim Ubergang zu den iiberstrichenen 
GréBen auch auf die Differentialrelationen (64) bis (67) diese Substitution 
auszuiiben. Dabei sei @ die charakteristische Konstante der Backlundschen 
Transformation, durch die S in ©, itibergefiihrt wird. Damit nun die zu- 
gehérige GréBe 6, mit dem durch (67) gegebenen 0, identifiziert werden 


kann, mu8 die Bedingung 
(72) l+sing _1+sino 


cos 6 cos o 
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erfiillt sein, die dann auch die Identitét der GréBen R nach sich zieht, 
so daB also die simultanen Backlundschen Transformationen des Lieschen 


Paares der gleichen Moutardschen Transformation entspringen. In der Tat 
befriedigt jetzt auch 


(73) %, = —siné% + cosd(sin0, X” + cos0, X™) 


im Verein mit X die Differentialrelationen (64); ferner gilt fiir ©, analog 
zu (68), (69) die Darstellung: 


(74) £=F+9,3—3,9 =F + 00s6(cos0, ¥” — sin0, ¥”). 
Mit Riicksicht auf die spitere Verwendung fiihren wir den Formeln (71) 


entsprechend noch die 9 Kosinus @,, .. iy APS o> Pay--- GM: 
(75) &=—-—siné, &@, iam: &, = cosécos@, usw., 
so daB in Anlehnung an (70) 

(76) %,=@,%2+4,%"+ 0,2 usw. 


zu schreiben ist. Auf ©, lassen sich jetzt die Formeln (22) bis (24) 
von § 2 unter Hinzufiigung des Index 1 iibertragen. Damit wird auch 
ersichtlich, daB ebenso wie ©G,© die beiden neuen pseudosphirischen 
Flachen G,, S, unter sich durch eine Liesche Transformation mit der 
Konstanten x verbunden sind, Zur Berechnung der zuletzt eingefiihrten 
Konstanten 6 hat man nach (72): 


1—x+(1+x) tg > 





re |! 


tg =e 


Angemerkt sei eine dritte, weiterhin zu benutzende Form dieser Relation: 








o+o 
cos 
1+x 2 
side You" 5 9-<" 
x 
§ 5. 


Erzeugung der Bianchischen durch die Bicklundsche Transformation. 


1. Die betrachtete Moutardsche Transformation der Differential- 
gleichung (54) und ihrer Integrale X, ¥), 3, %, 9, 8 umfaBt, worauf bereits 
hingewiesen wurde, nicht nur die zwischen den Lieschen Paaren 6, S 
und ©, , S, vermittelnden Backlundschen Transformationen, sondern enthilt 
auch die Bianchische Transformation B, durch die die beiden zugehérigen 
Biegungsflachen S und S, vom Typus -(43) einander als Brennflachen- 
mantel einer W-Kongruenz punktweise zugeordnet werden. Man hat 
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namlich, ausgehend von der Darstellung der Flache S durch die Lelieuvreschen 
Relationen (58), abermals die bekannten Formeln fiir den zweiten Brenn- 
flachenmantel eines durch die Moutardsche Transformation erzeugten 
W-Systems anzuwenden und findet so unmittelbar fiir S,(z,, y,, z,): 


(78) 2,=2+4([(9, —9,)(3 —38)—(3, —3,)(9—9)I, 
wobei dann auBerdem analog zu (58): 
~~ 1 y, < %, , 3 “3h 8. 
~s (Die —(Di)a» (Bade — (Bade 


Y,- v, ’ 8- 31 d a} 
(D, F tp (Dos (B1)¢ = (Bi), 

ist. Definiert man nun die GréBen wu,, v,, 4,. My, Sas Mar Cas Gtr =< 
e{f,..., 4,... mit Hilfe der beiden neuen Bildkugeln (%,, 9%),, 3,) 
und (%,, ¥),, 3,) nach dem Muster der Formeln (26) bis (28), (30) von § 2 
(die tatsachliche Berechnung wird auf einem zweckmaBigeren Wege er- 
folgen), so schlieBt man aus der Aquivalenz von (42) und (58), daB der 
Ausdruck (79) durch 


| dz, = 2(i+* ¢, du, + 1>* & dn) 
(80) | 


da 
(79) 











1 - x 1—x ’ 
—d{ F(a th)+ pee mati ae} 


ersetzt werden kann. Damit nimmt das Quadrat des Linienelements des 
durch (78) gegebenen zweiten Brennflachenmantels S, wieder die Form (43) 
an, wobei u,,v, an die Stelle von u,v getreten sind"). 
Nicht zulassig ist es, aus (80) nun ohne weiteres die Giiltigkeit der 
endlichen Relation 
oa 1—x 


1 . 1+ , 
(81) Plath) =% — py ahs — Ty 


zu folgern, in der, wie noch einmal hervorgehoben sei, ¢,,1,, 2 die Aus- 
driicke (69), (74), (78) bedeuten. Es ware denkbar, daB die beiden Seiten 
von (81) sich durch eine additive Konstante unterscheiden; mit anderen 
Worten: es fragt sich noch, ob die drei transformierten Flichen ©,, S,, S, 
untereinander wieder in demselben geometrischen Zusammenhang wie 
S, ©, 8 stehen oder ob es zur Herstellung dieses Zusammenhangs erst 
einer Parallelverschiebung der Flache S, bedarf. Der Nachweis, daB (81) 


4%) Die durch die beriihrenden Strahlen bewirkte Zuordnung der Punkte von 
8 und S, entspricht also nicht der Isometrie; sie hat vielmehr die Korrespondenz der 
Asymptotenlinien zur Folge. 


27* 
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in der Tat eine Identitat ist, gelingt nicht miihelos und wird deshalb bis 
an den Schlu8 der nachfolgenden erginzenden Entwicklungen verschoben. 

2. Es handelt sich jetzt darum, die in u,v, 4, linearen und ho- 
mogenen Ausdriicke fiir u,,v,,4,, 4, zu ermitteln. Dabei gilt es, die 
Rechnung sozusagen von einem Schénheitsfehler frei zu halten, der sich 
bei unmittelbarer Verwendung der zu (27), (28) analogen Formeln ein- 
stellt und darin besteht, daB wenigstens von einem der gewiinschten Aus- 
driicke zunachst das Quadrat gefunden wird. Es empfiehlt sich deshalb, erst 
die Verhaltnisse der gesuchten Koeffizienten zu bestimmen; statt einer redu- 
zierbaren Quadratwurzel tritt dann lediglich ein verfiigbares Vorzeichen auf. 

Mit Beriicksichtigung der Tatsache, daB die Determinante der Matrix (32) 
nicht verschwindet, setzen wir: 


u,=au+bo+ci+dz, 
&=aft+be+ce™+d0E", n—ant+..., G=—att+..., 
wobei die unbekannten Koeffizienten a,b,c, durch die Relation 
a+h+0°+p'=1 
verbunden sind. Da nun fiir &, die zu (30) analoge Darstellung gilt, wird: 
01 Ey + A Et? + wm BP = as + be’ + ce + dE™. 


Rechts driicken wir é, &’,é, é° mit Hilfe der Formeln (30) durch 
x, %,2%™ aus und diese GréBen wiederum an der Hand der Tafel (70) 
durch %,, ¥°’, ¥,”. Die vektorielle Natur der Beziehung (der Buchstabe X 
kann durch ¥) und § ersetzt werden) verlangt die Ubereinstimmung der 
Koeffizienten von X,, ¥{", ¥ zu beiden Seiten des Gleichheitszeichens. 
Es ergibt sich so: 
v, = (— ba, — ca, — da,)u + (ae, + da, — ca, )v 

+(— da, + aa, + ba,)4 + (ca, — ba,+ acy) p, 
A= (- bp, ir cp, — bA,)u 4 (ap,+ ds, — cp,)v 

+ (— df, + af, + bA,)4+ (ch, — bf, + af) pz, 
#, = (— by, — cy, — Dyg)u + (a7, + D7, — Cy,)0 

+(— Dy, + ay, +by,)4+ (cy, — by + ayy). 

Hiermit sind offenbar, sobald a, b,c, ) bekannt sind, auch die iibrigen 

zwolf Koeffizienten der orthogonalen quaterniren Substitution gegeben, 
vermége deren die Matrix (32) in die entsprechende iibergeht, deren Ele- 


mente den Index 1 tragen. Allerdings mu8 noch gezeigt werden, da fiir 
&, €2, E die mu (84) analogen Formeln: 


(85) A = (— ba, — ca,— ba, )& + (aa, + da, — Co) €” 


(82) 


(84) 








+ (— da, + aa, + ba,)E” + (ca, —baytac,)é® usw. 





2 te ne eee 
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tatsdchlich bestehen. Um die hierzu erforderliche Rechnung zu vereinfachen, 

ersetzen wir zunichst das System (84) durch das véllig gleichwertige: 
@,0,+ 6,4, +7,4,= —bu+av—di+ cy, 

(86) 50, + £4, + 4, = — cu+dv+ai—by, 
@,0,+ £4, + 7g4,= —du—cv+bi+az. 

Ebenso kénnen an die Stelle der fraglichen Relationen (85) drei andere: 

(87) 8 +B, E +7, 8" = —bé+a8’—dE+ ce usw. 


treten, die sich nun leichter bestatigen lassen. Wir beschrinken uns beim 
Beweis von (87) auf die geschriebene erste Relation (auch der nachtrag- 
liche Ubergang zu den entsprechenden Formeln in » und ¢ bedarf keiner 
Erlauterung) und geben der linken Seite. indem wir fir ¢,, &”, &” die 
Ausdriicke 


& = —u,%,— 4, 2°44, 2 usw. 
einfiihren, die folgende Gestalt: 
(88) { a, & +B, e+ "1 = — u, (a, %,+ B, y+ 7,%;°) 
a (6, 2.” 7,21”) 2 A, (7,2, nae «, £,”) — Py (a, x — B,%,). 
Da aber 
A, 2” as 1,2) = By (7,8 + 7 x% 4 Ys x”) 
— 71 (B,¥ + Bye? + B,%”) = a, x? — a, £”, 
7,%,— 4, x= Bs ze — B, 2°, ab ra — p,¥,= 7s x” — Ve a 
wird, verwandelt sich (88) in: 
— u, ¥ — (a,v, + pd, + Yay) H+ (O40, + Bad, + Yq My) %” 
und schlieBlich mit Hilfe von (82) und (86) in: 
—(au+bv+ci4+bdyu)¥ —(—du—cv+bi+ay)¥” 
+(—cu+dv+ads — by )¥" = — bE + ad’ — DEM 4 ce, 
womit die Giiltigkeit von (87) erwiesen ist. 
Man gelangt nun aber auf Grund der gleichen Uberlegung noch zu 
einer zweiten Darstellung der quaterniren Substitution durch die #ber- 


strichenen GréBen. Wir gehen dazu von der zweiten Formelgruppe (30) 
aus, die wir fiir den Index 1 schreiben: 


§,=0,2,+4,2)+ 4,2) usw., 
und finden, wobei wir unser Augenmerk auf die zum Teil veranderten 
Vorzeichen richten, als Gegenstiick zu (84): 
(89) v, = (— b@, — c&,— Da, )u + (a&, —da,+ c&,)v 

+ (b@,+ a@,— ba,)i+(—ca#,+be@,+a%,)u usw. 
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(fiir 4, und mw, ist der Buchstabe « durch f bzw. y zu ersetzen). Durch 
Gleichsetzen der so auf doppelte Weise ausgedriickten Koeffizienten er- 
halten wir an der Hand der Systeme (84) und (89) im ganzen zwilf 
lineare homogene Gleichungen fiir a,6,c,d. Es geniigt natiirlich, aus 
diesen drei voneinander unabhingige herauszugreifen, so da8 man in der 
Lage ist, durch geeignete Auswahl die Rechnung abzukiirzen. Wir nehmen 
die drei folgenden: 


(@, — «,)b + (@ —a,)c+(@—a,)d=0, 
(B, — B,) 6 + (By— By) € + (Bs — By) = 0, 
(@, + «,)¢—(& —a,)b— (@,—a,)a=0. 
Setzt man jetzt die Werte (71) nnd (75) fiir die Koeffizienten der auf 


die beiden Dreikante ausgeiibten Drehungen ein, so ergibt sich zunichst 
aus der ersten und zweiten Gleichung, daS 6 = 0 sein muB, wahrend 


c=ecos0,, d= --osin8, 


wird, wobei g einen Proportionalitatsfaktor bedeutet. Aus der dritten 

Gleichung folgt weiter: - 
a= ctg* a . 

Bestimmt man g aus (83) unter willkiirlicher Festsetzung des Vorzeichens, 

so hat man: 





a = cos“=—, b=0, ¢ = sin >“ cos6,, = —sin“>“sin0, 


und erhalt mit Beriicksichtigung von (85) die gewiinschten Formeln: 




















f, = cos*>"é + sin “= (cos, ” — sin 0, &”), 
g = —sin “4° ¢’ + cos“** (sin 0, £” + 008, &™), 
® . — sin == cos @- — cos = +" sin8.2” 
a + (cos 25" cos0, cos @ — sin 2 +° sin @, sin 6) é” 
— (cos *=* sin @, cos + sin? +" cos, sin®) é”, 
= sin °>* sin 0-¢ — cos“ +" cos0-£’ 
— (cos 7 cos, sin @ +- sin 2+? sin 0, cos 6) a 
+ (cos 2S sin @, sin — sin “** cos0, cos) &®. 


Die gleichen Beziehungen gelten in 7 und ¢. Von der vierten Formelgruppe 
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fiir u,,v,,4,, 4, setzen wir der Deutlichkeit halber die beiden ersten hier- 
her, da von ihnen Gebrauch gemacht werden soll: 


“= cos =" uw + sin =" (cos 0, -4 — sin 0, -), 





(91) a+ e+0 


v, = — sin 5 + cos 3 (“in 0,-2 + cos6,- 4). ™) 








Ohne nahere Ausfiihrungen sei bemerkt, daB durch die Formeln (90), 
(91) die Backlundsche Transformation auf die Hilfsflache 2(&,7,¢, «) 
des elliptischen Raumes ausgedehnt wird., Damit ist auch der Anschlu8 
an die unter *) genannte Abhandlung von Bianchi gewonnen, in der dieser 
die Biacklundsche Transformation im elliptischen Raume als Ausgangs- 
punkt fiir die Transformation der Biegungsflichen der imaginaren Para- 
boloide benutzt hat. 


3. Wir bedienen uns nun zur Umformung des Gleichungssystems (78) 
des Ansatzes: 


(92) 2,—2=3((9,—¥,)(3—3) —(8,—3,)(M-D] = AE+ Be’, 


bei dem zunachst nur der Umstand beriicksichtigt ist, daB der Punkt 


(2, ¥,,2,) von S, in der Tangentialebene von S§ liegt. Man findet un- 
mittelbar: 


(93) A=t)>/:'(%,—%,), B=-—t)/é(¥,—%). 


Um den Proportionalititsfaktor ¢ vorweg zu bestimmen, hat man die drei 
Gleichungen des Systems (92) der Reihe nach mit %,%,8 zu multi- 
plizieren und zu addieren. Mit Beriicksichtigung von (30) ergibt sich: 


3 (2,—%,)(93—39)—40— Bu. 
Links werde die aus (30) herzuleitende Beziehung 


5 (93-39) —ue+vE 


benutzt, rechts setze man die Ausdriicke (93) ein; es folgt sofort ¢ = 1. 


Wir erhalten dann aus (93) unter Verwendung von (30), (70), (76) in 
leicht zu iibersehender Weise: 


%) Aus den beiden Formeln (91) folgt, wenn 0, eliminiert und 1°+* durch 
1—wu*—v* ersetzt wird, eine die GréBen u,v, u,,v, verbindende Gleichung vom 
zweiten Grade. Diese ist gleichbedeutend mit der wichtigen, aus der allgemeinen 
Theorie der Bianchischen Transformation B tekannten quadrilinearen Relation 
zwischen den beiden Parameterpaaren, denen auf der gegebenen und der transfor- 
mierten Flaiche die Biegungslinien der Geradenscharen entsprechen. 






































Werte der fiir die Transformation charakteristischen Konstanten o (durch 
o und x ist, wie man wei8, auch é bestimmt) die aus dem Punkte (z, y,z) 
der Flaiche S hervorgehenden Punkte (z,, y,,z,) der co* Bianchischen 
Transformierten S,, die das allgemeine Integral 8, von (67) liefert, jedes- 
mal auf einer Ellipse in der Tangentialebene von S liegen. Ein Paar 
konjugierter Durchmesser dieser Ellipse hat die durch &::¢ bzw. &’: 7’: ¢’ 
gegebenen Richtungen, ist also parallel zu den Tangenten der durch (2, y,z) 
gehenden Kurven v= konst. und «= konst. Wir wollen die bei der 
Bianchischen Transformation sich darbietenden, aus der allgemeinen Theorie 
bekannten geometrischen Verhiltnisse hier nicht weiter verfolgen, weisen 
aber noch auf die Tatsache hin, da8 nicht nur die in Rede stehende Ellipse 
beim Verbiegen der Flaiche S ihre Gestalt und ihre Lage in der Tangential- 
ebene von S§ beibehilt, sondern daB dabei auch die Tangentialebenen der 
co’ Flachen S, in starrer Koppelung mitgefiihrt werden. Wird demnach 
S beliebigen Biegungen unterworfen, so lassen sich die co’ aus Punkt 
und hindurchgelegter Ebene bestehenden Facetten stets wieder als Flachen- 
elemente von co’ Bianchischen Transformierten S, aneinanderreihen**). 


Klammern stehenden Verbindungen mittels (91) durch u,u, bzw. durch 
v, v, aus und erhalten mit Beriicksichtigung von (77): 


(95) 2z—z2= —2i+*(u— cos*5*u,)§ — 235 (0+ sin “F%o, )e’. 
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A= S (— uk — p84 22) (0,8 + B+ « ¥%) | 
— > (— uE + wk — iF) (2,F + a F"+ a2), 











also 
A =(@,— a@,)u—(@ + a) w+ (@+a,)4 
und ebenso: 
B=(@, —a,)v+(@—a,)4 + (@ —a,)p. : 
Mittels (71) und (75) wird: . 
A = — (sin é — sino) u + (cos é + cosa) (cos@,-4 — sin 6, -n), 
B = — (siné — sinc) v — (cosa — cos@) (sin 0,-4 + cos6,-), 
und (92) geht’ iiber in: 
2, — z= 2008+" | — sin 2=*u + cos2>* (cosO,-4 — sin, -n)| é 
(94) —_ Geta 22 +o ¢+6 








; [cos 3 v + sin “**(sin 0, -4 + cos0, -)] &. | 


Aus dem Formelsystem (94) folgert man, da8 bei festgehaltenem 


4. Zur weiteren Umformung von (94) driicken wir die in den runden 











2 l+«x 2 


*) Bianchi, Lezioni di Geom. diff. 8, § 39. 
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Auf analogem Wege gelangt man, wiederum von (78) ausgehend, zu einer 
zweiten Formel, die den we ae esis von S, zu § darstellt: 


(96) 9 2, —2—25+*(u,— ©) E+ 21—* (0,4 sine t* er. 


Will man iibrigens die Gleichheit der rechten Seiten von (95) und (96) 
direkt nachweisen, so verfihrt man zweckmaBig folgendermaBeu. Man 
multipliziert die nach (90) und (91) bestehenden Gleichungen 











£,— cos °>* ¢ = sin 25” 








— sin 6,é), 





u, — Cos 





. sin 6, - 4) 
miteinander, ebenso die entsprechenden Formeln fiir ¢; und v,, addiert 
die beiden erhaltenen Gleichungen und benutzt schlieBlich zur Reduktion 
die Beziehung: 
EAP 4 weEM— — ue — ve’. 
Wir addieren nun die Relationen (95) und (96) und erhalten nach 
einer leichten Umformung: 











1+x 1—x 1+x 
(97) Ss Tox “161 — Tends — (27g et; TFs ) 
\ —o1+ - ¢+o1—x 
= cos >? 5 +* (uw, & — wg,) — sin 4 Tx" 0, — vés). 


Daneben bilden wir uns mit Hilfe von (69), (74), (36): 
$(&t+%)— 3 (e+2) 
= 5 e080, [(cos o + cos 8) (+ ¥™) + (cso — cos) (%° — ¥™)) 
— 1 sin 0, [(cos o + cos 4) (2 + ¥) + (00s o — 008) (292) 


o+o G—o 


= cos "=" cos >" [(cos6,-4 — sin O,-u)§ — u(cos8, é” — sin 8, &)] 








“$* sin ®5* [(sin 0,-2 + 008 ,-1)é” — 0(sin 0,2" + cos 0, £)) 





und finden, indem wir die Ausdriicke in den runden Klammern wieder 
mittels (90) und (91) umformen: 
1 = 1 7 
3 (ti +B) “= g (& +E) 
oie +o1—x ’ 
(ts & — ué,) — sin oe (o, uv,’ — — vé,). 


Auf Grund dieser Bezichung und der Formel (46) lesen wir jetzt die 
Relation (81): 


= cos 25° t+ 
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1+x 
l1—x 


u,§,— at i= (t+ t,), 
deren Beweis nachzuholen war, unmittelbar aus (97) ab. Es gilt also 
der Satz: 

Wird das Liesche Paar pseudosphdarischer Flachen S,S durch simul- 
tane Backlundsche Transformationen in ein neues Liesches Paar S,, S, 
tibergefiihrt, so geht gleichzeitig die zugehdrige Biegungsflache S vom Typus 
(43) durch die Bianchische Transformation B in eine Biegungsflache 8, 
des gleichen Typus tiber; dabei bleibt der zwischen dem Lieschen Paare 
und der Biegungsflache bestehende geometrische Zusammenhang erhalten, 
d. h. auch die Tangentialebene von S, enthdalt die Mitte der geradlinigen 
Verbindung korrespondierender Punkte von ©, und ©, und ist Symmetrie- 
ebene zu den Richtungen der Normalen von ©, und G,. 

5. Wir beschlieBen die Untersuchung mit dem Beweis des folgenden 
Zusatzes, der sich auf die in § 3, 6 eingefiihrten Nebenflichen S”’ bezieht: 
Eine jede zu S gehérige Flache 8S” hangt mit der entsprechenden zu S, 
gehérigen Flache S” durch eine asymptotische Transformation zusammen. 

Nachdem wir (81) bestatigt haben, gelten die friiheren Formeln aus- 
nahmslos fiir den Index 1. Wir haben also nach (62): 


es | 2 = 25 [(1+») (f+#) —2r2], 


xy” = mea ((1+¥»)(z,+,)—2»2,], 


Die Behauptung wird, wie man leicht erkennt, bewiesen sein, wenn die 
Relation 


i 


i ee Y,+7%, 8.+73: 

"1 D+), 8+73 

durch Einsetzen der Ausdriicke (98) zur Identitét wird. Beziiglich der 

von » freien Glieder und der Glieder mit »* gelten in der Tat die Formeln 

(68) und (74): 

(99) i—-r=%9,3-—3.9, t.—F=9,3-—3.9, 

wahrend die Glieder mit dem Faktor » das Bestehen der Gleichung 
%—t+(%,—f)—2(,- z)= 9,3 —3,9+9,3-3.9 

verlangen. Die Richtigkeit derselben ergibt sich aber aus (99) und (78). 





(Eimgegangen am 14. 4. 1926.) 








Beitrag zur Differentialgeometrie der reguliren 
Somenkongruenzen. 


Von 


O. Miihlendyck in Charlottenburg. 


Unter den analytischen Somenkongruenzen stellen die ,,regularen“ 
Somenkongruenzen die wichtigste Klasse dar. Diese Klasse habe ich 
bereits in einer friiheren Arbeit’) behandelt. Wahrend ich indes friiher 
die Untersuchung auf begleitende duale Vektoren der Somenkongruenz 
stiitzte, werde ich jetzt begleitende Biquaternionen zugrunde legen und 
fiir diese die Ableitungsformeln bilden. Auf diese Weise wird eine er- 
hebliche Vereinfachung der Rechnungen erzielt. Die neue Behandlungs- 
weise ist analog zu der in einem Vortrag in der Berliner Mathematischen 
Gesellschaft gegebenen Behandlung der regularen eindimensionalen Somen- 
mannigfaltigkeiten*). Damit ich mich kurz fassen kann, setze ich diesen 
Vortrag als bekannt voraus*). Wie die regularen eindimensionalen Somen- 
mannigfaltigkeiten weitgehende Analogien zu den Raumkurven aufweisen, 
haben die regularen Somenkongruenzen starke Anklange an die Flachen; 
freilich bieten sie auch manches Neue, das in der Flachentheorie kein 
Analogon hat. Ich werde mich darauf beschrinken, aus dem umfang- 


reichen Gebiet einiges herauszugreifen. 


1) Monatshefte fiir Mathematik und Physik 1917, S. 169 ff. 

*) Sitzungsberichte der Berliner Mathematischen Gesellschaft 1925, S. 44 ff. In 
den folgenden Anmerkungen kurz mit I bezeichnet. 

*) In Zweifelfaillen sehe man in den grundlegenden Arbeiten Studys iiber Somen- 
geometrie nach: E. Study, Geometrie der Dynamen, Anhang, Leipzig 1903; E. Study: 
Grundlagen und Ziele der analytischen Kinematik, Sitzungsber. d. Berl. Math. Ges. 12 
(1913). Niitzlich zur Einfiihrung in die Somengeometrie ist: H. Beck, Uber lineare 
g 


& aha Viale até. 


gfaltigkeiten, Math. Annalen 81 (1920). 
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1. Die Grundgré8en erster Ordnung, das Steigungsma8 und die mittlere 
Steigung einer reguliren Somenkongruenz. 


Es werden wie friiher duale GréSen und Biquaternionen benutzt. 


(1) Q= Qt Qe + Vee + Ose, = Mit eds 
sei eine Biquaternion. Die Koeffizienten g;, und g,, sind reelle oder 
komplexe GréBen, die mit Hilfe der Einheit ¢ gebildeten CréBen Q; heiBen 
duale GréBen. Mit der Einheit « wird auf Grund der Formel 
(2) e*=0 
gerechnet. Man bezeichnet g,, als den skalaren, g,, als den vektoriellen 
Koeffizienten der dualen GréBe Q;. Die Einheiten e,, ¢,, ¢, geniigen fol- 
genden Rechenregeln: 
d-g-g—— 
| && = —&&™= 4, 
€30, = — 0,6 = &, 
6.4 = — 4&4, = &- 
R,8,T seien ebenfalls Biquaternionen. Dann werde zur Abkiirzung 
gesetzt 


(3) 


Q3+ 9? + Q3+ Q3=(2Q), 





Qo Ro + Q, 2, + Q, R, + Q, 2, = (QR), 
(4) Q, Ry ST, 
QRST babs Q, R,8,T, 
(ORST) =) 0, 2,87, 
Q, R, 8, T, 


Ein Soma wird durch eine Einheitsbiquaternion dargestellt : 
(5) X=X,+X¢,+%,4+%,¢, X=a+eh,, (XX)—1. 
Da wir analytische Somenkongruenzen betrachten wollen, setzen wir die 


Koeffizienten «;, 8; als analytische Funktionen zweier Parameter u und v 
an und schreiben kurz 


(6) X = X(u, v). 

Zu der Schraubung, die das Soma (u,v) der Somenkongruenz in das 
benachbarte Soma (u + du, v + dv) iiberfiihrt, gehére der Drehungswinkel 
2d0 und die SchiebungsgréBe 2dH. Dann wird d3 = d0+ «dH als 


das duale Bogenelement der ea bezeichnet. Es ergibt sich 
die Formel : 


(7) 3° — (40+ ed H)* = Edu*+ 2Gdudv+ Gdv’, 





———— << 
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€ = E, + eE,-(X,X,), 
(8) = F,+eF, =(X,4%,), 
G= G, + eG, = (X,X,). 


Die Indizes u und wv deuten die partiellen Ableitungen nach den Para- 
metern u und wv an, die Klammersymbole sind durch (4) erklart. Durch 
(8) sind die GréBen #,, H,, F,, F,, G,, @, bestimmt, die als die Grund- 
groBen erster Ordnung der Somenkongruenz bezeichnet werden. 

Zerlegt man die duale Formel (7) in ihre Bestandteile, so ergibt 
reg d6° = E,du* + 2F,dudv+ G,dv’, 
(9) 240dH= E,du*+2F,dudv+ G,dv*. 


Hieraus findet man fiir die ,,Steigung* o—dH:d0@ des dualen Bogen- 
elements d3 die Formel 


(10) uit Gee we 1 E,du*+2F,dudv+ G,dv* 
. 6 2 E,du®+2F, dudv+G, dv* 


Diejenigen Werte von o, fiir welche die Gleichung (10) eine Doppel- 
wurzel fiir du:dv liefert, mégen als die Hauptsteigungen der Somen- 
kongruenz an der Stelle (u,v) bezeichnet werden. Sind o, und o, die 
Hauptsteigungen, so werde gesetzt 


(11) 0 


Wir nennen + die totale Steigung oder das SteigungsmaB und yu die 


mittlere Steigung der Somenkongruenz an der Stelle (u,v). Es ergibt 
sich: 


1% =T, %+ Oy = HM. 





1 Ba-F 

4 £.G,-F;’ 
(12) _ 1 £,G,-2F,F,+G,E, 
| «=3 RG-Fh 


Man erhilt fiir das Steigungsma8 und die mittlere Steigung bestimmte 
endliche Werte, wenn E,G, — F,; +0 ist. Analytische Somenkongruenzen, 
fiir die 
(13) E,G, — F7 == 0 
ist, heiBen regular. 

Unter einer Stelle allgemeiner Lage einer regularen Somenkongruenz 
verstehen wir eine solche Stelle, fiir deren Umgebung eine derartige 


Parameterdarstellung (Entwicklung in gewohnliche Potenzreihen) méglich 
ist, daB fiir die Stelle £,G, — F; + 0 wird. 
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Wir werden nur Stellen allgemeiner Lage der regularen Somenkon- 
gruenz X(u,v) in Betracht ziehen und dabei immer voraussetzen, die 
Parameter u und v seien so gewahlit, daB fiir die gerade betrachtete Stelle 


(14) E,G, — Fi +0 


ist. Alsdann ergeben sich zufolge (12) fiir t und » bestimmte endliche 
Werte, so daB der Satz gilt: 


Satz 1. Hine reguldre Somenkongruenz hat an jeder Stelle allge- 
meiner Lage ein bestimmtes endliches Steigungsmaf und eine bestimmte 
endliche mittlere Steigung. 


2. Die beriihrende ebene Somenkette und die Somennormale einer 
reguidren Somenkongruenz. 


Zur Stelle (u,v) der reguliren Somenkongruenz X(u,v) gehért eine 
Gerade, die durch den dualen Einheitsvektor 


X*X. XX +5 
jeo-—3" 
(PP) = P?+ P3+ Pj =1 


gegeben ist. Die skalaren und vektoriellen Koeffizienten (s. 0.) der dualen 
GréBen P,, P,, P, stellen die Richtungskosinus und Momente der Geraden 
dar. Die Gerade P existiert an jeder Stelle allgemeiner Lage der 
Somenkongruenz, da fiir jede solche Stelle der skalare Koeffizient des 
dualen Nenners in (15) wegen (14) von Null verschieden ist. Zu den 
Schraubungen, die das Soma (u,v) der Somenkongruenz in die benach- 
barten Somen (u-+du, v-+ dv) iiberfiihren, gehéren Gewinde, deren 
Achsen die Gerade P senkrecht schneiden. Diese Eigenschaft berechtigt 
uns, die Gerade P als die zur Stelle (u,v) gehérige Normalachse der 
Somenkongruenz zu bezeichnen. Durch Festlegung der Quadratwurzel 
¥€@ — §* wird die Normalachse orientiert. 

Da das Soma (u,v) der Somenkongruenz durch eine Einheitsbiqua- 
ternion X dargestellt ist, kénnen wir es ebenfalls als orientiert auffassen. 
Wir iiben auf das orientierte Soma X eine Drehung um die zugehérige 
orientierte Normalachse P durch den Winkel 2 aus und erhalten so das 
orientierte Soma 


(16) Y= -— XP. 


Eine Anderung der Orientierung des Soma X zieht, wie man sieht, 
auch eine Anderung der Orientierung des Soma Y nach sich. Ausgerechnet 
und etwas umgeformt ergibt (16): 


(15) P= P,¢,+ P,4.+ Pye, = 
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1 xX, Xo. Xo, 
& x, Xi, xX, — 
(7) Thy, Ky Mea Kyu ee +8 
es x; Xs. X;, 
Wir betrachten die ebene Somenkette *) 
(18) (YX*)=0, 


wo Y aus (17) zu entnehmen und X* eine veranderliche Einheitsbiqua- 
ternion ist, die das laufende Soma der ebenen Somenkette darstellt. Da 
die ebene Somenkette durch das Soma (u,v) der Somenkongruenz und 
alle benachbarten Somen (u + du, v + dv) hindurchgeht, bezeichnen wir 
sie als die beriihrende ebene Somenkette an der Stelle (u,v). Jeder 
Stelle allgemeiner Lage der Somenkongruenz ist ein bestimmtes Soma Y 
zugeordnet, also auch eine bestimmte beriihrende ebene Somenkette (18). 
Das Soma Y und die beriihrende ebene Somenkette (18) sind zueinander 
reziprok. 


Wir betrachten noch die gerade Somenkette ‘) 
(19) X* = Xcost + Ysint, 
wo Y durch (17) gegeben und t ein dualer Parameter ist: 
(20) t=t, + et, 
wahrend die Funktionen cost und sint durch 


cos t = cost, — ef, sint,, 
(21) 1 3 1 


sin t = sin t, +- et, cost, 


erklart sind. Da die gerade Somenkette (19) durch das Soma (u,v) der 
Somenkongruenz hindurchgeht und die zu diesem Soma gehérige Normal- 
achse (15) der Somenkongruenz als Achse besitzt, kénnen wir (19) als 
die Somennormale der Somenkongruenz an der Stelle (u,v) bezeichnen. 
Ebenso wie die beriihrende ebene Somenkette existiert auch die Somen- 
normale an jeder Stelle allgemeiner Lage der Somenkongruenz, wobei wir 


an die in Nr. 1 gegebene Erklarung der Stelle allgemeiner Lage erinnern. 
Es hat sich ergeben: 


Satz 2. Hine reguldére Somenkongruenz hat an jeder Stelle allge~ 
meiner Lage eine bestimmte beriihrende ebene Somenkette und eine be-~ 
etimmte Somennormale. 
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3. Die duale Kriimmung einer auf einer reguliren Somenkongruenz 
gelegenen reguliren eindimensionalen Somenmannigfaltigkeit und dic 
GrundgréBen zweiter Ordnung der Somenkongruenz. 


Die Stelle (u,v) der regularen Somenkongruenz X(u,v) sei eine 
Stelle allgemeiner Lage (s.0.). Wir betrachten eine durch das Soma 
(u,v) gehende, auf der Somenkongruenz gelegene regulire Somen- M, (ein- 
dimensionale Somenmannigfaltigkeit ) 


(22) X=X(u,v), u=u(t), v—v(t). 


Fiir diese Somen-M, sei (u,v) ebenfalls eine Stelle allgemeiner Lage 
Dann existiert an der Stelle (u,v) ein begleitendes Somentetraeder*) mit 
den orientierten Ecksomen X, X,, X,,, X,,, und es gelten fiir die Ablei- 
tungen der Einheitsbiquaternionen X, X,, X,,, X,,, nach dem Parameter ¢ 
die Formeln *): 


x’ = g, X7, 
xX; =—g,< + G_ Xz; 

=) Xu = — g§, Xz + Qs Xi, 
Xin = — gs Xiz- 





Die dualen GréBen g, , g,, gs sind Differentialinvarianten der Somen M,,. 
Langs der Somen-M, gilt 


(24) (¥X’)=(¥X,)w +(¥X,)v =0, 


und es ergibt sich, wenn wir nach ¢ differenzieren und die Formeln (23) 
anwenden: 


(25) e G,(¥X,,) = mane (¥, X,)u” a [(¥, X,)+(¥, X,)]uev a (Y,X,)v° 
= (¥X,,)u’* + 2(¥X,,)u’v’ +(¥X,,)v”. 
Zufolge (16) ist 
= —XP. 
Ferner ist’) 
(26) X,= —XP,,, 


wo P,, ein dualer Einheitsvektor ist, der die orientierte Hauptnormalachse 
der Somen-M, an der Stelle (u,v) darstellt. Nun gilt folgender Satz: 
Sind Q und R beliebige Biquaternionen und A und B Einheitsbiquater- 
nionen, so ist immer (QR)=(AQB, ARB). Folglich erhalten wir 


(27) (¥X,,)=—(—XP, —XP,)=(X" XP, X" XP,,)=(PP,). 


5 1, 8. 47. %) I, 8. 49. *) I, 8. 47. 
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Bezeichnen wir den Winkel, den die orientierte Normalachse P der 
Somenkongruenz und die orientierte Hauptnormalachse P,, der Somen-M, 
miteinander bilden, mit y,, ihren Abstand mit y,, so wird f=, +9, 
als der duale Winkel der beiden Achsen bezeichnet und es besteht die 
Beziehung 


(28) (PP,,) = cosf. 
Folglich wird 
(29) (YX,,) =(PP,,) = cosf. 


Wir dividieren jetzt (25) durch 
(30) {= (X’ X’) = (X,X,)u"* + 2(X, X,)u’o’ + (X, X,) 0” 
= Eu" + 2Fu'v’ + Gv", 


beriicksichtigen, daB g,:g,—f ist, wo £ die duale Kriimmung*) der 
reguliren Somen-M, an der Stelle (u,v) bedeutet, setzen zur Abkiirzung 





(31) (YX,,)=2, (YX,,)=M, (FX,,)=R 
und erhalten 

‘ 2 du? +2Mdudv+Rdv* 

(32) t cos f = Edu*+2%dudv+Gdv* - 


Diese Formel kann zur Berechnung der dualen Kriimmung f der regu- 
laren Somen-M, an der Stelle (u,v) dienen. 
In der Formel treten die dualen GréBen 2, M, N auf: 


(33) Q=—L,+eL, M=—M,+eM,, N=—N,+eN,. 


Die GréBen L,, L,, M,, M,, N,, N, werden als die GrundgréBen zweiter 
Ordnung der reguliren Somenkongruenz bezeichnet. 


4. Das duale Kriimmungsma8 und die duale mittlere Kriimmung 
einer regularen Somenkongruenz. 


Als duales Inhaltselement einer regularen Somenkongruenz X(w, v) 
an der Stelle allgemeiner Lage (u,v) erklaren wir den Ausdruck 


(34) (YXX,X,)dudv, 


wo Y und das Klammersymbol durch (17) und (4) gegeben sind. Wir 
setzen nun zunachst voraus, die X (u,v) zugeordnete Mannigfaltigkeit Y(u, v) 
sei ebenfalls eine regulare Somenkongruenz und (uw, v) sei eine Stelle all- 
gemeiner Lage derselben. Dann existiert an der Stelle (u,v) sowohl der 
Somenkongruenz X(w,v) wie der Somenkongruenz Y(w, v) eine bestimmte 
Normalachse (s. 0.), und zwar fallen die beiden Normalachsen, wie man 


*) I, 8. 50. 
Mathematische Annalep 97, 28 
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leicht beweist, zusammen. Nun erinnern wir an die in Nr. 2 gegebene 
Konstruktion von Y: wir iibten auf das orientierte Soma X eine Drehung 
um die zugehérige orientierte Normalachse P durch den Winkel 2 aus 
und erhielten so das orientierte Soma Y. Uben wir dieselbe Transformation 
auf das orientierte Soma Y aus, so gelangen wir zu dem orientierten Soma 
(35) —YP=XP*=-—X. 


Wir werden daher das duale Inhaltselement der Somenkongruenz Y(u, v) 
an der Stelle (u,v) erhalten, wenn wir in (34) Y durch — X und 
X, X,, X, durch Y, Y,, Y, ersetzen. Es ergibt sich 

(36) —(XYY,Y,)dudv=(YXY,Y,)dudv. 

Nun erklaren wir als duales Kriimmungsma8 & der reguliren Somen- 
kongruenz X(u,v) an der Stelle (w,v) den Quotienten aus (34) und (36): 
(YXY.Y,)  (¥XY,Y¥,)(¥XX, X,) 








R = K, + eK, = yyy. x) = (YX X,X,) 
= (Y, X.)(Y. X,) — (Y¥, X,) (Y, Xu) 
(37) mea; at LS ® a, 
_ 2R- mR 
EG-F" 





Bei der Herleitung von & hatten wir vorausgesetzt, daB (u,v) eine 
Stelle allgemeiner Lage der reguliren Somenkongruenz X(u,v) sei, dab 
ferner Y(u,v) eine regulire Somenkongruenz sei und in (u, v) eine Stelle 
allgemeiner Lage habe. Die auf Y(u,v) beziiglichen Voraussetzungen 
lassen wir jetzt fallen und setzen fest, daB das duale Kriimmungsmai 
einer reguliren Somenkongruenz X(u, v) an einer Stelle allgemeiner Lage 
(u,v) immer durch die Formel (37) erklart sein soll. Es ergibt sich als- 
dann an jeder Stelle allgemeiner Lage ein bestimmtes endliches duales 
KriimmungsmaB. Liegt die regulire Somenkongruenz X(u,v) auf einer 
ebenen Somenkette, so ist ® = 0. Freilich gibt es auch regulire Somen- 
kongruenzen, die nicht auf einer ebenen Somenkette liegen und trotzdem 
das duale Kriimmungsma8 Null haben. Die analoge Erscheinung haben 
wir bei den Flaichen, indem es Flichen vom Kriimmungsma$ Null gibt, 
die keine Ebenen sind. 

Im Anklang an die Formel fiir die mittlere Kriimmung einer Flache 
erkliren wir die duale mittlere Kriimmung 9 der regularen Somenkongruenz 
X(u,wv) an der Stelle allgemeiner Lage (u,v) durch 
(38) 9= 8, +H, =A. 

Wir erinnern an die in Nr. 1 gegebéne Erklarung der Stellen allgemeiner 
Lage und haben den 
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Satz 3. Hine reguldre Somenkongruenz hat an jeder Stelle allgemeiner 
Lage ein bestimmtes endliches duales Kriimmungsmaf und eine bestimmte 
endliche duale mittlere Kriimmung. 


5. Die Ableitungsformeln und die Grundgleichungen. 


An der Stelle allgemeiner Lage (u,v) der reguliren Somenkongruenz 
X(u,v) sollen fiir X die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung und fiir 
das durch (17) gegebene Y die partiellen Ableitungen erster Ordnung ge- 
bildet werden. Es ergeben sich nach einiger Rechnung die Formeln 


6 €,—2F5.+5G 
= —€X+ 166-8") xX, 
2€§%.— €€, — FE, 
+ “Eee e, + BF. 








e GE,-— FG, EG.—SE y 
Xue — BAT GG g-g) t 2@0-g) et EY 


¢ Dae 203. — GG, —FG, 
(39) Xe @X+ 2(€G-—F"*) x, 





+4 EG.— 25 G+ FG. 














x Y, 
2(EG—F") 7+? 
= — sm- Gz z.+% x, 
EG— 5° EG@G— 3° 
Y = FR—-GM z +t EN , 
EG— 5? EG— 5° 


Wir bilden die dritten partiellen Ableitungen von X und die zweiten 
partiellen Ableitungen von Y auf zwei verschiedene Arten, setzen die 
Resultate einander gleich und gelangen so zu folgenden drei dualen 
Gleichungen: 


[ 








£,— M, seg —gn Oe — FG,)2— (GE, — 255, + 256, 
~ €G) R — 268, — EG, — FE,) NI, 
| N,—M, = wares [((EG, — FE,) N—(EG, — 255, + 296, 
(40) ; — GE.) M — (2GF, — GG, —FG,) 2], 
2R—M* _ : 
= 1+ Teg —gnlee. G, — 25,6, + G2) +3 (E,G, 
— 6,6, +45, %, — 2, 6, —28,,) + G(E, G, — 29,6, 


+ &) +2 (EG ot B°)(2Su. ae €,, m: SI. 
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Zerlegung von (40) in die skalaren und vektoriellen Bestandteile liefert 
sechs Gleichungen, die als die Grundgleichungen der reguliren Somen- 
kongruenz bezeichnet werden. Die sechs Grundgleichungen stellen die 
Integrabilitaétsbedingungen des durch (39) gegebenen Systems linearer 
homogener partieller Differentialgleichungen erster Ordnung dar. Es ergibt 
sich folgender 


Satz 4. Nimmt man die Grundgréfen E,, E,, F,, F,,G,, G., L,, Ly, 
M,, M,, N,, N, beliebig als analytische Funktionen zweier Parameter u 
und v mit gemeinsamem Existenzbereich an, jedoch so, daB die Bedingung 
E.G, — F; +0 und die sechs Grundgleichungen erfillt sind, so gibt es 
zugehdrige reguldre Somenkongruenzen, und zwar sind diese sdmtlich zu- 
einander dquivalent hinsichtlich der eigentlich orthogonalen Somentrans- 
formationen’). 


6. Biegungsinvarianten einer reguliren Somenkongruenz. 


Unter einer Verbiegung einer reguliren Somenkongruenz X(u, v) ver- 
stehen wir eine solche Anderung der Somenkongruenz, bei der die dualen 
Bogenelemente d8 (s.0.) ungeandert bleiben. In der dritten der dualen 
Gleichungen (40) stellt die linke Seite zufolge (37) das duale Kriimmungs- 
ma8 der Somenkongruenz dar, wahrend die rechte Seite nur von den Grund- 
gréBen erster Ordnung und deren partiellen Ableitungen nach den Para- 
metern uw und wv abhingt. Hieraus folgt, daB das duale Kriimmungsma’8 
bei einer Verbiegung der Somenkongruenz ungeandert bleibt. Dasselbe gilt 
von dem Steigungsma8 und der mittleren Steigung der Somenkongruenz, 
die ja auch nur von den GrundgréBen erster Ordnung abhingen. Mit- 
hin gilt der 

Satz 5. Das SteigungsmaB, die mitilere Steigung und das duale 
KriimmungsmaB einer reguldren Somenkongruenz bleiben bei einer Ver- 
biegung der Somenkongruenz ungedndert. 


7. Uber eine mit einer reguléren Somenkongruenz invariant verbundene 
Somenmannigfaltigkeit. 


Mit der regularen Somenkongruenz X(u,v) ist die durch (17) be- 
stimmte Somenmannigfaltigkeit Y(u,v) invariant verbunden. Diese ist 
im allgemeinen wieder eine Somenkongruenz, doch kann sie sich auch auf 
eine Somen- M, oder ein einzelnes Soma reduzieren. Das letzte tritt ein, 
wenn die Somenkongruenz X(u,v) auf einer ebenen Somenkette liegt. 
Wir wollen den Fall naher betrachten, wo die Mannigfaltigkeit Y(u, v) 


*) Uber die G,, der eigentlich orthogonalen Somentransformationen vgl. Study, 
Geometrie der Dynamen, S. 584. 
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wieder eine regulére Somenkongruenz ist. Die GrundgréBen und Invarianten 
der Somenkongruenz Y(u,v) mégen durch einen angefiigten Stern ge- 
kennzeichnet werden. Es ergibt sich nach einiger Rechnung: 


(41) EB,’ G; — F,” = Ki(£,G, — Fi), 
(42) ; Kia x: 


K, und Ky, die skalaren Koeffizienten der dualen GréBen @ und §”*, 
werden als die skalaren Kriimmungsmafe bezeichnet im Gegensatz zu den 
,»vektoriellen* KriimmungsmaBen K, und K,. Da £,G,—F; = 0 ist, 
so muB, wenn Y(u,v) regular, also 2," G,"— F,** +0 sein soll, zu- 
folge (41) K,=£0 erfiillt sein, d. h. das skalare Kriimmungsma8 der regu- 
laren Somenkongruenz X(u,v) darf nicht an allen Stellen allgemeiner 
Lage verschwinden. Ist diese Bedingung erfiillt, so folgt weiter aus (42), 
da8 das skalare KriimmungsmaB von Y(u,v) ebenfalls nicht an allen 
Stellen allgemeiner Lage verschwindet. Die Somenkongruenz X(u, v) hat 
an allen Stellen allgemeiner Lage bestimmte beriihrende ebene Somen- 
ketten (Satz 2), und zu diesen sind Somen der Kongruenz Y (u,v) rezi- 
prok (s.0.). Umgekehrt rechnet man leicht aus, daB zu den ebenen Somen- 
ketten, die die Somenkongruenz Y(u,v) an Stellen allgemeiner Lage be- 
riihren, Somen der Kongruenz X(wu,v) reziprok sind. Es gilt folgender 

Satz 6. Mit jeder reguldren Somenkongruenz, deren skalares Kriim- 
mungsmap nicht an allen Stellen allgemeiner Lage verschwindet, ist eine 
zweite reguldre Somenkongruenz invariant verbunden, deren skalares 
Kriimmungsmap ebenfalls nicht an allen Stellen allgemeiner Lage ver- 
schwindet. Die beiden Somenkongruenzen bestimmen sich gegensettig. 
Die erste (zweite) Somenkongruenz hat an allen Stellen allgemeiner 
Lage bestimmte beriihrende ebene Somenketten und zu diesen sind Somen 
reziprok, die zusammen mit ihren Grenzlagen die zweite (erste) Somen- 
kongruenz bilden. 


(Eingegangen am 22. 3. 1926.) 











Geometrische Untersuchungen itiber Kurvenschwerpunkte. 


Von 
Maximilian Krafft in Minster i. W. 


Im folgenden bezeichne C = (2(s), y(s)) stets einen rektifizierbaren 
ebenen Kurvenbogen, s sei die Bogenlange; m(s) sei eine stetige, mono- 
ton wachsende Funktion von s ohne Konstanzintervalle. Ist C geschlossen 
und sein Umfang /, so soll iiberdies m(s + 1)=m/(s)-+ m(l) — m(0) 
sein, Statt s kénnen wir auch m als Kurvenparameter einfiihren. Wir 
schreiben dann C =(x(m), y(m)). Wir wollen m(s) als Massenbelegung 
von C deuten und eine solche Belegung eine ,,stetige, positive nennen, 
da die Belegungsdichte 4" positiv ist, falls sie existiert, was nicht not- 
wendig ist. 

Durch m, < m< m, wird ein Teilbogen [m,,m,} von C und damit 
auch der Schwerpunkt P= (£, 7) dieses Bogens bestimmt. In bekannter 
Weise sind ~, 7 durch z, y ausdriickbar und daraus folgt sofort: 


(1) f(e—2(m)am = J (1— yim) am =o. 


™, 

Die Integrale (1) sind urspriinglich Stieltjessche Integrale, die erst 
durch Einfiihrung von m als Integrationsvariable zu Riemannschen Inte- 
gralen geworden sind. Deshalb sind zwei Belegungsfunktionen m(s), die 
sich nur um eine additive Konstante unterscheiden, nicht als wesentlich 
verschieden zu betrachten. Diese willkiirliche additive Konstante wird 
wie in § 1 geeignet festgelegt. 

E. Cestro hat in mehreren Arbeiten*) die Menge (P) der Schwer- 
punkte aller méglichen Teilbogen von C untersucht, auch auf Raumkurven 


*) E. Cestro, I. Costruzioni baricentriche, Rivista di matematica 2 (1892); 
IL Sulla trattazione intrinseca delle questioni- baricentriche, Rivista di matematica 5 
(1895); III. Vorlesungen iiber natiirliche Geometrie, Leipzig 1901, Kapitel 6. 
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ver Durchlaufung von C wachse m. (Auch 
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hat er selbst und spiter G. Sannia*) seine Betrachtungen iibertragen. 
Spiter*) stellte Cesaro die Frage nach der Kurve, welche die Punkte ( P) 
von den iibrigen Punkten der Ebene trennt. Eine Diskussion‘) iiber diese 
Frage fiihrte zu keinem greifbaren Ergebnis, hauptsichlich wohl infolge 
der zu weiten und nicht scharf prizisierten Voraussetzungen Cesaros 
iiber C. Hier soll die Frage Cesaros zunachst fiir konvexe Kurven be- 
antwortet werden. Dabei ergeben sich bemerkenswerte Abbildungen kon- 
vexer Gebiete aufeinander. Von den konvexen Kurven kann man dann 
durch raumliche Betrachtungen zu sehr allgemeinen Kurven iibergehen. 
Die raéumlichen Betrachtungen fiihren von selbst zu den ,,Schwerpunkts- 
flichen* von Raumkurven, fiir die neben bekannten eine Reihe von neuen 
Eigenschaften abgeleitet werden. 


§1. 
Geschlossene konvexe Kurven, Schwerpunktsabbildungen. 
Die Grundlage fiir alles weitere ist folgender 


Satz 1. Ist C eine mit positiver Masse stetig belegte, geschlossene 
konvexe Kurve, P ein beliebiger Punkt im Innern von C, so gibt es einen 
durch P eindeutig bestimmten Bogen von C, welcher P zum Schwer- 
punkt hat. 

Zum Beweis legen wir das Koordinaten- 
kreuz so, daB der Gesamtschwerpunkt S 
von C Koordinatenanfang wird und die po- 
sitive y-Achse durch P geht. Dann ist 
P=(0,m) und, wenn M=m(l)— m(0) 
die gesamte auf C ausgebreitete Masse ist, 

M M 


(2) J x(m)dm = fy(m)dm—0. 


Man sieht sofort, daB S innerhalb C liegen 
mu8. Dem Schnittpunkt O der negativen 
y-Achse mit C mége m= 0 entsprechen. 
Dies bedeutet nur die Festlegung der will- 
kiirlichen Konstanten in m(s). Bei positi- 





*) G. Sannia, Sui baricentri di una curva storta omogenea, Giornale di mate- 
matiche 45 (= 2* ser. 14) (1907). 

*) Intermédiaire des mathématiciens 3 (1896), 8. 8, Frage 704. 

*) Intermédiaire des mathématiciens 4 (1897), S. 250; 5 (1898), S. 5; 7 (1900), 
8. 198 und 8S. 335. 
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dies ist keine wesentliche Einschrankung.) Dem Schnitt der positiven y-Achse 
mit C entspreche der Parameterwert m*. Satz 1 behauptet nun, daB die 
Gleichungen (1) auBer den trivialen Lésungen m, =m, nur eine einzige, 
nicht triviale Lésung besitzen. Dabei ist die Lésung (m,,m,) von der Lé- 
sung (m,,m,) als nicht wesentlich verschieden anzusehen. 

Die Gleichungen (1) vereinfachen sich hier zu: 


(3) fz(m)am=o, 


(4) Fin—y(m)am =o. 


Wahlt man m beliebig, so, dab 0 < m < m* ist, so gibt es ein und 
nur ein «4 = 4(m) derart, daB 


ulm) 


(5) fa(m)dm=0 


ist und zwar wird m* < u(m)< M fir 0<m<m*, uw(0)=— UM, 
u(m*) = m*. 


Wegen der Konvexitaét von C ist nimlich f z(m)dm bei gegebenem 
m 


m(+ 0, + m*) eine fiir «4 < m* monoton wachsende, fiir 4 > m* mono- 
ton abnehmende Funktion von uw. Dies gibt zusammen mit 
m* 


M 
fa(m)\dm<0, fa(m)dm>0 


m 
und (2) die Behauptung. 
Man zeigt unschwer, da die so definierte Funktion 4(m) monoton 
abnehmend und stetig ist, sie ist aber sogar differenzierbar. 
Aus (5) folgt namlich fiir m < m*: 


m+e u(m+e) 


fa(m)dm = J x(m)dm, 
m uw (m) 
oder, wenn #, #’ gewisse positive echte Briiche sind, 


a(m-+ de)-e = 2(u(m-+ 8'-e))(u(m-+ e) — u(m)), 
also wegen der Stetigkeit von z(m) und u(m) und da wegen der Kon- 
vexitat von C 2z(u) +0 ist: 


du(m)_ x(m) 
(6) “dm a(x)" 
(6) bedeutet natiirlich, daB die Massenelemente dm und dy gleiche 
Momente um die y-Achse haben. 
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Es ist in (3) und (4) notwendig wegen (5): m,=u(m,). Wir 
setzen nun 
u (m) 


7) o(m) = J (n—y(m))dm. 


p(m) hat die triviale Nullstelle m*. Die Gleichung y(m)=y fiir m 
hat wegen der Konvexitét von C nur zwei Lésungen, die eine, m’, zwi- 
schen 0 und m*, die andere, u”, zwischen m* und M. Wir setzen 
u(m’) =m’. Wegen ihrer Monotonie ist die Funktion «(m) eindeutig um- 
kehrbar, es gehért also zu u” ein ganz bestimmtes m” zwischen 0 und m*, 
fiir das u(m”) =n” ist. Unter den Wertepaaren 


m’, hn’ = u(m’), 


m”, w= 7 (m") 


ist wegen der Eigenschaften von u(m) eines, 7, “ = u(m), derart, daB 


(8) y(mjn, ylr)Sj>n 
ist. Fir dieses ist 


py (m) <0 < y(0)= M-n. 


g(m) hat daher mindestens eine nicht triviale Nullstelle. Es hat auch 
nur eine einzige, da g(m) nur ein Extremum, d. h. g’(m) nur eine Null- 
stelle hat. 
1 0 n 
(9) p’(m) = (n — y(u)) F% —(n — ym) = — 1) | (mm) y(m)]. 
1 x(u) y(v) 
y’ (m) = 0 heiBt demnach: die Punkte P=(0, 7), (2(m), y(m)), (x(u), y(u)) 
liegen in gerader Linie. Ist m ein Wert, fiir den dies eintritj, so kann 
das fiir kein zweites m eintreten, denn wegen der monotonen Abnahme 
von «(m) wandern bei Anderung von m die beiden Punkte (x(m), y(m)), 
(x(u), y(u)) auf dieselbe Seite der erwahnten Geraden. Es folgt: (3) und 
(4) haben eine und nur eine Lésung [m,, m,]=[m,,(m,)|. Satz (1) 
ist bewiesen. 

Trivial ist, daB kein Punkt auferhalb von C Schwerpunkt eines Teil- 
bogens von C sein kann. Wir wollen nun noch erginzend definieren: Der 
Schwerpunkt eines ,Bogens der Lange Nuil* [m,,m,] soll der Punkt 
(x(m,), y(m,)) sein. 

Dann folgt aus Satz 1 der 


Satz 1*. Die Schwerpunkte der Teilbogen einer mit positiver Masse 
stetig belegten geschlossenen konvexen Kurve C erfiillen den von C be- 
grenzten abgeschlossenen Bereich liickenlos und das Innere dieses Bereiches 
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einfach. Enthdali C keine geradlinigen Stiicke, so gilt die einfache Er- 
fiillung auch fiir den Rand. 

Eine Folge dieses Satzes ist: 

Satz 2. Sind C, uad OC, zwei mit Masse belegte geschlossene kon- 
vexe Kurven ohne geradlinige Stiicke, so entspricht jeder eineindeutigen 
Abbildung der Punkte von C, auf die von C, eine eineindeutige Abbildung 
des Innern von C, auf das Innere von C, durch Zuordnung der Schwer- 
punkte entsprechender Bogen. 

Diese speziellen Abbildungen scheinen mir einer naheren Betrachtung 
nicht unwert zu sein. Wir beweisen noch 

Satz 3. Ist P ein Punkt im Innern einer geschlossenen konvexen 
Kurve C, so gibt es stets unendlich viele positive stetige Massenbelegungen, 
fiir die P Gesamtschwerpunkt von C ist. 

Wir gehen aus von irgendeiner zulissigen Belegung m(s) von C. 
Das Koordinatensystem und die Bezeichnungen seien die alten. Dann ist 
P=(0,7). Den Fall »=0 fiihrt man leicht auf » > 0 zuriick. Ist 
n > 0, so bilden wir die neue Belegungsfunktion: 


(10) k(e) = m(s) +4 o(m)am. 


Dabei ist 4 eine positive Konstante, iiber die noch verfiigt wird. o(m) ge- 
niigt folgenden Bedingungen und ist im iibrigen véllig willkiirlich: 
1. o(m) stetig fir 0S m< M, 


2. e(m)=0 fir 0<m<™*"" una 


fir ("5") <m sm, 
(11) 3. o(m)=oe(u(m)), 
4. o(m)>0 fir 0S m<M, 








M 
5. P=fo(m)dm>0. 
0 
Der Gesamtschwerpunkt der Belegung k(s) sei (&,, 4;,). Dann ist 


M M 
J(é — 2(m)) dk(m) = f(m — y(m)) dk(m)=0. 


Das heiBt aber: 


M ° 


M 
(12) &(M+4P) =f x(m)dm+fz(m) o(m)dm—0 
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M M M 
(13) ,(M+4P) = J y(m)dm+2 f y(m) o(m)dm = 2 y(m) o(m)dm 
wegen (2), und daher wegen (8), (11,), (11,): 
n-AP < AP Min (y(S4""), y(u(@4™"))) < n,(M+AP) < APy(m*). 


¥iir kleine 4 folgt 0 < »,< und », >» fiir sehr groBe. Damit ist 
Satz 3 bewiesen. 








§ 2. 
Nicht geschlossene konvexe Kurvenbogen und Cesarosche 
Schwerpunktslinien. 


Allen Bogen mit demselben Anfangs- oder Endpunkt entspricht eine 
einparametrige Schar von Schwerpunkten. Diese erfiillen eine Kurve, die 
schon von Cesaro untersucht und ,Schwerpunktslinie* genannt wurde. 
Die Gleichung der ,zu m, gehérigen* Schwerpunktslinie ist (m, = konst.) 


¢(m) = [ 2(m)dm, n(m)—545 | y(m)am, 


(14) a 





0<|m—m,|<M°), 


E(m,)=2(m,), 4(m,)=y(m,). 
Fiir das Folgende ist es oft zweckmaBig, die beiden Bogen der Kurve (14), 
in welche diese durch (2(m,), y(m,)) geteilt wird, zu unterscheiden. Wir 
wollen den Teil, auf dem m>m, ist, ,erste“, den andern_,,zweite“ 
Schwerpunktslinie von m, nennen, 

Durch Differenzieren von (14) findet man sofort folgende,-schon von 
Cesaro festgestellten Eigenschaften der Schwerpunktslinien: 

Satz 4. 1. Die Schwerpunktslinie von m, hat tiberall eine bestimmte 
Tangente, ausgenommen héchstens in m=m,. Besitzt dort C eine (ein- 
seitige) Tangente, so ist diese auch Tangente der Schwerpunktslinie und 
umgekehrt. 

2. Die Schwerpunktslinie hat fiir jedes m+m, eine bestimmte 
Kriimmung, wenn C in (x(m), y(m)) eine bestimmte Tangente besitzt. 

3. Die Tangente an die Schwerpunktslinie in (&(m),(m)) geht 
durch (x(m), y(m)). 


5) Ist C geschlossen und / der Umfang von C, se definieren wir in Uberein- 
stimmung mit der Festsetzung zu Beginn der Einleitung m fir s>1 und s<0 und 
ganzzahliges n durch m(8+nl)=m(s)+n-M. 








436 M. Krafft. 


4. Existiert ein Kriimmungsradius o von C fiir m,, so auch der 
Kriimmungsradius 9, der Schwerpunktslinie fiir m, und es ist 0, =} 

Ist ferner C geschlossen, konvex und ohne geradlinige Stiicke*), so 
haben die Schwerpunktslinien noch folgende Eigenschaften: 

Satz 5. 5. Alle Schwerpunktslinien enden im Gesamtschwerpunkt S 
von C. 

6. Alle ersten Schwerpunktslinien haben auBer S keinen Punkt ge- 
meinsam, ebenso alle zweiten. 

7. Jede erste Schwerpunktslinie hat mit jeder zweiten auBer S einen 
und nur einen Punkt gemeinsam. 

8. Die ersten Schwerpunktslinien sind nicht geschlossene, konvexe 
Kurven, ebenso alle zweiten. 

Eigenschaft 5. ist eine unmittelbare Folge der Geschlossenheit, 6. und 7. 
aber folgen aus Satz 1*. Liegen irgend drei Punkte der Schwerpunktslinie 
m => m, in gerader Linie und sind m, < m, < m, die zugehérigen Massen- 
parameterwerte, dann liegen auch die Schwerpunkte der Bogen [m,, m,] 
und [m,,m,] auf dieser Geraden. D.h. aber, die drei Bogen [m,, m,], 
[m,, m,], [m,,m,] von C haben je einen inneren Punkt mit der Geraden 
gemein (da ihr Moment um die Gerade Null ist), und dies widerspricht 
der Konvexitét von C. Damit ist 8. bewiesen. Aus Satz 4, 1. folgt weiter, 
daB die Schwerpunktslinie in S die Gerade von S nach (x(m,), y(m,)) 
beriihrt. Infolge der in Satz 5 ausgesprochenen Eigenschaften kann man das 
von den Schwerpunktslinien gebildete Netz als Koordinatennetz gebrauchen. 

Es sei K ein mit positiver Masse belegter, nicht geschlossener kon- 
vexer Kurvenbogen, die Endpunkte von K seien A und B. Welches Ge- 
biet erfiillen die zu K gehérigen Schwerpunkte (, 7)? 


Wir erganzen K irgendwie, etwa durch die homogen belegte Strecke AB 
zu einer belegten geschlossenen konvexen Kurve C und betrachten die 
zu A gehdrige erste und die zu B gehérige zweite Schwerpunktslinie’). 
Diese treffen sich in D, dem Gesamtschwerpunkt von K, und zwar be- 
riihren sie dort die Geraden BD und AD, wihrend ihr Verhalten in A 
und B durch Satz 4, 1., 4. gegeben ist. 

Wir wollen zeigen, daB die zu K gehdrigen Punkte (€, 1) die von K 
und den beiden Schwerpunktslinien AD und B D begrenzte Sichel gerade 
ausfiillen. 

Der Gesamtschwerpunkt S des zu C erginzten K kann nicht in dem 
durch K und die Geraden AD, DB begrenzten Gebiet liegen. Dann lage 


*) Diese letzte Annahme ist nur der Einfachheit der Darstellung halber gemacht. 
*) Sind m,, m, die Massenparameter von A und B, so soll m,<mz, sein. 
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nimlich entweder auf der Geraden AS ein weiterer Punkt der Schwer- 
punktslinie ADS oder es ware dies fiir BS und BDS der Fall. Beides 
widerspricht Satz 5,8. Der Schwerpunkt P des Bogens [m,, m,] von 
K, (m, < m,), liegt auf der ersten Schwerpunktslinie von m, und der 
zweiten von m,. Wegen Satz 5,5. miissen beide den Rand der Sichel 
kreuzen, und zwar wegen Satz 5,6., die erste in einem Punkt F von B) D, 
die zweite in einem Punkt EZ von AD. Daraus folgt, daB sich beide 
Schwerpunktslinien in der Sichel kreuzen und wegen Satz 5,7., daB P 
dieser Kreuzungspunkt 
ist. Alle Schwerpunkte 
von K liegen also in der 
Sichel. DaB jeder Punkt 
im Innern auch Schwer- 
punkt eines Bogens von K 
ist, folgt aus Satz 1*. 
Es la8t sich namlich 
auf der zu C ergianzten 
Kurve K ein Bogen an- 
geben, dessen Schwer- 
punkt der im Innern der 
Sichel gelegene Punkt 
(é,) ist. Der Bogen sei 
[m,, m,] und wir diirfen 
annehmen, da8 m, nicht zu einem Punkt auf K selbst gehért, da sonst 
nichts mehr zu beweisen wire. Dann ziehen wir die erste ( zweite ) Schwer- 
punktslinie von m,. Diese kann mit der Begrenzung der Sichel héchstens 
einen Punkt gemeinsam haben. Ist dies der Fall, so mu8 der Gesamt- 
schwerpunkt der erginzten Kurve C wegen Eigenschaft 6. und 7. in der 
Sichel liegen und das steht in Widerspruch zu dem friiher bewiesenen. 
Also kann kein Bogen, der nicht ganz zu C gehért, einen Schwerpunkt 
innerhalb der Sichel haben und wegen Satz 1* folgt die Richtigkeit der 
Behauptung. 

Satz 6. Die Schwerpunkte aller Teilbogen eines stetig mit positiver 
Masse belegten, nicht geschlossenen konvexen Bogens K erfiillen einfach 
und liickenlos das Innere eines sichelformigen Kurvendreiecks, das von K 
und den konvexen Schwerpunktslinien seiner Endpunkte A, B begrenzt 
wird. Diese Schwerpunktslinien stoBen im Gesamtschwerpunkt in einer 
Ecke zusammen, die Ecktangenten gehen durch A und B, in A, B besitzt 
die Sichel nach Satz 4, 4. (,,Schnabel*-) Spitzen. 

Erganzt wird dieser Satz durch den spiter als Hilfssatz wichtigen: 
Satz 7. Durch geeignete Wahl der Belegung von K kann der von K 
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verschiedene Teil der Begrenzung der in Satz 6 beschriebenen Sichel so 
nahe an die Sehne AB herangedriickt werden, daB der gréBte Abstand 
von der Sehne unter eine beliebig vorgegebene Schranke herabsinkt. 


Zum Beweise gehen wir wieder aus von einer beliebigen zulassigen 
Belegung von K und andern diese durch eine Zusatzbelegung so ab, da8 
das Gewiinschte erreicht wird. Wir verbinden naimlich den Gesamtschwer- 
punkt D von K mit der Mitte M von AB. 


Die Verbindungslinie trifft K in einem einzigen Punkt M*. Zu den 
Punkten A, M*, B mégen die Massenparameterwerte 0, m*, mg gehéren. 
Dann kénnen wir wie friiher fiir 0 < m < m* eine Funktion «(m) definieren 
derart, daB «(0)=mg, u(m*)=m* ist und der Schwerpunkt jedes 

Bogens [m,, u(m,)] auf der 

Geraden D M* liegt. Diese 

Funktion ~(m) hat wieder 

ot die wesentlichsten LEigen- 
schaften mit der in § 1 ebenso 

A’ bezeichneten Funktion ge- 


ie aap | meinsam, wie aus Satz 6 folgt. 
8" Py Nun ziehen wir zu AB im 
pa * the lt | | Abstand ¢ eine Parallele, wel- 
che K in A’ und B’ trifit. 

Fig. 3. Die beiden Geraden A B’ und 

A’B schneiden D M; von den 

beiden Schnittpunkten soll der, welcher naiher an M liegt, D’ heifen. 
Die Parallele durch D’ zu AB trifft K in den Punkten A”, B”, denen 


die Massenparameterwerte m,, m, zugehéren mégen. Die neue Belegung 
sei nun definiert durch 














(16) bia) = 0 +1 Teleae: 


Dabei ist 4 eine positive Konstante, 9(m) eine Funktion, welche folgende 
Eigenschaften hat, im iibrigen aber willkiirlich ist: 

1. o(m) stetig, 

2. o(m)=0 fir miomcm,, 

3. @(m)=e(u(m)), 

4. o(m)>0 fir OSm<mz, 


5. Fo(m)am >0. 


(17) 


Der Gesamtschwerpunkt von K bei dieser Belegung hangt linear von 4 
ab und liegt stets auf DM. Fiir 4—0 fallt er nach D und nahert sich 





~ 
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unbegrenzt einem inneren Punkt der Strecke D’ M, wenn 4 iiber alle Grenzen 
wichst. Man kann also 4 so wiahlen, daB der Gesamtschwerpunkt dieser 
Belegung nach D’ fallt. Aus der Definition von D’ und Satz 6 folgt dann, 
daB tatsichlich die Begrenzung der Sichel im Viereck A, A’, B’, B liegt. 


§ 3. 
Ein allgemeiner Fall der Schwerpunktsaufgabe. 
Raumliche Betrachtungen. 


Um entsprechende Satze, wie die fiir konvexe Kurven erhaltenen, auch 
fiir nicht konvexe Kurven zu finden, schieben wir einige raumliche Be- 
trachtungen ein. Es seien die Koordinaten x(m), y(m),z(m) der Punkte 
einer rektifizierbaren Raumkurve I eindeutige und stetige Funktionen 
des Massenparameters m einer Belegung von I’. Der Schwerpunkt (é, 7, ¢) 
des Bogens [m,,m,] von I" ist definiert durch 


™ ma 
(18) ints — a(m))dm = f (n - y(m))dm =f ( — 2z(m))dm=0. 
m ™, m, 


I’ =(zx(m), y(m)) ist die Projektion von I" auf die zy-Ebene. Deuten 
wir m auch als Massenparameter von I”, so heiBt dies: I” soll so mit 
Masse belegt sein, daB auf entsprechenden Bogen*) von I" und I” gleich- 
viel Masse liegt. Da iiber das Koordinatensystem nichts vorausgesetzt 
war, so folgt dann aus (18): 

Satz 8. Projiziert man eine mit positiver Masse stetig belegte Rauwm- 
kurve I orthogonal auf irgendeine Ebene, und belegt man jeden Bogen 
der Projektion I’ mit ebensoviel Masse, wie den entsprechenden Bogen 
von I’, so ist der Schwerpunkt jedes Bogens der Projektion I"’ die Pro- 
jektton des Schwerpunktes des entsprechenden Bogens von I. | 

Mit Hilfe dieses Satzes behandeln wir die Cesarosche Aufgabe fiir 
die geschlossenen ebenen Kurven C*, welche mit allen Geraden einer aus- 
gezeichneten Richtung héchstens zwei Punkte gemeinsam haben. Man 
kann auch den Fall einbeziehen, daB die Kurve mit einzelnen solchen aus- 
gezeichneten Geraden ganze Intervalle gemeinsam hat. Wir wollen der 
Einfachheit halber diesen Fall ausschlieBen. Ferner fordern wir immer 
noch von der Kurve die Stetigkeit und Rektifizierbarkeit. 

Ist die ausgezeichnete Richtung die der y-Achse, so lassen sich fiir 
jedes C* zwei eindeutige stetige in einem Intervall a<2<b definierte 
Funktionen y(z) und y(xz) mit (a) = y(a) und »(b) = y(b) so finden, 
daB auf C* 

(19) (y— 9(z))(y — p(z)) = 0 


*) Wobei I” unter Umstinden teilweise mehrfach zu durchlaufen ist, 
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ist. Wir ziehen hier den Fall y(x) = w(x) ausdriicklich mit in Betracht, 
da ein solcher doppelt iiberdeckter Kurvenbogen ein ganz anderes Schwer- 
punktsgebiet hat, als der entsprechende einfach iiberdeckte. Die Glei- 
chung (19) ist von der aus ihr durch Ausmultiplizieren entstehenden 
Gleichung: 


(20) y* — (p(x) + v(z))y + plz) y(z) = 0 

insofern wesentlich verschieden, als in (19) implizite auch eine Vorschrift 
enthalten ist, wie die evtl. vorhandenen Doppelpunkte der Kurve zu durch- 
laufen sind, oder anders ausgedriickt: schreibt man in (19) den Durch- 
laufungssinn der Kurve in irgendeinem Punkte vor, so ist er damit in 
allen Punkten vorgeschrieben, wahrend das fiir (20) nicht mehr notwendig 


Y “a. ~ -_——_ ~ 
(XZ -_ 
4 Gx) “ ont Gla. ~~ 


so” 





Z ytZ) 
~ a“ 
en — 
Gra) | Wa) 





Fig. 4a. Fig. 4b. 


gilt. Die Fig. 4, die zwei Kurven mit derselben Gleichung (20) aber ver- 
schiedener Gleichung (19) zeigt, bedarf wohl keiner weiteren Erlauterung. 

Unter einem konvexen Zylinder verstehen wir einen Zylinder mit 
ebener konvexer Leitlinie. Wir beschrinken uns im folgenden auf den 
Fall, daB diese konvexe Kurve geschlossen und ohne geradlinige Stiicke ist. 

Mit I" werden wir stets geschlossene Raumkurven auf konvexen Zy- 
lindern bezeichnen, welche mit jeder Erzeugenden des Zylinders einen und 
nur einen Punkt gemeinsam haben. 


Projiziert man eine solche Kurve I’ orthogonal auf irgendeine Ebene, 
so erhalt man eine Kurve (*, deren ausgezeichnete Richtung sich als 
Projektion der Zylindererzeugenden ergibt. 

Bemerkenswert ist nun, da8 nicht nur alle Projektionen von Kurven I” 
zu den Kurven C* gehéren, sondern auch umgekehrt alle Kurven C* sich 
als Projektionen von Kurven I” darstellen lassen. Die Gleichung von C* sei 


(21) (y—(z))(y—viz))=9 (—1sS2es +1); 
daneben betrachten wir noch den Kreiszylinder x* + z*? = 1. Dann ist durch 


y=o(z), 2z=+]1—2%, 
y=y(z), z=—yl—2'*, 
z=—1, y=o9(—-l)=y(-1), 2=0 
z=+1, y=9(+1)=y(+1), 2=0 


jni<l 
(22) 
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eine Kurve I" auf diesem Kreiszylinder definiert und die Projektion von I” 
auf die zy-Ebene ist C*. In diesem Beweis ist auch enthalten, daS man 
sich im ganzen Folgenden auch auf Kurven I" auf Kreiszylindern beschrin- 
ken kénnte. 

Gegeben sei ein C*, eine zugehdrige Kurve I’ und die geschlossene 
konvexe Leitkurve C des Zylinders von I’. Ist eine dieser Kurven stetig 
mit positiver Masse belegt, so gibt es vermége Satz 8 auch fiir die beiden 
anderen Kurven eine solche durch die erste eindeutig bestimmte Belegung. 

Die Schwerpunkte aller Teilbogen von I" bilden eine Fliache, die 
»Schwerpunktsflache von I", die im nichsten Paragraphen ausfiihrlich 
untersucht werden soll. Aus Satz 1 und 8 folgt sofort, daB die Schwer- 
purktsflache von I" ganz im Innern des Zylinders verlaiuft und diesen in 
zwei vollig getrennte Teile teilt. Wir werden spiater noch beweisen, daB 
die Schwerpunktsflache ,in I" eingespannt“ ist, d. h. wenn wir uns auf 
der Flache dem Zylindermantel nahern, kommen wir zu Punkten von I’. 
Wir projizieren I” orthogonal auf irgendeine Ebene und erhalten C*. 
Dann sind besonders wichtig die projizierenden Ebenen, die den Zylinder- 
erzeugenden parallel sind. Jede von ihnen schneidet die Schwerpunkts- 
flaiche in einer stetigen doppelpunktfreien Kurve, die in einem Punkt von 
I’ beginnt und in einem solchen endigt. Die Projektion dieser Kurve in 
die Ebene von (* ist eine (unter Umstinden ganz oder teilweise mehr- 
fach iiberdeckte) Strecke, die auch in einen Punkt ausarten kann. 

Man kann jetzt fiir die Kurve O* ,,innere“ und ,auBere“ Punkte 
unterscheiden. Auf jeder ausgezeichneten Geraden, welche C* trifft, wird 
nimlich von Q* ein Intervall ausgeschnitten. Wir definieren die Gesamt- 
heit der Punkte, die in diesen Intervallen liegen, als die inneren Punkte 
von C*. Betrachtet man wieder die eben eingefiihrten Kurven auf der 
Schwerpunktsfliche von I" und ihre Projektion auf die Ebene von C*, so 
wird diese Projektion nicht notwendig nur aus inneren Punkten von C* 
bestehen. Enthalt aber diese Projektion auch auBere Punkte von O*, so 
gibt es zu jedem dieser auBeren Punkte eine gerade Anzahl*) von Punkten 
auf der Schwerpunktsfliche, deren Projektion er ist. Die inneren Punkte 
von C* sind stets Projektionen von Punkten der Schwerpunktsfliche von 
I’ und zwar stets von einer ungeraden Anzahl*). Benutzt man noch die 
durch Satz 8 festgelegte Beziehung zwischen den Schwerpunkten von I 
und C*, so kénnen wir aus dem Gesagten und der Entstehung der Schwer- 
punktsgesamtheit von C* aus der von I" folgern: 


*) Falls die Anzahl nicht unendlich ist, was vorkommen kann. Beriihrt der 
Projektionsstrahl die Fliche, so sind die Berithrungspunkte wie tiblich mehrfach zu 
zahlen. 
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Satz 9. Fiir alle geschiossenen Kurven C*, die mit allen Geraden 
einer ausgezeichneten Richtung nicht mehr wie zwei Punkte gemeinsam 
haben, lassen sich innere Punkte definieren. Die Cesdrosche Aujgabe fiir 
diese Kurven fiihrt dazu, jedem Punkie der Ebene eine nicht negative 
ganze Zahl, seine ,,Vielfachheit*, zuzuordnen. Diese ist i. A.*°) gleich der 
Zahl der Bogen von O*, welche diesen Punkt zum Schwerpunkt haben. 
Die Vieljachheit der inneren Punkte ist stets ungerade, die der duferen 
stets gerade. Fassen wir die Gesamtheit der Schwerpunkte von C* auf 
als ein die Ebene mehrblattrig tiberdeckendes Gebilde, so mu als wahre 
Grenze des Schwerpunktsgebildes C* und nur C* angesprochen werden. 

Die Kurven, welche die Gebiete verschiedener Vielfachheit voneinander 
trennen, sind die Projektionen solcher Punkte der Schwerpunktsflache von 
I’, in welchen der Projektionsstrahl zugleich Flichentangente ist, also die 
Projektionen von Lichtgrenzkurven auf der Flache. (Wir werden spiter 
beweisen, daB die Flache iiberall eine Tangentialebene besitzt.) Auf der 
Flache lassen sich die Schwerpunktslinien genau so definieren wie in der 
Ebene. Die Projektionen dieser Schwerpunktslinien sind wegen Satz 8 die 
Schwerpunktslinien der Projektion. Der der Schwerpunktsflache umschrie- 
bene Zylinder, dessen Erzeugende Projektionsstrahlen sind, beriihrt die 
Schwerpunktslinien der Flache, sein GrundriB beriihrt daher in jedem Punkt 
eine Schwerpunktslinie von C*, falls nicht die Zylindererzeugenden Tangenten 
der Schwerpunktslinien der Flache sind. In diesem Fall haben die Schwer- 
punktslinien von C* Spitzen lings des Grundrisses des umbeschriebenen 
Zylinders. Dieser Grundri8 aber ist nichts anderes als die Kurve, welche 
die Gebiete verschiedener Vielfachheit trennt. Wir haben damit die 


Erganzung zuSatz9. Die Gebiete verschiedener Vielfachheit werden 
von der Enveloppe der Schwerpunktslinien von C* und dem Ort ihrer 
Spitzen getrennt. 

Es ist selbstverstandlich, da8 das ganze Schwerpunktsgebilde von C* 
im Innern der kleinsten konvexen Hiille ® von C™* liegt. Wir fragen, 
wie weit das Innere von & durch Schwerpunkte von C* ausgefiillt werden 
kann, wenn wir uns noch die Verfiigung iiber die Belegungsfunktion vor- 
behalten. Um dariiber etwas sagen zu kénnen, brauchen wir zunichst eine 
Verallgemeinerung eines Teiles von Satz 7 als 

Satz 10. Ist f(x) eine im Intervall a<x<b eindeutige stetige 
Funktion und liegt die sie darstellende Kurve K in dem Intervall nirgends 
unterhalb der Sehne durch die Endpunkte (a, f(a)), (b, f(b)), so kann 
man die Kurve derart positiv mit Masse belegen, daB die Schwerpunkte 


) D. b. abgesehen von den Punkten, die Beriihrungspunkten des Projektions- 
strahls entsprechen. 
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von K jedenjalls alle Punkte, die unterhalb von K und oberhalb der im 
beliebigen Abstand e > 0 zur erwdahnten Sehne gezogenen oberen Parallelen 
liegen, als Teilmenge enthalten. 

Aus der Stetigkeit und Eindeutigkeit von K folgt, daB K von den 
Geraden zx = konst. nur in einem Punkte getroffien wird und daB K eine 
kleinste konvexe Hiille K* besitzt, die die erwihnte Sehne durch (a, f(a)), 
(b, f(b)) als Teilbogen enthalt. Den von dieser Sehne verschiedenen Teil K e 
von K* kénnen wir nach Satz 7 so belegen, da8 das Schwerpunktsgebiet 
von K* von der Sehne nirgends um mehr als ¢ absteht. Ordnet man nun 
jedem Bogen von K** den Bogen von K zu, der die gleichen Endabszissen 
besitzt, und belegen wir entsprechende Bogen mit gleicher Masse, so haben 
die Schwerpunkte entsprechender Bogen von K und K** gleiche Abszisse 
und die Schwerpunktsordinate ist fiir K kleiner als fir K**. Anderer- 
seits liegen die Schwerpunkte von K alle oberhalb der Sehne durch die 
Endpunkte von K. Deshalb muB die untere Begrenzung des Schwerpunkts- 
gebietes von K von der Sehne ebenfalls einen kleineren Abstand haben 
wie e. Die obere Begrenzung liegt nicht tiefer als K. DaB der ganze 
Raum zwischen K und der unteren Begrenzung des Schwerpunktsgebietes 
wirklich ausgefiillt wird, folgt aus der Stetigkeit der Schwerpunktsordinate 
als Funktion von m, und m =m, — m, bei festgehaltener Schwerpunkts- 
abszisse. 

Wir beweisen nun 


Satz 11. Ist ein ganz im Innern der kleinsten konvexen Hiille 8 
einer ,,doppelpunktfreien* C* gelegenes sonst beliebiges abgeschlossenes 
Teilgebiet gegeben, so gibt es immer Belegungen von C* derart, daf jeder 
Punkt dieses Teilgebietes Schwerpunkt mindestens eines Bogens von C* 
ist. Trivial ist, daB Punkte auBerhalb von & nic Schwerpunkte eines 
Bogens C* sein kénnen. 

Die Gleichung von C* sei: 

(23) (y— v(z))(y— y(z))=0 (aszSb). 
Doppelpunktlosigkeit hei8t, daB im ganzen Intervall p(x) < y(z) sein soll, 
wobei fiir a und b Gleichheit gelten muB. Auch fiir die iibrigen x ist 


Gleichheit zuzulassen, so soll z. B. (y— y(x))*=0, der doppeltzahlende 


Bogen der Kurve y= ¢(z), ebenfalls als ,doppelpunktfreie“ Kurve C* 
angesehen werden. 


Auch & 1aBt sich ebenso darstellen wie C* in der Form: 
(24) (y — h(x))(y —k(x))=0 (a<x<b). 
Wegen der Bedeutung von & muB sein: 
(25) h(x) < p(x) Sy (x) Sk(z) p S2rb). 
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Ist C* nicht eine doppelt zahlende Strecke (und diesen trivialen Fall 
schlieBen wir von vornherein aus), so kénnen in dieser Ungleichung auBer 
fiir die Endpunkte fiir kein 2 alle drei < mu Gleichheitszeichen werden. 

Wegen Satz 9 sind die Punkte (x,y), fiir die a<2<b und 
y(x)<y¥<y(z) ist, stets Schwerpunkte eines Teilbogens von C*. Wir 
brauchen also nur die Punkte zwischen & und C* zu betrachten. 

Der kleinste Abstand des gegebenen abgeschlossenen Gebietes von & 
seie>QO. Ist h(x)— (x) fir x=—2, und r=2,, aber h(x) < —(z) 
fir z,<2<-2,, so ist notwendig A(x) linear in diesem Intervall, d. h. 
man kann auf den Bogen von C* zwischen x,,2, Satz 10 anwenden. 
Fiir den Beweis des Satzes 11 kommt es also auf die Nullstellen von 
y (x) — h(x) bew. k(x) — p(x) an. Wir beschranken uns auf p(x) — h(x). 
Die Nullstellen dieser Funktion kénnen wir unterscheiden in: 

1. gréBte offene Intervalle, in denen y(x) — h(x) = 0 ist, 

2. restliche Haufungspunkte von Nullstellen, 

3. isolierte Nullstellen. 


Wir teilen das Intervall (a,b) in Teilintervalle, deren Endpunkte zu 
2. oder 3. gehéren, und zwar wie folgt: Wegen der gleichmiBigen Stetig- 
keit von p(x) — A(x) gibt es ein 56> 0 derart, daB die Schwankung der 
Funktion kleiner wie ¢ bleibt in jedem Interval] der Lange 4. 

Man schlieBt nun sémtliche Punkte 2. in Intervalle von der Linge 6 
ein. Dies ist mit endlich vielen Intervallen méglich. In jedem dieser 
Intervalle liegt ein gréBtes offenes Intervall, dessen Endpunkte Nullstellen 
von ~(x)— A(x) sind. Der Rest des Intervalles (a,b), der nach Heraus- 
nahme der eben konstruierten Intervalle iibrigbleibt, enthalt noch endlich 
viele Punkte 2. und 3. Diese sind die weiteren Teilpunkte von (a, d). 

Die Intervalle von (a,5) zerfallen nun in die zuerst konstruierten 
Intervalle, die fast alle Punkte 2. ausscheiden: Intervalle erster Art, in 
endlich viele weitere Intervalle, in denen g(xz)— A(x) identisch ver- 
schwindet: Intervalle zweiter Art, und die iibrigbleibenden endlich vielen 
Intervalle, die von den nicht ausgeschiedenen Nullstellen begrenzt werden: 
Intervalle dritter Art. 

In den Intervallen erster Art hat @ kleineren Abstand von C* als e. 
Daher gilt dies dort auch fiir das Schwerpunktsgebiet von C* nach Satz 9 
bei beliebiger Belegung. Dasselbe gilt in den Intervallen zweiter Art, da 
hier & und C* zusammenfallen. In den Intervallen dritter Art verlauft 
h(x), d.h. & linear, und hier belegen wir die zugehérigen Bogen von C* 
nach Satz 10, dessen Voraussetzungen hier erfiillt sind. Ganz das Ent- 
sprechende machen wir fiir k(x) und yw(z), und damit ist Satz 11 
bewiesen. 
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§ 4. 
Die Schwerpunktsflachen. 

Schon in § 3 wurden die Schwerpunktsflaichen eingefiihrt. Diese 
Flachen besitzen eine ganze Reihe hiibscher und einfach abzuleitender 
Eigenschaften. Diese waren schon Cesaro und Sannia zum grofen Teil 
bekannt. Fiigt man die Voraussetzung hinzu, daB es sich um Schwer- 
panktsflichen geschlossener Kurven handelt, so treten zu den bekannten 
noch eine Reihe neuer Aussagen. 

Der Einfachheit halber nehmen wir hier an: 

1. Die Koordinaten der vorgelegten Kurve seien stetige, hinreichend 
oft stetig differenzierbare Funktionen des Massenparameters m. 

2. m= m/(s) soll stets die alten Bedingungen erfiillen. 

Die Raumkurve werden wir stets mit G@ bezeichnen. Ferner wollen 
wir stets setzen: 

dz , 
z(m,)= 2, (sz), =a; usw; Py=(%,%,%), Py=(%, Yor 2), 
P=(é,,¢)=Schwerpunkt des Bogens P,P,. Von den Gleichungs- 
tripeln schreiben wir im allgemeinen nur das erste an. 

Setzt man voraus, daB G ein Stiick der in § 3 definierten Kurven I" 
ist, so folgt daraus nach Satz 1 bzw. Satz 6 in Verbindung mit Satz 8, 
daB die Schwerpunktsflache von I" sich nicht selbst durchsetzt und einfach 
zusammenhangend ist. 

P ist definiert durch: 


(26) (m: — mt =f ellie... aan 


Bezeichnet man die laufenden Koordinaten der Tangentialebene mit 
r,). 4%, so erhalt man durch Differentiation von (26) unter Fortlassung 
eines nicht verschwindenden Faktors als Gleichung der Tangentialebene in P: 


=— é t%,— g vt — g 
(27) 9-97 w—-1 ¥—-17)=9. 
a—-¢ 4-0 aC 
Die Tangentialebene ist daher die Ebene P, PP, und ist bekannt, falls 
diese Punkte nicht in gerader Linie liegen. 
Setzen wir nun voraus, daB @ eine der in § 8 definierten Kurven I" 
ist, so kann letzteres nicht eintreten, d. h. die Determinante sicher nicht 


identisch verschwinden, auBer fiir die Randpunkte der Flache und den 
Gesamtschwerpunkt S. Es bleibt fiir diese Kurven noch die Tangential- 
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ebene in S und am Rande I zu untersuchen. Setzt man m, = m,+ M-—e, 
so ist die Gleichung der Tangentialebene auch: 
2, — 2%, 

é 


y--9 y,—7 4—*)| 0 


a—-t «-—C 4-5 


und durch den Grenziibergang «—+0 erhalt man daraus: 

le—& 2,-€ wa 
(28) ‘9-7 “-7 H\=0, 

‘e=t “4 =t ‘a 
also die Gleichung der Ebene, die durch P, und S geht und die Tangente 
von I’ in P, enthalt. Alle diese Ebenen definieren einen Kegel mit der 
Leitkurve I und der Spitze S. S ist also konischer Punkt der Flache. 

Fiir die Randpunkte gilt: 


lr—é z,—6€ 


(29) se 8 BLM), «0 25 
m,->m 


wie durch Anwendung des Mittelwertsatzes der Integralrechnung auf (26) 
sofort folgt. (29) bedeutet aber — anschaulich gesprochen —, daB die 
Flache in die Kurve I" eingespannt ist. Dies ist von allen Differenzier- 
barkeitsvoraussetzungen iiber die Koordinaten z(m) unabhangig und ent- 
halt iiberdies die Stetigkeit von am Rand der Flache, wenn, wie immer, 
die Punkte von I als Schwerpunkte der ,,Bégen von der Lange Null“ 
bezeichnet werden. 

Durch Anwendung des Mittelwertsatzes folgt, daB die Tangentialebene 
im Punkt P, wenn P an den Rand von I strebt, einer Grenzlage mit 
der Gleichung: 

izg—a2 2 2” | 

(30) i9-y y y”|=0 


, ” 


g—-z 2 2 


zustrebt, d.h. in der Grenze geht die Tangentialebene in die Schmiegungs- 
ebene von I" iiber. Man kaan I" also (allerdings mit Vorsicht) Asym- 
ptotenlinie der Fliche nennen; ,,mit Vorsicht“, weil die Fliche iiber 
hinaus nicht definiert ist. Wir haben zusammenfassend: 


Satz 12. Die Schwerpunktsflichen der geschlossenen Kurven I" be- 
sitzen in jedem inneren Punkt, ausgenommen den Gesamtschwerpunkt S, 
eine einzige bestimmte Tangentialebene. S selbst ist konischer Punkt. 
Die Flache beriihrt dort den Kegel, der 8 als Spitze und I als Leitkurve 
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hat. Die Tangentialebene in einem innern Punkt P geht stets durch die 
Endpunkte P,, P, des P definierenden Bogens. Bei Anndherung an den 
Rand geht die Tangentialebene in die Schmiegungsebene von I" iiber. 
I" kann man daher als Asymptotenlinie der Flache auffassen. 

Eine einfache geometrische Bedeutung haben die Koeffizienten der 
beiden quadratischen Fundamentalformen der Schwerpunktsflache. Die 
Koeffizienten der ersten Fundamentalform 


do* = Edm? + 2 Fdm,dm, + Gdm; 











sind: 
B= 2 (3) -2 ($4) - Set 

(1) re SW a te ae, 
= 2) (Fm) - SES) eat 

dabei ist 


PP,=r,, PP,=1,, XP,PP,=7 
gesetzt. Ferner folgt daraus: 


D=yEG—-FP=+ ee siny, 
und wir haben als erste Fundamentalform: 
(32)  (m, —m,)*do* = r3dm? — 2r,1r, cosy dm, dm, +12 dm. 
Satz 13. Die Koeffizienten der om quadratischen Fundamental- 
form sind, abgesehen vom Faktor xo , die drei skalaren Produkte, 
die sich aus den Vektoren t, = PP,, t, = . PP, bilden lassen™). Ebenso 


ist D, abgesehen von diesem Faktor, der oleate Betrag thres vektoriellen 
Produktes. 


Die zweite quadratische Fundamentalform sei: 
Ldm} + 2 Mdm, dm, + Ndm}. 


Die Koeffizienten sind durch Determinanten definiert’*), bei denen sich 
durch Einsetzen sofort ergibt: 


(33) M=0. 


Satz 14. Die Linien m, = konst. und m, = konst. sind konjugierte 
Linien auf der Schwerpunktsflache. 





11) Vektoriell darf man also schreiben: (m,—m,)* do* =(r, dm, — t, dm,)*. 
12) Vgl. etwa Scheffers, Anwendung der Differential- und Integralrechnung auf 
Genmetrie II, 3. Auflage, S. 557. 
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Weiter ist: 

az &-—2, os 
%io2—-% 1-—% | 
le €-—s, Ca, | 


1 
~ D(m,—m,) 





entsprechend N. 

Um dies geometrisch zu deuten, schreiben wir 
a(m,+#2)—2z(m,) §—2, &—«2, 
y(m,+e)—y(m,) 1-¥, 1-9 
2(m,-+e)—2z(m,) C-2, 0-2, 

Nennen wir Q den Punkt mit dem Parameter m,+ 2, so ist die 
Determinante nichts anderes als der sechsfache Rauminhalt V des Tetra- 
eders P,P P,Q. Nun ist aber 

6V=—r,r, sin y-h, 
wenn h die von Q auf P, PP, gefallte Hohe bedeutet, oder 
6V = +(m, —m,)*D-h, 


1 ‘ 
= ———__ lim — 
D(m,—m,)° 2+0 * 








also 


(m, — m,)L = + lim* = + lim tim, 
«0 bd 
dabei ist: 
A4s= P,Q. 


Bezeichnen wir mit «,, a, die Winkel, welche die Tangenten von I" in P, 
und P, mit der Normalen auf P, PP, (d. h. mit der Flachennormalen in P) 
bilden und mit p,, p, die Dichte der Belegung = (die wir hier als exi- 
stierend voraussetzen wollen) in P, und P,, so ist 


4s 1 li h ‘ h 
—=—, im — = lim —— = cosa 
ero * Pr «+0 4s 4e>o0 4 


und wir erhalten: 


(34) 


Satz 15. Ist p(m) die Belegungsdichte von I'(p(m,) = p,, p(m,) = Pp.) 
und bildet die Flachennormale in P mit den Tangenten in den Endpunkten 
des P definierenden Bogens die Winkel «,,«,, so lautet die zweite Funda- 
mentalform : 

1 COS a, 1 COB 

Cesaro hat schon bemerkt, daB die geradlinigen Flachen zweiter Ord- 

nung oder Stiicke von solchen nicht Schwerpunktsflichen sein kénnen, da 








| 
| 
| 
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alle ihre Asymptotenlinien Geraden sind. Wir wollen einen ahnlichen Satz 
beweisen, namlich: 

Satz 16. Ist ein Stiick einer Schwerpunktsflache abwickelbar, so 
tst es notwendig eben. 

Zum Beweis brauchen wir einen Hilfssatz, der rein begrifflich ohne 
Schwierigkeiten zu beweisen ist. 


Hilfssatz. Ist K ein Kurvenbogen, der iiberall eine Tangente besitzt, 
und schneiden alle Tangenten von K ein und dieselbe Gerade g, so ist K 
notwendig eben, falls’ es tiberall in endlicher Entfernung von g bleibt. 

Man kénnte fiir Satz 16 nun wie Cesaro schlieBen, daB I als Asym- 
ptotenlinie auf der Flache gerade sein miiBte, damit ist der Widerspruch 
da. Wir ziehen vor, da I’ ja doch nur in beschrinktem Sinne Asymptoten- 
linie ist, wie folgt zu schlieBen: 

Das Flachenstiick mit | m, — ms | <a, | 1, _ ms | <b, ms, mz fest, 
sei abwickelbar. Fiir alle diese m mu8 dann das Kriimmungsma8 


ae 0 





sein, d. h. aber, es muB sein: 


COS &, -COS & = 0. 


Eines der « ist also gleich =, etwa a,. Ist dann bei festem m, fiir 
alle m, in der Umgebung von m; stets «,——, so ist der Bogen 


|m, — ms |<b von I" eben, denn die Tangentialebene P,PP, enthalt 
wegen «, = = stets die Tangente in P,. Diese simtlichen Tangentialebenen 
bilden also ein Ebenenbiischel und nach dem Hilfssatz ist die Linie 
m, = konst. der Flache eben, also auch das zugehérige Stiick von I 
(evtl. nach Ausschlu8 eines kleinen Stiickchens in der Umgebung von P, ); 
denn I’ liegt auf der Tangentenfliche von m, = konst. und das ist die 
Ebene aus der Tangente in P, und einem Punkt P der Kurve, also die 
Tangentialebene der Flache fiir alle Punkte der erwahnten Kurve. Daraus 


folgt aber, daB auch «, = 3 sein muB bei festem m, fiir alle m,. Ist 


die erwahnte Voraussetzung nicht richtig, d. h. wird «, + = bei einer An- 
derung von m,, so muB a, = — geworden sein. Nun sind «,, a, stetige 
Funktionen, d.h. es mu8 ein ganzes Intervall geben, in dem a, = z ist. 


Umgekehrt schlieBt man, daB auch zu jedem m, in einem ganzen Inter- 
vall fiir m, das «, => sein mu8. Wir erhalten also: 
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Einem abwickelbaren Stiick der Flache entsprechen zwei in derselben 
Ebene gelegene ebene Bogen von I’, der eine ist der Variabilitatsbereich 
fiir P,, der andere fiir P,, und die Ebene dieser beiden Bogen ist gemein- 
same Tangentialebene aller Punkte des abwickelbaren Stiickes, womit die 
Behauptung bewiesen ist. 

Die Linien m, = konst. (bzw. m, = konst.), die nach Satz 14 kon- 
jugierte Linien sind, nennen wir wie in § 2 die Schwerpunktslinien. Man 


beweist leicht, da8 lings der Schwerpunktslinien ra usw. existieren und 


zwar im allgemeinen bis zu einer um 1 héheren Ordnung wie die Ab- 
leitungen von r(m) im beweglichen Endpunkt des zugehérigen Bogens, 
nur in dem Punkt m,, den die Schwerpunktslinie mit I’ gemeinsam hat, 
bis zur gleichen Ordnung. Fiir diesen Punkt m, gelten folgende Be- 
ziehungen: 


2 
§(m,)=2,, (Je).= 3% (ree aes 
allgemein 
(37) (7),.- are 


Bezeichnen wir Torsion und Kriimmungsradius von I’ im Punkte m, mit 
t und g, die entsprechenden GréSen fiir die Schwerpunktslinie von m, 
mit t, und g,, so folgt: 


2 3 
(38) tI—=7t, = Ze: 


Zusammenfassend haben wir mit einigen selbstverstandlichen Er- 
ganzungen: 

Satz 17. Fiir die Schwerpunktslinien auf der Schwerpunktsflache 
gilt Satz 4, 1. bis 4., genau wie in der Ebene. Im Beriihrungspunkt mit 
I’ bestehen zwischen den Kritmmungen und Torsionen von I’ und denen 
der Schwerpunktslinien die Beziehungen (38). Uberdies gilt dort (37). 
Ferner ist auf der Flache I" Hinhiillende der Schwerpunktslinien. 

Die Beziehung 9,={o ist ein Spezialfall eines allgemeinen Satzes 
von Beltrami (vgl. Blaschke, Differentialgeometrie I, 1. Auflage, 8. 31, Nr. 8), 
ferner ist der Satz, daB I" Einhiillende der Schwerpunktslinien ist. offen- 
bar Spezialfal! eines allgemeinen Satzes, von dem ein anderer Spezialfall 
von Lie bei Translationsflachen gefunden ist (vgl. v. Lilienthal, Besondere 
Flachen, Enzykl. der math. Wiss. 3 (3), S. 285). Translationsflachen und 
Schwerpunktsflichen sind beides Spezialfaille der zuerst von Peterson be- 
trachteten Flichen mit den Gleichungen: 

_ wy (%) +25 (0) __ We (4) + Ze (¥) __ Ws (4) + x5 (%) 


~ wl(wtz(v)’ ~ plw)+z(v) ’ ~ y(uy+z(v) * 
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Damit steht noch im Einklang, daB die Schwerpunktslinien konische 
Kurven sind. Dieser Kegel hat den Punkt, in welchem die Schwerpunkts- 
linie I" beriihrt, zur Spitze und besteht aus den Tangenten aller Schwer- 
punktslinien, welche die gegebene Schwerpunktslinie schneiden, fiir die 
Schnittpunkte. Dies folgt aus Satz 17 in Verbindung mit Satz 12. 

Jeder Bogen von I" kann — sogar auf unendlich viele Arten — stets 
als Summe oder Differenz zweier Bogen dargestellt werden. Man hat bei 
gegebenen m,, m, und beliebigem m, unter Beriicksichtigung der Richtung 
in wohl verstandlicher Bezeichnung: 


[m,, m,] =[m,, m,] +[m,, m,}. 

Jedem der drei in dieser Gleichung auftretenden Bégen entspricht 
ein Flachenpunkt, etwa P, P’, P”. Nach elementaren Schwerpunktssitzen 
liegen dann P, P’, P” stets in einer Geraden. Drei Punkte auf I” be- 
stimmen also eine Gerade und zwei Punkte (mit variablem dritten) einen 
Flachenpunkt und einen dazu gehérigen Kegel. Dieser schneidet die Flaiche 
langs den zu m, und zu m, gehérigen Schwerpunktslinien. Daraus folgt, 
da8 man alle Schwerpunktslinien kennt, wenn die Flache und eine einzige 
Schwerpunktslinie gegeben ist. Man braucht nur von jedem Punkt der 
gegebenen Schwerpunktslinie durch sie den Kegel zu legen. Durch Tan- 
gentenziehen erhalt man dann zu jedem Flachenpunkt den zugehérigen 
Bogen. 

Satz 18. Ist die Schwerpunkts{liche von I’ und auf ihr eine Schwer- 
punktslinie G gegeben, so werden sdmtliche anderen Schwerpunktslinien 
ausgeschnitien von den Kegeln, die G als Leitlinie und irgendeinen Punkt 
von G als Spitze haben. 

Die Gesamtheit der zu allen Flachenpunkten gehérigen Kegel definiert 
einen Geradenkomplex und jede Komplexgerade gehért mindestens drei 
Kegeln an. Beispiele zeigen, daS der Komplex im allgemeinen jedenfalls 
nicht ausartet. Das letztere ist der Fall, wenn I eben ist. 

Satz 19. Die Gesamtheit aller Punktetripel auf I definiert einen 
Komplex, dessen Aufspaltung in Kegel bekannt ist. 

Vier Punkte auf J’ mit den Massenparametern m,, m,, m,, m, be- 
stimmen die sechs Bogen [m,, m,], [m,, m,] usw.; den Schwerpunkt des 
Bogens [m,,m,] nennen wir P,,. Da der Schwerpunkt von der Richtung 
unabhangig ist, ist P,,— P,,. Ordnen wir diese Punkte wie folgt an: 


* Py Poy Py 
( 89 ) Py, S Py, Py, 
Py P,, ° Py; 

P, 3 P,, Py, bd 
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so liegen alle in derselben Zeile (bzw. Spalte) stehenden Punkte in der- 
selben Geraden. Andererseits sieht man sofort, daB je drei Geraden auch 
drei Schnittpunkte gemeinsam haben, somit in einer Ebene liegen, in der 
dann auch die vierte liegen muB. Damit ist gezeigt: 

Satz 20. Vier Punkte auf I bestimmen eine Ebene und ein in thr 
liegendes vollstandiges Vierseit, dessen Ecken die Schwerpunkte der durch 
die Punkte auf I" begrenzten Bogen sind. 

Eine Besonderheit tritt bei geschlossenem I" ein. Hier betrachten wir 
die drei Vierseite, die zu den Parametern 


i, hee m,, M-+™m,, 
m, m, M-+-m,, M+m,, 
m,, M-+-m,, M+m,, M+m, 


gehéren (M Gesamtmasse der Belegung von I’). 
Dann stimmen diese drei Vierseite jeweils 
paarweise iiberein in fiinf von den sechs 
Ecken und den zugehérigen Seiten. Das heibt 
aber, die Schwerpunkte der drei Bogen 
[m,, m,], [m,, my], [m,, M+ m,] bilden die 
Ecken eines Dreiecks. Zieht man in diesem 
Dreieck die Ecktransversalen durch S, so 
schneiden diese auf den Gegenseiten die 
Schwerpunkte der zu den ersten komplemen- 
taren Bogen [m,, M-+-m,], [m,, M-+-m,]}, 
[m,, m,] aus. 
= In der Figur sind die P,, die Schwer- 
Fig. 5. punkte der drei ersten Bégen, die P,, die 
Schwerpunkte der komplementiren. 

Satz 21. Auf einer geschlossenen Kurve I’ werden durch drei Punkte 
drei Bogen bestimmt, deren Schwerpunkte zusammen mit dem Gesamt- 
schwerpunkt S in einer Ebene liegen. Zieht man in dem von diescn 
Schwerpunkten gebildeten Dreieck die Ecktransversalen durck S, so schnei- 
den diese die Gegenseiten in den Schwerpunkten der komplementdren 
Bégen. Die Seiten des Dreiecks und die Ecktransversalen gehéren sdmt- 
lich dem in Satz 19 erwahnten Komplex an. 

Bei geschlossenen Kurven I’ war der Gesamtschwerpunkt S nach 
Satz 12 singulérer Punkt der Fliche. Die wahre Natvr dieses singularen 
Punktes tritt aber erst zutage, wenn wir auch Bége ~ +! en, die wenig- 
stens zum Teil mehrfach durchlaufen werden (wir wollen sie ,,iiberspringend“ 
nennen), d.h. wenn wir uns, anschaulich ausgedriickt, J” aus unendlich 
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vielen iibereinander liegenden Lagen bestehend denken, und alle Lagen in 
entsprechenden Punkten gleiche Dichte der Belegung zeigen. Bei dieser 
Auffgssung ist das, was wir bisher Schwerpunkteflache nannten, nur das 
erste Blatt einer aus unendlich vielen Blattern bestehenden Flache. Das 
k-te Blatt der Flache wird von den Schwerpunkten aller Bogen [m,, m,], 
fiir welche (k —-1)M<|m,—m,|< kM ist, gebildet. Dabei sind alle 
Blatter, auBer dem ersten, geschlossen, und zwar hangen sie alle zusammen 
im Punkte S und beriibren simtlich in S den in Satz 12 erwahnten Kegel. 
Diese Blatter durchdringen sich mannigfaltig, so da die anschauliche Vor- 
stellung der geometrischen Verhaltnisse auch bei Beispielen nur fiir die ersten 
Blatter méglich ist. Da aber die friiheren Satze auch fiir die erweiterte 
Flache Geltung behalten, so folgt aus 


0s<m<m<m<M, m=—MU+m,, 
daB die Punkte P,,, P,,, P.3, Py,, P,;, des Schemas (39) samtlich im 
ersten Blatt liegen, der Punkt P,, aber im zweiten. Diesen kann man 
nun durch lineare Konstruktion nach Satz 20 finden. Durch geeignete 
Wahl von P, und P, kann man aber auf diese Weise jeden Punkt des 


zweiten Blattes erhalten. Hat man so das zweite Blatt, so liefert lineare 
Konstruktion das ganze dritte Blatt usw. 


Satz 22. Laft man auf I tiberspringende Bogen zu, so wird die 
Schwerpunktsflache tiber den singuldren Gesamtschwerpunkt hinaus fort- 
gesetzt. Man erhdlt so unendlich viele neue Blatter der Flache, die alle 
in S beginnen, dort den in Satz 12 genannten Kegel beriihren und sich 
immer wieder nach S zusammenziehen, wobei sie wieder den Kegel be- 
rithren. Alle Blatter sind vollkommen durch lineare Konstruktion ableit- 
bar, wenn das erste Blatt mit seinen Parameterlinien gegeben ist. Die 
Konstruktion eines bestimmien Punktes des k-ten Blattes ist dabei in 
endlich vielen Schritten ausfiihrbar. Ist r, der Radius der kleinsten Kugel 
um S, welche das k-te Blatt ganz einschlieBt, so ist r,>1,,, und 
lim r, = 0. 
k>o 

Erwahnt sei noch, daB sich die Untersuchungen der drei ersten Para- 
graphen auch anwenden lassen zur Diskussion der gestaltlichen Verhilt- 
nisse gewisser spezieller Translationsflichen. 


(Eingegangen am 16.3. 1926.) 








Uber den héheren Zusammenhang kompakter Riume und 
eine Klasse von zusammenhangstreuen Abbildungen. 


Von 


L. Vietoris in Wien. 


Den Begriff der eindeutigen stetigen Abbildung einer Menge K auf 
eine andere R kann man schrittweise einengen, indem man fordert, da8 
das Gesamturbild, d.i. die Menge aller Urbilder jedes Punktes von R 
zusammenhingend, da8 si. einfach zusammenhiangend sein soll, daB sie 
die 0-te, 1-te, 2-te, ..., n-te Zusammenhangszahl (in verschiedenen genau 
anzugebenden Bedeutungen) gleich 0 hat. Wir werden unter anderen 
weitergehenden Siatzen zeigen, daB diese Abbildungen, auf kompakte ab- 
geschlossene Mengen angewendet, die 0-te, 1-te, 2-te, ..., n-te Zusammen- 
hangszahl ungedndert lassen, bzw. die (n+ 1)-te nicht erhéhen *). 

Dazu wollen wir zuerst die topologischen Begriffe, deren Verhalten 
gegeniiber diesen besonderen stetigen Abbildungen wir betrachten werden, 
auf dem Boden der kombinatorischen Topologie genau gefaBt zusammen- 
stellen, dann in die Topologie der Punktmengen iibertragen und schlieb- 
lich unsere Satze ableiten. Wenn wir anfangs vielfach Bekanntes dar- 
stellen, so geschieht das, um angesichts der noch nicht gefestigten Ter- 


*) Diese Untersuchungen gehen von einer miindlichen Bemerkung Brouwers aus, 
daB diese Invarianz, die ich in meiner Abhandlung ,,Ober stetige Abbildungen einer 
Kugelflache* (Proc. Amsterdam 29 (1926), S. 443—453) fiir die dort definierte 
Henkelzah! und n = 0 beweise, auch fiir die von ihm (Math. Annalen 72, 8S. 422—425) 
eingefiihrte Vielfachheit der Basis der Zyklosis gilt. 

DaB die Voraussetzungen iiber die Gesamturbilder zur Erzwingung der In- 
varianz der 0-ten bis n-ten Zusammenhangszahl naturgema8 sind, sieht man un- 
mittelbar in jenen Fallen, wo eine Menge auf einen einzigen Punkt abgebildet wird. 
DaB die (n+ 1)-te Zusammenhangszahl gréBer werden kann, wenn die genannten 
Voraussetzungen nicht vdllig erfiillt sind, sieht man, wenn man eine Kreisscheibe ein- 
deutig stetig so auf eine Kugel abbildet, daB dem Randkreis a) ein (mit Ausnahme 


der Endpunkte) doppelt gelegter Bogen, b) ein Punkt entspricht, und die Abbildung 
sonst eincindeutig ist. . 
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minologie den nachfolgenden Ausfiihrungen die nétige Eindeutigkeit zu 
geben uud den absolut kombinatorischen Standpunkt, von dem wir aus- 
gehen und der gerade fiir das Gelingen der Ubertragung in die Punkt- 
mengenlehre entscheidend ist, scharf zu betonen. 


I. Kombinatorische Grundlage. 


Wir verstehen unter einem n-dimensionalen Simplex S” eine Menge 
von (n-+-1)-Punkten im Verein mit den we Punktepaaren, wow 
Punktetripeln, ... und schlieBlich dem einen Punkte-(n + 1)-tupel, welche 
man aus ihnen bilden kann. Jedes aus einem Teil der Punkte eines 
Simplex gebildete k-dimensionale Simplex heiBe eine k-dimensionale Seite 
desselben; fiir k = 0,1 verwenden wir wie iiblich die Namen Ecke und 
Kante. 

Unter einem (simplizialen) Komplex verstehen wir eine endliche 
Menge von Simplizes (Teilsimplizes), von denen keines eine Seite eines 
anderen ist, im Verein mit allen Seiten dieser Simplizes. Dabei lassen 
wir auch zu, daB die Teilsimplizes mit Vielfachheiten behaftet auftreten. 
Ein Komplex heiBt n-dimensional, wenn die Dimension seines héchst- 
dimensionalen Teilsimpexes n ist; er hei8t homogen n-dimensional, wenn 
alle Teilsimplizes die Dimension n haben. 

Der Komplex aller (nm — 1)-dimensionalen Seiten eines n-dimensionalen 
Simplexes heiBt der Rand desselben. 

Der Komplex aller jener (&k — 1)-dimensionalen Simplexe eines homo- 
genen k-dimensionalen Komplexes C, welche Seiten einer ungeraden An- 
zahl von Teilsimplexen von C sind, heiBt der Rand desselben. 

Ein homogen n-dimensionaler Komplex ohne Rand heiBt ein n-di- 
mensionaler Zykel. 

Unter der Suinme zweier Komplexe K,, K, verstehen wir die Menge 
aller Teilsimplizes von K, und von K,, jeden so oft gerechnet, als er in 
K, und K, zusammengenommen vorkommt. Wir schreiben die Kongruenz 
K, = K, (mod 2), wenn K, und K, dieselben Teilsimplizes haben und 
deren Vielfachheiten modulo 2 iibereinstimmen. 

Sind C,, C,,..., C, & n-dimensionale homogene Komplexe mit den 
Randern R,, R,,..., R,, die alle oder zum Teil auch leer sein kénnen, 
so besteht zufolge der Definition des Randes zwischen dem Rand 
R(C,+C,+...+€C,) und den Randern R(C,), R(C,),..., R(C,) die 
Beziehung 


R(C,+0,+...+0,) =R(C,) +R(C,) +...+R(C,) mod 2. 


Ist K, = K,(mod 2), so sind K, und K, zugleich Zykel oder keine 
Zykel. Sind K, und K, Zykel, so ist auch K,+ K, und jeder damit 
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modulo 2 kongruente Komplex ein Zykel. Weil nun der Rand jedes 
n-dimensionalen Simplexes ein (n — 1)-dimensionaler Zykel ist, hat daher 
jeder homogen n-dimensionale Komplex einen (n — 1)-dimensionalen Zykel 
als Rand. Dabei rechnen wir den leeren Komplex als Zykel beliebiger 
Dimension. 

Umgekehrt ist jeder n-dimensionale Zykel C modulo 2 gleich dem 
Rand eines homogen (n-+-1)-dimensionalen Komplexes K. Man erhilt 
ein solches K als den Komplex jener (n-+1)-dimensionalen Simplexe, 
welche einen festgewahlten (unter den Ecken von C vorkommenden oder 
nicht vorkommenden) Punkt p mit allen p nicht als Ecke habenden 
n-dimensionalen Seiten von C verbinden. 

Ist R“~” der Rand einer Seite S“ (k-dimensionaler Simplex) des 
Komplexes C, dann schreiben wir R“~” ~ 0 in C (homolog 0 in C), 
wobei der Zusatz in C, wenn er selbstverstindlich ist, auch weggelassen 
werden kann. Ferner soll fiir irgendwelche Komplexe D,, D, aus ,D, ~ 0 
in C und D,~ 0 in C auch ,D,+ D,~ 0 in C folgen und auBerdem 
aus ,K, = K, mod 2 und K, ~ 0‘ auch K, ~ 0. Fiir K, + K, ~ 0 schreiben 
wir auch K,~ K,. 

Wir betrachten nun fiir K,~ K, die Operationen ,-++ XK,“ und 
»+ K,“ als dieselbe Operation. Die Gruppe aller Additionen von n-di- 
mensionalen in einem Komplex K gelegenen Zyklen ist kommutativ und 
endlich und mége die n-te Zusammenhangsgruppe heiBen. Jedes ihrer 
Elemente hat die Ordnung 2. 

Gibt es nun in einem Komplex C «s k-dimensionale Zykel 
C,, C,,-..,C,, zwischen denen keine Homologie «, C, +-a,C, +...+«,C,~ 0 
in C besteht, wihrend zwischen mehr als s derartigen Zyklen eine solche 
immer besteht, dann nennen wir s die k-te Zusammenhangszahl von C.*) 

Erklart man als Zykel nullter Dimension jede gerade Anzahl von 
Punkten, zwischen denen keine Kanten, Flachen, ... definiert sind, so ist 
die 0-te Zusammenhangszahl die Komponentenzahl vermindert um 1. 

Poincaré*) verwendet in seinen Homologien orientierte Zykel. Um 
sie zu erhalten, ersetzen wir in unserer Definition des Komplexes die (nicht 








*) Diese Z hangszahlen sind, abgesehen davon, da8 wir sie um 1 kleiner 
nehmen, genau die von 0. Veblen [An application of modular equations in analysis 
situs. Am. Trans. 14 (1912), S. 86—94], O. Veblen und J. W. Alexander [ Manifolds 
of » dimensions. Am. Trans. 14, S. 163—178], O. Veblen [ Analysis situs. Cambridge 
Colloquium 1916] eingefiihrten. Wir haben nur die Definition derselben von der 
Darstellung durch Matrizes losgelést. Sie kénnen als die genaue Fassung der von 
Riemann, Fragment aus der Analysis Situs. Werke, S. 479—482 eingefiihrten Zusam- 
menhangszahlen gelten. 

*) Analysis situs. Journ. Ec. Pol. (2) 1 (1895) und Compl. 1. Rendiconti Palermo 
13 (1899), S. 285—343. 
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orientierten ) Simplizes durch orientierte Simplizes, wo wieder ein Komplex 
einen Simplex beliebig oft in der einen Orientierung und zugleich beliebig 
oft in der andern Orientierung enthalten darf. (Derselbe Simplex in zwei 
verschiedenen Orientierungen gilt als zwei verschiedene Simplexe.) Der 
Summenkomplex K, + K, enthalt jeden orientierten Simplex so oft als 
Teilsimplex, als er in K, und K, zusammen als Teilsimplex vorkommt. 
Als Rand eines orientierten n-dimensionalen Simplex [a,,a,,...,@,,,] 
verstehen wir den Komplex der orientierten (n — 1)-dimensionalen Sim- 
pW ay eee ey Se ee eee ee ee eee 
der Festsetzung, da8 [a,a,| und [a,a, ] einander entgegengesetzt orientiert 
sind, folgt dann, daB [a,,a,,a,,..-,@,,,] und [a@,,@,,@,,...,4,,,] ent 
gegengesetzte Orientierungen haben. Als Rand eines homogenen n-di- 
mensionalen Komplexes K erkliren wir jenen (n — 1)-dimensionalen Kom- 
plex, der jede (nm — 1)-dimensionale Seite von K genau (p — q)-fach ent- 
halt, wenn diese dem Rand von p n-dimensionalen Seiten von K in 
ihrer eigenen, g n-dimensionalen Seiten von K in der entgegengesetzten 
Orientierung angehért. Wieder wird der Rand R“~” eines in einem 
Komplex C liegenden Simplexes als homolog 0 erklirt (R*-” ~ 0 in C) 
und ebenso alles, was daraus durch Summenbildung entsteht. SchlieBlich 
heiBt K, mit K, auch homolog, wenn fiir jeden Simplex die Vielfachheit, 
mit der er in K, positiv orientiert, vermindert um die Vielfachheit, mit der 
er in K, negativ vorkommt, gleich der entsprechenden Zahl beziiglich K, ist. 

Die Gruppe der Additionen orientierter in C gelegener k-dimensionaler 
Zykel heiBe die k-te Homologiegruppe von C. Dabei gelten ,, K,“ 
und ,,-+ K,“ als dasselbe Element der Gruppe, wenn K, ~ K, ist. Die 
Maximalzah! beziiglich dieser Homologien linear unabhangiger k-dimen- 
sionaler Zykel in C, vermehrt um 1, definiert Poincaré als k-te Bettische 
Zahl von C. Die k-ten Torsionszahlen *) Poincarés sind die Poincaréschen 
Zahlen*) der k-ten Homologiegruppe. 

Der Fundamentalgruppe liegt der Begriff der Wegaddition zugrunde. 
Dabei bedeutet, so lange wir von Komplexen reden, ,Weg von a nach 
b“ soviel wie ,,Streckenzug von a nach b“. Ein geschlossener Weg heibt 
aiquivalent 0 in C, wenn er entweder ganz in einer (simplizialen) Seite 
von C liegt oder Summe von lauter derartigen Wegen ist. Ferner soll 
jeder Weg A+ B+C+...+ EK durch Weglassen irgendwelcher mit 0 
aquivalenter Summanden in einen dquivalenten Weg iibergehen*). 


*) Compl. 2. Proc. Lond. Math. Soc. 32 (1901), 8. 277-308; Compl. 5. Rend. 
Pal. 18 (1904), S. 45-110. : 
5) Im Sinn von Tietze, Monatsh. f. Math. Phys. 19 (1908), S. 62. 
*) Diese Festsetzungen kommen darauf hinaus, zwei Wege A, B mit denselben 
Anfangs- und Endpunkten als aquivalent in C anzusehen, wenn es in C einen orien- 
Mathematische Annalen. 97. 30 
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Ist nun o ein fester Punkt in C, so bilden die Additionen aller Wege 
in C von o nach o eine Gruppe; sehen wir die Additionen Adquivalenter 
Wege als dieselbe Operation der Gruppe an, so erhalten wir die Funda- 
mentalgruppe von C. Sie ist, wenn C zusammenhangend ist, von der 
Wahl des Punktes o unabhingig. 


Il. Ubertragung auf beliebige kompakte Raume. 


Wir sagen, ein Komplex C liege in einer Menge M, wenn seine Ecken 
in M liegen. Ob in M z.B. zu jeder Kante [ab] von C, die ja nur als 
Punktepaar erklart ist, eine stetige Verbindung zwischen a und b besteht 
oder nicht, ist uns dabei gleichgiiltig’). 

Ist S der Rand eines Simplex beliebiger Dimension, dessen Kanten 
<e sind, dann schreiben wir S~0. Ein in M liegender Zykel C heiBe 
in M e-homolog 0, C~0 in M, wenn er mit einer Summe von lauter 
in M liegenden Simplexrandern mit Durchmessern < ¢ im obigen kombi- 
natorischen Sinn homolog ist. Dabei verstehen wir diese Homologie fiir 
nicht orientierte Zykel modulo 2, fiir orientierte Zykel im Sinne der Homo- 
logien Poincarés. 


Die Addition des Randes R® eines (k + 1)-dimensionalen Simplexes 
zu einem k-dimensionalen Zykel C“ heiBe eine e-Abdnderung von C™, 
wenn R®~0 ist*). Wir schreiben fir Cf” — oy ~ 0 auch CP ~ c,”. 

Wir nennen die unendliche Folge F von k-dimensionalen Zyklen 
0,,C,,... eine Fundamentalfolge in M, wenn die Kantenlinge von C,, 
mit wachsendem m gegen 0 konvergiert und es zu jedem ¢>0 ein n, 
gibt, so daB C,,~C,, in M ist*), sobald n, >n, und n, >n, gilt. Die 
Fundamentalfolge F heiBe e-homolog 0, wenn es ein n, gibt, so daB 
C,~ 0 fiir n>n, gilt. F heiBe eine Nullfolge, F~ 0, wenn F~0 fiir 
jedes « gilt. 

Sind {C,} und {D;} Fundamentalfolgen, so ist {C;-+ D,} wieder eine 
Fundamentalfolge. Wir erkliren sie als die Summe {C,}+{D;}. Ist 
{C;}~0 und {D;}~0, so ist auch {C;}+{D;}~0. Wir erklaren 


tierten, einfach zusa ha den Komplex gibt, dessen Rand B—A ist. Poincaré 
verlangt (Analysis situs, S. 62) bloB, daB B—A~ 0 in C sei, was zu wenig ist und 
in Widerspruch zu seinem sonstigen Text steht. 

*) Denselben Standpunkt nimmt P. Alexandroff (Zur Begriindung der n- dimensio- 
nalen theoretischen Topologie, Math. Annalen 94, S. 296—308) ein. 

*) Dieser Begriff der’ «- Abanderung ist fiir Zykel analog, fiir Wege (siehe weiter 
unten) iibereinstimmend mit dem von Brouwer a. a. O. gegebenen. 

*) Dabei verstehen wir die Zeichen ~ und + fiir nicht orientierte Zykel 
modulo 2. 
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{CO} ~{D,;}, wenn {0,}—{D;}~0 ist und {C,}~{D,}, wenn 
{C;} — {D;}~ 0 ist. 

Die Gruppen dieser beiden Additionen mégen die k-te Zusammen- 
hangsgruppe, bzw. die k-te Homologiegruppe von M heiBen. 

In derselben Weise erklaren wir die Fundamentalgruppe von M. Wir 
iibernehmen von den Komplexen die Wegaddition, wobei wir hier anstatt 
der gewéhnlich betrachteten kontinuierlichen Wege die obigen diskonti- 
nuierlichen Wege verwenden. Nun heiBe ein geschlossener Weg = 0, wenn 
er ganz einem Simplex angehért, dessen Kanten < e sind. Dann erklaren 
wir analog zu den Fundamentalfolgen von Zyklen Fundamentalfolgen von 
Wegen, die Addition dieser Fundamentalfolgen und die Aquivalenzen 
zwischen ihnen. SchlieBlich nehmen wir in M einen festen Punkt o an 
und erhalten in der Gruppe der Additionen von Fundamentalfolgen von 
geschlossenen Wegen, die o als Anfangs- und Endpunkt haben, die Fun- 
damentalgruppe von M beziiglich o. DaB sie von der Wahl des Punktes o 
auch dann nicht unabhangig cu sein braucht, wenn M ein Kontinuum 
ist, zeigt das folgende Beispiel **). 

Wir denken uns im Einheitsquadrat auf der unteren Seite die be- 
kannte nirgends dichte perfekte Menge Cantors, sie heiBe C, eingetragen 
und in jedem ihrer Punkte das Lot von der Lange 1 errichtet. Nun 
identifizieren wir den unteren Endpunkt (2,0) jeder solchen Strecke mit 
dem oberen Endpunkt (f(z),1) einer andern dieser Strecken, wobei f(z) 
auf C folgendermaBen definiert ist (wir schreiben triadisch): 


Fir 0 s<27r<0,1 sei f(x) = 2+ 0,2 
» 02 s250,21 » f(z)=24+0,12 —-1 
» 0,22 <2<0,221 , f(x) =—2+0,012 —1 
» 0,222 << 2<0,2221 , f(x) =—2+0,0012 —.1 usw. 
ferner sei f(1) = 0.%°) 


f(x) ist eineindeutig und umkehrbar stetig in C. Durch die Identi- 
fizierung entsteht aus C ein (unzerlegbares) Kontinuum K. Als Abstand 
zweier identifizierter Punkte gilt nun 0, wahrend sonst als Abstand zweier 
Punkte a, 6 von K das auf Grund dieser Festsetzung bestimmte 
min(@z, + %,%,+...+ 2,5) fiir beliebig viele Punkte x, aus K erklart 
sei. In K gibt es zu jedem « (eindimensionale) e-Zykel, die nicht e- homolog 


**) Dieses Beispiel iiberschligt der Leser zunichst am besten, um im Zusammen- 
hang nicht gestért zu werden. 

%) In Worten la8t sich dies so ausdriicken: Wir identifizieren die linke Halfte 
der Menge der unteren Endpunkte gleichsinnig kongruent mit der ,rechten oberen 
Hialfte*. Dann von den iibrigbleibenden Endpunktmengen wieder die linke untere 
Hilfte gleichmaBig kongruent mit der rechten oberen usw. 


30* 
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0 sind. Je kleiner aber « ist, desto dfter muB der Zykel in K ,,herum- 
laufen“*. Weil wir von den Zykeln einer Fundamentalfolge verlangen, daB 
ihre Kantenlinge gegen 0 konvergiert und zwei hinreichend feine orien- 
tierte Zykel, die verschieden oft herumlaufen, voneinander einen Abstand 
>4 haben, gibt es daher in K auBer Nullfolgen iiberhaupt keine Fun- 
damentalfolgen von orientierten eindimensionalen Zyklen; d.h. die Homo- 
logiegruppe von X enthalt nur die Einheit. Dasselbe gilt auch fiir die 
Fundamentalgruppe beziiglich jedes Punktes 0 von K. Wenn wir aber 
zu K noch einen mit K sonst fremden Bogen von (0,0) nach (0,1) hin- 
zufiigen, so hat die Fundamentalgruppe des so entstandenen Kuntinuums 
K* beziiglich (0,0) eine einfache Basis, die Fundamentalgruppe beziiglich 
des Punktes (1,1) eine 0-fache Basis. 

Die Fundamentalgruppe eines kompakten Kontinuums K ist aber 
sicher dann vom Anfangspunkt o unabhangig, wenn es zu irgend zwei 
Punkten a, b aus K eine Fundamentalfolge F(a, b) von a mit 6b verbin- 
denden (kombinatorischen) Wegen gibt. Ordnet man namlich jedem Ele- 
ment X der Fundamentalgruppe G, von K beziiglich a das Element 
— F(ab)+-X+ F(ab) von @, zu und umgekehrt jedem Element 
F(ab) — Y— F(ab) von G, zu, so erhilt man eine eineindeutige Zu- 
ordnung von @, auf &,, welche die Gruppenrelationen von G, in die 
von @, iiberfiihrt. 

Insbesondere ist die Fundamentalgruppe in jenen kompakten Kon- 
tinuen vom Anfangspunkt unabhangig, in denen irgend zwei Punkte durch 
einen Bogen verbindbar sind, unter anderem also in im Kleinen zusammen- 
hangenden kompakten Kontinuen. 

Im allgemeinen Fall unterscheiden wir mehrere (auch unendlich viele) 
Fundamentalgruppen. 

Man sieht auf Grund der gleichmaBigen Stetigkeit der topologischen 
Abbildungen in kompakten Raumen leicht ein, daB die Zusammenhangs-, 
Homologie- und Fundamentalgruppen kompakter Kontinua topologische 
Invarianten sind*’). 

Der in III zu beweisende Satz (8b) geht iibrigens beziiglich der Zu- 
sammenhangs- und Homologiegruppen viel weiter. 

(1) Die Zusammenhangs-, Homologie- und Fundamentalgruppen einer be- 
liebigen Menge eines metrischen Raumes kénnen als vollstandige**) metrische 
Raume aufgefaBt werden. Man hat nur als Abstand zweier Fundamental- 
folgen F, = {C,, C,,...} und F,={D,, D,,...} die untere Grenze aller 
Zahlen 9 > 0 zu erklaren, fiir welche F, ~F, gilt, d. h. fiir welche bei 


11) Diese Invarianz gilt in nicht kompakten abgeschlossenen Mengen nicht. 
4%) Hausdorff, Grundziige, 8. 315. 
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hinreichend groBem i C; ~ D, ist. Fiir die Fundamentalgruppen haben wir 
»=* statt ,~“ gu schreiben. 

Entsprechend der Endlichkeit der Zusammenhangsgruppe in Kom- 
plexen gilt hier: 

(2) Die n-te Zusammenhangsgruppe einer kompakten abgeschlossenen 
Menge M ist fiir jedes n kompakt und abgeschlossen. 

Zum Beweis zeigen wir zuniichst: 

(3) In einer kompakten abgeschlossenen Menge M gibt es zu einem 
festen n und vorgegebenem « nur endlich viele paarweise nicht e-homologe 
nicht orientierte n-dimensionale 5° Zykel. 


Wir wollen nicht behaupten, daB in (3) das 3 durch keinen gréBeren 
Bruchteil von «¢ ersetzbar ist. 

Um (3) einzusehen, wahlen wir in M eine endliche Menge A von 
Punkten a, so daB jeder Punkt von M von mindestens einem a einen 


Abstand <5 hat. Nun sei C ein beliebiger nicht orientierter n-dimen- 


sionaler z-Zykel in M. Sind nicht alle Ecken von C Punkte von A, 
so wahlen wir zu einem Punkt c von C — A einen Punkt avon A, der 
von c einen Abstand << hat. Sind S,,8,,...,8, die in ¢ zusammen- 


stoBenden n-dimensionalen Seiten von C, so seien R,, R,,..., R, die 
Rander der (n-+1)-dimensionalen Simplizes, welche a als eine Ecke 
und §S,,S,,...,S, als gegeniiberliegende Seiten haben. Bilden wir 
C+ R,+ R,+...+ R, und lassen wir daraus S8,, 8,,...,8,, die sowohl 
als Seiten von C als auch von R,, R,,..., R, vorkommen, je zweimal 
weg, dann erhalten wir einen mit C e-homologen Zykel C,., Die Kanten 
von C, sind, soweit sie ungeandert geblieben sind, < ro wahrend die von 
a ausgehenden neuen Kanten von C,, welche an die Stelle der von ¢ aus- 


gehenden Kanten getreten sind, < * sind, Sind nun nicht alle Ecken von 


C, Punkte von A, so andern wir CO, analog ab usw. Dabei wird eine Kante 
von C héchstens zweimal abgeindert, weil sie nur zwei Endpunkte hat. 


Nach der ersten Anderung ist sie noch < +. nach der zweiten < e. 


D. h. die Anderungen, welche wir an C, C,,... nacheinander vornehmen, 
sind immer e-Abanderungen, m. a. W. die hinzuaddierten R, haben lauter 
Durchmsser <, und wir gelangen schlieBlich zu einem Zykel C*~ C, 
dessen simtliche Ecken in A liegen. Solcher Zykel gibt es aber nur endlich 
viele, womit (3) gezeigt ist. Aus (3) gewinnen wir leicht: 
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(4) In einer kompakten « bgeschlossenen Menge M gibt es zu einem 
festen n und vorgegebenem «> ) nur endlich viele, paarweise nicht e-homo- 
loge Fundamentalfolgen von nicht orientierten n-dimensionalen Zyklen. 

Denn in jeder Fundamentalfolge sind von einem gewissen Element an 
alle folgenden untereinander ¢- homolog. 

Es ist nur eine andere Art, (4) auszudriicken, wenn wir sagen: 

(4) Die n-te Zusammenhangsgruppe einer kompakten abgeschlossenen 
Menge ist fiir jedes n total beschrankt**). 

Da ein total beschrinkter vollstandiger Raum kompakt ist**), ergibt 
sich aus (1) und (4) unmittelbar (2). 

Fiir die Homologie- und die Fundamenalgruppen gelten die zu (2), 
(3), (4) analogen Satze nicht, entsprechend der Tatsache, daB diese Gruppen 
in Komplexen im allgemeinen von unendlicher Ordnung sind. Dagegen kann 
man noch die folgenden Satze (3’), (4’), (3”), (4”) behaupten. 

(3') Ist M eine kompakte abgeschlossene Menge, so gibt es zu einem 
festen n und vorgegebenem « > 0 eine natiirliche Zahl s, so daB zwischen 
irgend s in M liegenden n-dimensionalen orientierten ~-Zyklen C,,C,,...,€, 
eine e-Homologie «, C, + «,C,+ ...-+-a,C,~0 besteht. 

Der Beweis verliuft wie der von (3). Man hat nur C als orientiert 
vorauszusetzen und die Abanderungen mit Hilfe von orientierten Simplex- 
rindern R; vorzunehmen. Dann ist C* ein orientierter Zykel und es gilt 
wieder C*~ C. Da A eine endliche Punktmenge ist, gibt es das be- 
hauptete. s fiir A und damit auch fiir M. 

Aus (3’) folgt sofort ( 4’). 

(4’) Ist M eine kompakte abgeschlossene Menge, so gibt es zu einem 
festen n und vor-~cgebenem «> 0 ein 8, so daB zwischen irgend s Funda- 
mentalfolgen von orientierten in M liegenden n-dimensionalen Zyklen eine 
e-Homologie besteht. 

Einfacher, weil nur fiir Wege (im obigen kombinatorischen Sinn), also 
eindimensionale Komplexe, sonst aber véllig analog verliuft der Beweis 
von (3”) und (4”). 

(3”) Ist 0 ein beliebiger Punkt einer kompakten abgeschlossenen Menge M, 
so gibt es zu einem vorgegebenen « > 0 eine endliche Anzahl s von ~ -Wegen 
W,, W,,...,W,, die alle von o nach o fiihren, so daB jeder in M von o 
nach o fiihrende ~-Weg W einer Aquivalenz W=«,W,+0,W,+ ...+¢,W, 
genugt. 


) Hausdorff, Grundziige, 8. 311. 
“) Hausdorff, a. a. O. S. 314, V. 
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(4”) Ist 0 ein beliebiger Punkt einer kompakten abgeschlossenen Menge M, 
so gibt es zu einem vorgegebenen « > 0 eine endliche Anzahl s von Funda- 
mentalfolgen F,, F,,..-, F, von Wegen, die alle von o nach o fihren, 
so dag jede Fundamentalfolge von Wegen, die in M von o nach o fiihren, 
einer Aquivalenz F = «, F, +«,F,+... +a, F, geniigt. 

Nun kénnen wir leicht zeigen: 

(2°) Jede Zusammenhangs-, Homologie- oder Fundamentalgruppe einer 
kompakten abgeschlossenen Menge hat eine kompakte abgeschlossene Basis. 
Diese kann insbesondere als eine Nullfolge angenommen werden. 

Es sei also & eine solche Gruppe. Dann gibt es nach (4), (4’), (4”) 
zu jedem e, eine endliche ¢,-Basis von Elementen der Gruppe, d. h. von 
Fundamentalfolgen F,, F,,..., F,,, 80 daB jedes Element ¥ von @ mit 
einer Linearkombination der F; (1<i<n,) e,-homolog ist. Nun sei 
{Fy Fy ,..., Fz} eine 2,-Basis von G. Zu jedem Fj (1<i<n,) gibt 
es ein FP =a, F,+0,.F,.+...+ th», Fa, ~~ F*; bezeichnen wir daher 
F? — Fe fiir n.<icn, mit F,, so ist {F,, F.,..., Fa} eine ¢,-Basis 
von @. So fahren wir fiir eine Nullfolge «, fort und erhalten eine Folge 
Oe ee Oe AP Aa A ee ee ee 
eine ¢,-Basis von & ist und auBerdem F, ~ 0 ist fir n,,<i<in,.*) 
Nun kénnen wir jedes Element von @ durch eine unendliche Reihe 
a, F,+«, F,+ ... darstellen. Die Gesamtheit der F, hat eine einzige 
Haufungsstelle, nimlich 0. Rechnen wir auch 0 zur Basis, so wird diese 
abgeschlossen kompakt. 

Ein einfaches Beispiel einer solchen Basis ist folgendes. Wir teilen 
das Einheitsquadrat in neun gleiche Teilquadrate und lassen das mittlere 
ohne seinen Rand weg, aus jedem der iibrigbleibenden Teilquadrate wieder 
das mittlere Neuntel ohne Rand usw. Dadurch erhalten wir die bekannte 
Universalkurve U der Ebene von Sierpifiski®*). U,,U,,U,... seien der 
Reihe nach die Umfange der herausgeschnittenen Quadrate. Wir ersetzen 
zunichst jedes U; durch eine Fundamentalfolge von eindimensionalen 
Zyklen {Z,,,Z,;,,...}=F,, von denen jeder aus U; durch Unterteilung 
hervorgeht. Dann ist {F,, F,,...} eine Basis im Sinne von (2’), und zwar 
fiir die Zusammenhangsgruppe erster Dimension, wenn wir die U, nicht 
orientiert, fiir die Homologiegruppe erster Dimension, wenn wir die U, 
orientiert annehmen. 

Die kleinstmégliche Anzahl von Elementen, welche eine Basis von © 
auBer der 0 haben kann, heiBe die Vielfachheit von G. Sie ist endlich 





*5) Es lieBe sich auch leicht erreichen, daB die F, fir 0< i<m voneinander 
fiir jedes k e,-unabbangig sind. 
1®) Compt. Rend. 162 (1916), S. 629. 
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oder abzahlbar unendlich und ein Ersatz fiir die in Komplexen definierten 
Zusammenhangs-, (bzw.) Bettischen Zahlen*’), 

Man kann aber auch ohne Verwendung von Fundamentalfolgen von 
Zyklen derartige Zahlen in folgender Weise erkliren: 

Wir sagen, die kompakte abgeschlossene Menge M habe eine p-fache 
k-dimensionale (nicht orientierte bzw. orientierte) Zyklose, wenn es zu 
jedem hinreichend kleinen ¢ > 0 ein 6,>0 gibt, so daG fiir 6< 6, in M 
genau p linear e-unabhiangige k-dimensionale (nicht orientierte bzw. 
orientierte) 6-Zykel vorkommen. Gibt es dieses p nicht, dann sei x, als 
Vielfachheit erklart **). 

Die Vielfachheit der nicht orientierten Zyklosis ist gleich der Vielfach- 
heit der Zusammenhangsgruppe derselben Dimension. 

Denn es sei p die Vielfachheit der betreffenden Zyklose, qg die der 
zugehérigen Zusammenhangsgruppe. Dann gibt es zu jedem hinreichend 
kleinen ¢ > 0 ein 6,>0, so daB fiir 6 < 6, genau P= 2” untereinander 
paarweise «-verschiedene 5-Zykel (einschlieBlich der mit 0 e-homologen 
6-Zykel) in M vorkommen. In gleicher Weise hat die Zusammenhangs- 
gruppe Q = 2° verschiedene Elemente. Sind Q miteinander nicht homo- 
loge Fundamentalfolgen gegeben, so haben irgend zwei von ihnen, F,, F,, 
einen Abstand d;,. Ist «<d;, und n hinreichend groB, so haben die 
n-ten Zykel in F, und F, eine beliebig kleine Kantenlange und sind nicht 
e-homolog; d.h. es ist P>Q. Nun sei andererseits ¢, >«,>..., und 
lime, = 0. Zu jedem «,; gebe es ein 6;, so dab fiir 6 < 4; genau P paar- 
weise e,-verschiedene 6-Zykel A;,, Ajo, ..., A;p bestehen; wir kénnen an- 
nehmen, daB 6,> 4, fiir i<k ist. Da also A,, auch ein 6-Zykel ist, 
mu8 es mit genau einem A,,, etwa A;,, ¢;,-homolog sein. Andererseits 
kénnen keine zwei Zykel A,;, und A;;, mit einem Zykel A;; ¢,- homolog 
sein, weil es sonst noch mindestens einen 6,-Zykel A, p,; geben miBte, 
der mit keinem der bisherigen A,; ¢,-homolog, d.h. erst recht nicht 
e,-homolog wire. Die A;; und die A,; sind einander also so eineindeutig 
zugeordnet, da8 zugeordnete miteinander ¢;-homolog sind, nicht zugeord- 
nete nicht. Ist die Zuordnung etwa durch dasselbe j gegeben, so sind 


17) Wollte man genaue Analoga zu Poincaré’s Bettischen Zahlen und den Zu- 
sammenhangszahlen von Veblen und Alexander haben, so miiBte man iiberall noch 1 
addieren. Wir folgen aber in der Zahlung lieber Schlafli, Klein, Dyck [vgl. die 
Zitate bei W. Dyck, Math. Ann. 32 (1888), S. 483] und G. Mannoury, Nieuw Archief 
voor Wiskunde (2) 8 (1898), S. 126—152. 

18) Diese Begriffsbildung ist analog zu der von Brouwer a. a. O. eingefiihrten 
Basis der Zyklosis, welche sich in derselben Weise auf die Fundamentalgruppe bezieht, 
wie die oben definierten Vielfachheiten auf- die Zusammenhangs- und Homologie- 
gruppen. 
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{A,;, Ag;, 43;,---} entsprechend den P-Werten von j P untereinander 
nicht homologe Fundamentalfolgen; d. h. Q > P. 

DaB fiir die orientierten Zykel der entsprechende Satz nicht gilt, 
sieht man an dem gelegentlich der Einfiihrung der Fundamentalgruppe 
gegebenen Beispiel K. Obwohl die erste Homologiegruppe von K nur das 
Einheitselement enthalt, d.h. nullfach ist, hat K doch eine einfache ein- 
dimensionale Zyklose **), 


Ill. Abbildungssiitze. 


Unsere weiteren Betrachtungen stiitzen sich auf den folgenden Doppelsatz: 

(5), (5') Ist die kompakte abgeschlosseue Menge K auf eine andere 
eindeutig stetig so abgebildet, daB das Gesamtbild jedes Punktes y von & 
fiir k=0,1,2,...,n—1 eine 0-fache k-dimensionale, nicht orientierte 
bzw. orientierte Zyklose hat, dann gibt es zu jedem e>0 und e’>0 ein 
56>0, so daB jeder in & liegende n-dimensionale nicht orientierte bzw. 
orientierte 5-Zyklus 3 durch «-Abdnderungen innerhalb R in einen 
n-dimensionalen «-Zyklus tibergefiihrt werden kann, der das Bild (min- 
destens) eines in K liegenden nicht orientierten bzw. orientierten n-dimen- 
stonalen e'-Zyklus ist. 

Wir fiihren den Beweis zuniachst fiir (5), d.h. fiir nicht orientierte 
Zykel. 

Vorerst brauchen nicht einmal zwei nahe beisammen liegende Punkte 
von & Urbilder zu haben, die. auch nahe beisammen liegen. Es gilt aber 
der folgende Hilfssatz: 


Ist die kompakte abgeschlossene Menge K eindeutig stetig auf & ab- 
gebildet, so gibt es zu jedem e>0 und e'>0 ein 6>0, derart, dap zu 
jeder Menge R,<R von einem Durchmesser <6 ein Punkt y, besteht, 
so daB jeder Punkt x von K, dessen Bild in &, liegt, vom Gesamt- 
urbild Y, von y, einen Absiand <e hat und auferdem y, von jedem 
Punkt von &, weniger als «' entfernt ist. 

Wir zeigen zunichst, daB es den Punkt y, gibt, wenn er nicht an 
die durch e«’ auferlegte Bedingung gebunden ist. 

Angenommen, das wire nicht richtig. Dann gibe es ein e>0 und 
zu jedem n (—1,2,3,...) eine Menge &, von einem Durchmesser < “, 


zu der kein Punkt y, bestiinde, fiir welchen jeder Punkt x von K, dessen 
Bild in &, liegt, von Y, einen Abstand < e hatte. Dann kénnen wir aus 


19) Dasselbe Beispiel beantwortet ebenso die analoge Frage beziiglich der Viel- 
fachheit der Fundamentalgruppe und der Vielfachheit der Brouwerschen Basis der 
Zyklosis in negativem Sinn. 
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der Folge der &, eine konvergente Teilfolge auswahlen: &,,, %,,,.... Sie 
konvergiert, weil die Durchmesser der &,, gegen Null konvergieren, gegen 
einen Punkt y,. Wegen der Kompaktheit von K und der Stetigkeit der 
Abbildung hat aber fiir hinreichend groBes k jeder Punkt des Gesamt- 
bildes**) von &,, eine Entfernung von Y,,, die <e ist, entgegen der 
Annahme. Also gibt es den behaupteten Punkt y,, so da jeder Punkt 
des Gesamturbildes von &, einen Abstand <« von Y, hat. Ist dann 4 
und damit ¢ hinreichend klein, so ist wegen der Stetigkeit der Abbildung 
auch yy, < e’ fiir jeden Punkt y von &,. 

Nun zum Beweis von (5). 

Ist 56=«, hinreichend klein, so kann ich fiir beliebig klein vor- 
gegebenes e{ zu jeder Kante [y,y,]' von 8 einen Punkt y,, in & wihlen, 
so daB jeder Punkt von Y;-+- Y, einen Abstand <e; von Y;, hat und 
y;, von jedem der beiden Punkte y;, y, einen Abstand kleiner als ein be- 
liebig vorgegebenes «, hat. Sind «, und «¢, hinreichend klein, so kann ich 
fiir beliebig kleines «, zu jeder zweidimensionalen Seite [y,y,y,]" von 8 
einen Punkt y;,, in S& wahlen, so da8 jeder Punkt der Menge 
Y¥,+Y,+ Y,+¥,,+¥,,+ ¥, eimen Abstand <e von Y;,, hat und 
Y;,, Von jedem der Punkte y;, ¥,, Y Yio» Yi Yin Weniger als «, entfernt 
ist. Sind «,, ¢,, ¢, hinreichend klein, so kann ich zu jeder dreidimensio- 
nalen Seite [y%, %, ys, %,] von 3 einen Punkt y¢,,;, in & annehmen, 
so daB jeder Punkt von SY;,+ SYi,i,+ DSYVi,s,4, (7, 8,¢=1, 2,3, 4) 
von Y; 44,4, einen Abstand < e; hat und 44,4, von jedem der Punkte 
Yi-> Virtgs Yirtg Weniger als «, entfernt ist. Und so fahren wir fort, bis 
wir schlieBlich jeder n-dimensionalen Seite [y, y;,...¥;,,,|" von & einen 
Punkt ¥;,,¢,....4,, Vom & zuordnen, der die analogen Eigenschaften hat. 
Die n-dimensionalen Simplizes [¥;,, ¥4,¢,, Yi,i.é> «++» Yinte..-én,,) Dilden™) 
nun einen n-dimensionalen Zykel 8,, der aus § durch «¢,-, &,-, ..., &- 
Abanderungen entstanden ist, wobei fiir hinreichend kleines 4 ¢, < ¢, 
&, <&,..-,&,<«€ gemacht werden kann. Zum Beweis von (5) haben wir 
nur noch zu zeigen, daB 8, Bild eines e’-Zyklus Z in K ist, sobald 6 
hinreichend klein ist. 

Dazu wahlen wir in jedem Y, einen Punkt z;. In jedem Y;, wihlen 
wir einen Punkt z,,, der von z, einen Abstand <e; hat, und einen 
Punkt 2z,;, der von 2, einen Abstand < ¢ hat. Weil Y;, eine 0-fache 
0-dimensionale Zyklose hat, d.h. zusammenhingend ist, gibt es in Y,, 
einen homogen eindimensionalen e{-Komplex K,;', dessen Rand das 
Punktepaar [z,,,2,,]° ist. Zusammen mit den Strecken [2,2,,]’ und 


*) Gesamturbild einer Menge M = Menge aller Urbilder aller Punkte von M 
™) Dabei gilt natirlich y,,=y, ; 94.9.5: Mais = °° - 
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[x,2,,;]' ergibt er einen homogen eindimensionalen e{-Komplex K;;, 
dessen Rand das Punktepaar [x,2,]° ist. Ist [y,y,y,]* ein zweidimensio- 
naler Simplex von 3, so ist Ki: + Ki + K& ein eindimensionaler ei-Zyklus 
Zi. Zu jedem Punkt x von Zu; Wahlen wir in Yg: einen Punkt 2%, 
der von zx einen Abstand < ej hat, und erhalten einen Zyklus Z,4;, in 
dem je zwei benachbarte Punkte einen Abstand < 3e; haben. Weil Y,,, 
eine Q-fache eindimensionale Zyklose hat, ist Z4;, wenn nur ef hin- 
reichend klein ist, fiir beliebig kleines e; Rand eines in Y,,, liegenden 
homogenen zweidimensionalen ¢,-Komplexes K;};. Fiigen wir zu Kj4) 
noch den durch Z,43, Ze; und die Strecken [aa’)}’ bestimmten zwei- 
dimensionalen Komplex, den wir uns simplizial zerlegt denken, so erhalten 
wir einen homogen zweidimensionalen ej-Komplex K;,;, dessen Rand 
Zin, ist. Nun seien y;, ¥,,Y;. Y» Vier Ecken eines dreidimensionalen Sim- 
plex von 8. Die Vereinigung der vier Komplexe Kein + Kint +- Kega+ Ka ; 
ist ein zweidimensionaler e}-Zyklus Zj,:m. Zu jeder seiner Ecken x wahlen 
wir in Y,,,,, einen Punkt 2*, so daB zz* <j ist, und erhalten einen 
zweidimensionalen Zyklus Zitim, dessen Kantenlinge < «; + 2¢; ist. Weil 
Yi.4m eine nullfache zweidimensionale Zyklose hat, gibt es, sobald nur 
é; + 2e; hinreichend klein ist, fiir beliebig vorgegebenes «; einen homogen 
dreidimensionalen «;-Komplex K,ijm, dessen Rand Z;im ist. Fiigen wir 
zu Kjzim noch den durch Z;iim, Zizim und die Verbindungsstrecken [a2x*]* 
gegebenen dreidimensionalen Komplex hinzu, so erhalten wir einen homogen 
dreidimensionalen «;- Komplex Kgiim, dessen Rand Z,4, ist. Damit fahren 
wir bis zu den n-dimensionalen Seiten von 8 fort. 9%, ¥4,,---» Yins, 
seien die Ecken einer beliebigen unter ihnen. Beim (n —1)-ten Schritt 
haben wir schon die (n-+-1) homogen (n — 1)-dimensionalen «,_,-Kom- 
plexe Kir," .i,,,, Ki,é,...in,,> ++» konstruiert, deren Vereinigung der (n — 1)- 
dimensionale Zyklus Z;";,* ist. Dabei ist Z,*7,*. 
n-dimensionalen ¢,-Komplexes K;j";,...:,,,- 

Nun ist § ein n-dimensionaler Zyklus, d.h. jede (n — 1)-dimensio- 
nale Seite ist in den Randern einer geraden Anzahl seiner n-dimensionalen 
Seiten enthalten. Da die Zuordnung zwischen den (n — 1)-dimensionalen 
Seiten von 8 und den Komplexen Ki;'. eineindeutig ist **), ebenso die 
zwischen den n-dimensionalen Seiten von 8 und den Komplexen Kyyr..., 
und auBerdem Kj{7' dem Rand von K;,,... dann und nur dann angehért, 
wenn dies fiir die entsprechenden Seiten von 3 autrifit, ist auch jedes 


Rand des homogen 


++ tne tne 


**) Dabei ist natiirlich jedes Kj; = Kj7' =... im ebenso vielen Exemplaren 


zu denken, als es zufolge der Konstruktion verschiedene Bezeichnungen hat. 
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Kjii'.. in den Réandern einer geraden Anzahl von K,,,... enthalten, 
d.h. K,y,...=Z ist ein n-dimensionaler Zyklus. Sein Bild in der 
zugrunde gelegten Abbildung von K auf & ist 3,. Dabei haben die 
Kanten von Z Langen bzw. < ej, < ej, ...,< &, d.h. kleiner als das 
vorgegebene «’, sobald 6 hinreichend klein ist. Da Z natiirlich ganz in 
K liegt, ist der Beweis von (5) beendigt. 

Der von (5’) ist mit ihm fast gleichlautend. Man hat nur dem Kom- 
plex 8, jene Orientierung zu geben, die ihm als einer Unterteilung von 
8 zukommt, und die Ausfiillung der Locher, in der der Beweis zur Haupt- 
sache besteht, mit Hilfe der Voraussetzung, da8 nun die orientierten 
Zyklosen der Gesamturbilder der Punkte von & nullfach sind, durch orien- 
tierte Komplexe vorzunehmen, deren Orientierung von 3 iibernommen wird. 

Aus (5) beweisen wir leicht den analogen Satz iiber Fundamentalfolgen. 

(6) Unter den Voraussetzungen des Satzes (5) gibt es zu jeder in & 
liegenden Fundamentaljolge % von n-dimensionalen nicht ortentierten 
Zyklen mindestens eine Fundamentalfolge F von n-dimensionalen Zyklen | 
in K, deren Bild mit % homolog ist (im Sinn der Zusammenhangsgruppe). 

Es sei ¢; > 0, e{ > 0, lim ¢, = 0, limej = 0. Wir bestimmen zu jedem 
t= 1,2,3,... das 6, nach Satz(5). €,, €,,... sei eine Teilfolge von %, 
so da8 fiir jedes ¢ ©, ein 4,-Zyklus ist. Dann gibt es nach (5) in K 
einen ¢{-Zyklus B;, dessen Bild 8; ~ ©; ist. Wegen (3) gibt es nur 
endlich viele unter den B,, die paarweise nicht 3-homolog sind. Der 
erste Zykel B; mit dem unendlich viele andere B; }-homolog sind, heiBe D,. 
Der erste Zykel unter den mit D, }-homologen B;, mit dem unendlich 
viele dieser (mit D, }-homologen B;) }-homolog sind, heibe D, usw. 
Die Folge D,, D,, ... ist eine der in (6) behaupteten Fundamental- 
folgen F. 

Da umgekehrt das stetige Bild jeder Fundamentalfolge eine Funda- 
mentalfolge ist, folgt aus (6) unmittelbar: 





(7) Unter den Voraussetzungen von (5) ist die n-dimensionale Zu- 
sammenhangsgruppe 3 von & das Bild der n-dimensionalen Zusammen- 
hangsgruppe Z von K. 

Weil dabei nur Elemente von Z™ identifiziert werden kénnen, gilt 
weiter: 

(8) Unter den Voraussetzungen von (5) ist 3 ein Teiler von Z™. 

Daraus folgt: 

(9) Unter den Voraussetzungen von (5) ist die n-te Zusammenhangs- 
zahl von & nicht gréBer als die von K.**) 


*%) Die in Anm. 1 erwahnten beiden Satze sind eindimensionale Analoga von (9). 
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Es bleibe dahingestellt, ob zu den Siatzen (6), (7), (8), (9), in deren 
Beweis (2) eingeht, die analogen iiber orientierte Zykel beziiglich der 
n-ten Homologiegruppe gelten. 

Dagegen kénnen wir, immer unter den Voraussetzungen von (5), 
bzw. (5'), eine vollstandige Analogie fiir die Gruppen niedrigerer als der 
n-ten Dimension herstellen. 

Natiirlich gelten (5), (6), (7), (8), (9) auch fiir die k-te Zusammen- 
hangsgruppe, solange k<n ist. Wir wollen nun aber auBerdem, und 
zwar sowohl fiir nicht orientierte Zykel, wie fiir orientierte, zeigen: 

(5b) Unter den Voraussetzungen von (5), bew. (5') gibt es fiir k<n 
zu jedem e>0 und e’>0 ein 6>0, 80 daB jeder in & liegende mit 0 
5-homologe k-dimensionale Zyklus mit einem k-dimensionalen Zyklus 
in & e-homolog ist, der das Bild eines in K mit 0 e’-homologen 
k-dimensionalen Zyklus ist. 

Es sei namlich © der in & gegebene (nicht orientierte bzw. orien- 
tierte) Zyklus und § eine (k-+ 1)-dimensionale 6-Kette in &, deren 
Rand € ist. Da k-+1<n ist, kann ich 8%, genau wie im Beweis von 
(5) und (5°) den Zykel 8, unterteilen und den in (5b) behaupteten, mit € 
e-homologen Zyklus finden. 

(10) Unter den Voraussetzungen von (5), bew. (5') ist jede Folge F 
in K von k-dimensionalen (nicht orientierten, bzw. orientierten) Zyklen 
(k<n) mit gegen 0 konvergierenden Kantenldingen, deren Bild in 8 eine 
Nullfolge ist, selbst eine Nullfolge. 

Es sei e, > 0, ef > 0 und 6; gemaB (5), bzw. :5’) bestimmt. Ferner 
sei F= {C,, C,,...} und F= {C,, €,,...}. Fiir hinreichend groBes m; 
ist Cm, >, 9- Wir wiahlen auBerdem m, so groB, daB die Kantenlinge 
von Cm, kleiner als «ef ist. Nun sei §,,, eine (k-+ 1)-dimensionale 
6;-Kette, deren Rand ©,,, ist. Konstruierer wir wie im Beweis von (5) 
zu %,, ein Urbild P,, mit der Kantenling: <j, so kénnen wir unter 
den Punkten z,,2z,,..., deren Wahl innerhalb der Y; ja beliebig war, die 
Punkte von C,,, verwenden. Da C,, schon ein ¢;-Zyklus ist, kénnen wir, 
wenn ¥,,¥Y,,Y,,--- Eeken einer Seite von ©,,, sind, die Zwischenschaltung 
von Punkten y,,,¥,,,»--+ unterlassen. Dadurch erhalten wir C,, selbst 
als Rand einer in K liegenden homogen k-dimensionalen ¢j-Komplexes; 
d. h. es ist Cm, ~, 0. 


Wegen (5b) ‘kénnen wir aber zu jeder Fundamentalfolge § in ® von 
k-dimensionalen Zyklen eine andere mit ihr homologe Fundamental- 
folge %* finden, welche Bild einer Folge F* von in K liegenden k-dimen- 
sionalen Zyklen mit gegen 0 konvergierender Kantenlinge ist. Es sei 
{C,, C,, ...} eine beliebige Teilfolge von F*. Ihr Bild in & sei 
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{C,, C,,.-.}. Nun ist {€, —€,, ©, —G,,...} eine Nullfolge, also 
wegen (10) auch {C,—C,,C,—C,,...}. Da {C,,C,,...} aber eine 
beliebige Teilfolge von F* war, ist F* eine Fundamentalfolge. 

Wir kénnen also behaupten: 

(7'b) Unter den Voraussetzungen von (5') ist fiir k<n die k-te 
Homologiegruppe von & das Bild der k-ten Homologiegruppe von K. 

Da nun wegen (10) zwei Fundamentalfolgen F,, F, von k-dimen- 
sionalen Zyklen in K, deren Bilder %,, §, miteinander homolog sind, selbst 
homolog sind, kénnen wir schlieBlich sagen: 

(8b) Unter den Voraussetzwngen von (5), baw. (5') ist fir k<n die 
k-te Zusammenhangsgruppe bzw. die k-te Homologiegruppe von R mit der 
von K identisch. 

Fiir die Vielfachheit der Zyklosis lassen sich die nachfolgenden zu 
(8b) und (9) analogen Satze (8c) und (9c) auf Grund von (5), bzw. (5’) 
ohne Verwendung von (2) und darum fiir orientierte wie nicht orientierte 
Zykel zugleich nachweisen. 

(8c, 9c) Unter den Voraussetzwngen von (5), bew. (5') ist die Viel- 
fachheit der k-dimensionalen nicht orientierten, bzw. orientierten Zyklosis 
von & fiir k <n genau gleich, fiir k =n héchstens gleich der von K. 

Es habe also K eine m-fache n-dimensionale Zyklose. «> 0 sei 
beliebig gegeben. Wir nehmen ¢, > 0 so an, daB zwei Punkten von K, 
deren Abstand <e, ist, in & immer zwei (méglicherweise zusammen- 
fallende) Punkte mit einem Abstand <e entsprechen. Ist e, auBerdem 
noch hinreichend klein, so gibt es ein «’>0, so daB in K genau m 
voneinander linear ¢,-unabhangige e’-Zykel bestehen. Wir bestimmen nun 
6 nach (5), bzw. (5’). Zu irgend r 6-Zyklen 3,, 3,,..., 3, in& gibt es 
laut (5), baw.(5’) r Zykel 37, 37,...,3,, welche mit 3,, 3,,...,3, 
e-homolog sind und Bilder von in K liegenden n-dimensionalen e’-Zyklen 
sind. Da in K nur m linear ¢,-unabhangige e’-Zykel vorkommen, sind 
auch héchstens m von den Zyklen 8; und damit von den Zyklen 3, linear 
e-unabhiangig. 

Nun habe fiir k<n & eine r-fache k-dimensionale Zyklose. Wir 
wollen zeigen, daB auch K keine gréBere haben kann. 

e> 0, e’ >0 seien beliebig vorgegeben und 4 nach (5), bzw. (5’) 
gewahit. In K seien nun s>r k-dimensionale »-Zykel Z,, Z,,..., Z, 
gegeben, wo 7 < e’ und so klein sei, daB zwischen den Bildern 3, , 8,,---, 3, 
eine d-Homologie § = «, 3, + @ 3. +.---+4,3, 40 besteht. $B sei eine 
(& + 1)-dimensionale 5-Kette in &, deren Rand 8 ist. Durch e-Unter- 
teilungen von % kann ich eine (& + 1)-dimensionale in & liegende «-Kette 
8* finden. Dabei kann ich als die im Beweis von (5) auftretenden 
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Punkte z,,2,,... die Punkte von Z = «a, Z, + a,Z,-+...+ «,Z, wahlen. 
Da auBerdem dieser Zykel schon eine Kantenlinge <e’ hat, kann ich 
bei der Konstruktion von %* die Unterteilung von 8 unterlassen; d. h. 3 
ist auch Rand von %*. Als Urbild P* von §§* ergibt sich bei dieser 
Konstruktion eine (k-+-1)-dimensionale e’-Kette, deren Rand Z ist. 
Wenn also » hinlanglich klein ist, so sind irgend s>r k-dimensionale 
n-Zykel e’-abhangig; d.h. die Basis der k-dimensionalen Zyklose von K 
ist nicht gréBer als r.**)**) 


IV. Mehr-mehr-deutige Abbildungen. 


Wir kénnen aus (8b) und (8c) erheblich allgemeinere und sym- 
metrischere Sitze iiber mehr-mehr-deutige Abbildungen ableiten, indem 
wir diese uniformiastieren. 

R sei eine beliebige Abbildung einer Menge A auf eine Menge B. 
P sei die Menge aller geordneten Paare (f, 7), deren & in A, deren 7 
in B liegt, also die Produktmenge aus A und B. é und 7 heiBen die 
Projektionen von (£,7) nach A und B.**) Die Menge aller Paare (z, y), 
welche in der Abbildung einander entsprechen (x Ry), ist eine Teilmenge 
der Produktmenge und heiBe R. Die Projektionen von R auf A und B 
sind (mehr-) eindeutige Abbildungen R,, Rg und es gilt R = R7'-Rz.?”) 
%Z' und Ry mégen die uniformisierenden Komponenten von WR heifen. 


Sind A und B topologische Raume, so bilden die Produkte der 
Umgebungen in A mit denen in B ein Umgebungssystem des Produkt- 
raumes**), Dann sind die Projektionen irgendwelcher Mengen aus P auf 
A und B nicht nur eindeutig sondern auch stetig. 


Wir nennen nun eine mehr-mehr-deutige Abbildung einer Menge A 


*) Die analoge Behandlung der Fundamentalgruppe verschieben wir auf eine 
spitere Gelegenheit. 

*5) Die hier abgeleiteten Abbildungssitze lassen sich ebensogut als Satze iiber 
oberhalb stetige Zerlegungen von kompakten abgeschlossenen Mengen auffassen. 
Uber diesen Begriff, der von R. L. Moore (Proc. Nat. Ac. 10 (1924), S. 356—360, 
Trans. Am. Math. Soc. 27 (1925), 8S. 416—428] und P. Alexandroff [Proc. Amsterdam 
28, Nr. 10, Math. Annalen 96, S. 555—571] eingefiihrt worden ist, bzw. unsere Ter- 
minologie, vg]. meine oben zitierte Arbeit Amst. Proc. 29, S. 443. 

%) Hausdorff, Mengenlehre 1926, S. 102. 

*7) Wir verstehen unter dem (relativen) Produkt {1-8 zweier Relationen & und 8 
jene Relation, welche zwischen z und y dann und nur dann besteht, wenn es ein z 
gibt, fiir welches x&z und «By gilt. Vgl. Whitehead und Russell, Principia mathe- 
matica Bd. I, Nr. 34. 

%) R.E. Root, Am. Journ. Math. 36 (1917), S. 90. Sind A und B metrische 
Raéume, so kann auch der Produktraum in einfachster Weise metrisiert werden. 
Vgl. Hausdorff, Mengenlebre 1926, S. 102. 
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auf eine Menge B stetig**), wenn das Gesamturbild jeder in B ab- 
geschlossenen Menge in A abgeschlossen ist. Ist B kompakt und abge- 
schlossen, so ist dies damit gleichbedeutend, da8 fiir jede konvergente 
Folge aus AZz,, Z,... mit dem Limes z,, die Gesamtbilder X,, X,,..., X., 
der Beziehung limsup X;¢ X,, unterliegen. 

(11) Hine Abbildung R von A auf B ist dann und nur dann stetig, 
wenn 9" stetig ist, d.h. wenn ihre beiden uniformisierenden Kompo- 
nenten stetig sind. 

Denn: Sg ist ohnehin stetig. Wenn daher $3’ stetig ist, so auch 
Rz'-Rz—R. Umgekehrt sei R stetig, z,, z,,..., %» seien Punkte 
von A und es gelte limz,—z2,. Fir die Gesamtbilder in B gilt 
lim sup X,¢ X,,. Das Gesamtbild von z, in R ist die Menge aller Paare (z,, y,), 
fiir welche y,e X, gilt, d.i. das Produkt {2,}-X;. Aus limz,—z, und 
lim sup X,¢ X,, folgt nun lim sup ({2z,}-X,)¢{x.}-X., womit R4* stetig ist. 

Nun kénnen wir behaupten: 

(8d) Ist die kompakte abgeschlossene Menge & auf eine kompakte 
abgeschlossene Menge & beiderseits stetig so abgebildet, daB das Gesamt- 
bild jedes Punktes von K und das Gesamturbild jedes Punktes von & 
nulljache nicht orientierte, bzw. orientierte Zyklosen 0-ter, 1-ter,...,n-ter 
Dimension haben, dann ist die 0-te, 1-te,..., n-te Zusammenhangs- bzw. 
Homologiegruppe von & mii der von K identisch. 

Denn auf die beiden uniformisierenden Komponenten der Abbildung 
kann (8) angewendet werden. Ebenso zeigt man aus (8c): 

(Se) Unter den Voraussetzungen von (8d) haben fiir kk <n K und & 
dieselbe Vielfachheit der k-ten nicht orientierten, bzw. orientierten Zyklose. 

Weil nun jede stetige (mehr-mehr-deutige) Abbildung eines kom- 
pakten Raumes umkehrbar stetig ist*°), sind (8d) und (8e) Verallgemeine- 
rungen von (8b) und (8c). 

Die Ubereinstimmung von K mit & in den ersten n Zusammenhangs- 
und Homologiegruppen reicht nicht aus, um das Bestehen einer den Vor- 
aussetzungen von (8d) geniigenden Abbildung zu gewihrleisten*’). 


) Nach W. Hurewicz, Proc. Amsterdam 29 (1926), S. 1014—1017. 

%) Vgl. Hurewicz, a. a. O., 8. 1015, Anm. 1. 

*) Hierzu vgl. den Auszug aus meinem Vortrag auf der Naturforscherversamm- 
lung in Diisseldorf (1926) ,Uber den héheren Zusammenhang kompakter Raume“ 
(Jhrsber. d. deutsch. Math. Ver. 35, Heft 9—12), wo weitere Invarianten dieser Ab- 
bildungen aufgezeigt werden. (Zusatz bei der Korrektur.) 


(Bingegangen am 28. 6. 1926.) 

















Algebraische Erweiterungen kommutativer 
hyperkomplexer Systeme. 


Von 
Wolfgang Krull in Freiburg i. Br. 


Unter einem kommutativen System hyperkomplexer GréBen versteht 
man i. a. einen Ring R mit kommutativer Multiplikation, dessen simtliche 


Elemente sich in der Form ¥a, «, darstellen lassen, wobei die «, feste 
t=1 


Elemente aus R, die a, beliebige Elemente aus einem in R enthaltenen 
Kérper K bedeuten. Vom Standpunkt der Idealtheorie aus besitat ein 
solcher Bereich R vor allem zwei charakteristische Eigenschaften: 


1. Jedes Element aus R ist entweder Nullteiler oder Einheit, d.h. es 
besitzt entweder die Gleichung a-x =0 eine von 0 verschiedene Lésung z, 
oder es gibt zu a in R ein ,,reziprokes Element“ a~*. 

2. Die Nullteiler aus R verteilen sich auf endlich viel Primideale 
P,, Po, ---, P,, und es wird fiir geniigend groBes r das Produkt pi-ps-...- Pr 
gleich dem Nullideal. 

In dieser Note wird jeder durch die Eigenschaften 1 und 2 ausge- 
zeichnete Ring als hyperkomplexes System bezeichnet’). Besonders wichtig 
ist folgendes Beispiel: 

Es sei R ein Ring aus ganzen Zahlen eines endlichen algebraischen 
Zahlkérpers*), a, ein von (0) verschiedenes Ideal aus R. Dann bildet 


1) Zur endgiiltigen axiomatischen Festlegung der hyperkomplexen Systeme 
vgl.§ 1. Die hier als ,hyperkomplexe Systeme“ bezeichneten Bereiche sind identisch 
mit denjenigen Ringen, die ich in den Arbeiten: Algebraische Theorie der Ringe I 
und II (Math. Ann. 88 (1922), S. 80—122 bzw. 91 (1924), S. 1—46) ausfiihrlich 
untersucht habe. In Zukunft werden die genannten Arbeiten mit A.1 und A. II 
zitiert. 

*) Unter einem endlichen Zahlkérper verstehen wir einen Kérper, der aus dem 
der rationalen Zahlen durch eine endliche algebraische Erweiterung enteteht (nicht 
etwa einen Kérper mit endlich viel Elementen). 

Mathematische Annalen 97. 31 











474 W. Krull. 


das Restklassensystem von R nach a, ein hyperkomplexes System R. Ist 
ferner S ein Erweiterungsring von R, der gleichfalls aus ganzen Zahlen 
eines endlichen Zahlkérpers besteht, und bedeutet S das Restklassensystem 
von S nach dem durch a, erzeugten Ideal a, aus S, so entsteht S aus R 
durch Adjunktion endlich vieler, von R algebraisch abhingiger Elemente, 
kann also als algebraische Erweiterung von R angesehen werden. 


Auf Grund dieses Zusammenhangs kann die hier entwickelte algebraische 
Theorie der hyperkomplexen Systeme als Vorarbeit zu einer systematischen 


Behandlung beliebiger Ringe aus ganzen algebraischen Zahlen angesehen 
werden. 


Das Hauptergebnis, zu dem wir gelangen, ist kurz folgendes: 


Es sei R ein beliebiges hyperkomplexes System, S eine endliche 
algebraische Erweiterung von R. Dann kann zwischen S und R ein 
»Zerlegungsring R.“ eingeschaltet werden, in dem jedes Primideal aus R 
in endlich viel Primidealfaktoren zerfallt, deren Restklassenkérper zum 
Restklassenkérper von R nach dem urspriinglichen Primideal isomorph 
sind. Ist ferner R vollkommen (was bei dem oben angefiihrten Beispiel 
aus der Zahlentheorie stets der Fall -ist), so liegt zwischen S und R. 
ein eindeutig bestimmter ,,7rdgheitsring R,“; beim Ubergang von R, zu R, 
bleiben Primideale Primideale, aber die zugehérigen Restklassenkérper 
erfahren eine algebraische Erweiterung. Der endgiiltige Erweiterungsring S 
wird R, gegeniiber zweckmaBig als ,,Verzweigungsring“ bezeichnet, denn 
in S werden die Primideale aus R, primar, wahrend die Restklassenkérper 
nach den Primidealen aus S zu den Restklassenkérpern nach den ent- 
sprechenden Primidealen aus R, isomorph sind. 

Das Ergebnis erscheint bemerkenswert durch seine Analogie zu ge- 
wissen Sitzen aus der Theorie der algebraischen Zahlkérper. In der Tat 
sind bei einer beliebigen algebraischen Erweiterung eines hyperkomplexen 
Systems Zerlegungsring, Tragheitsring, Verzweigungsring durch im wesent- 
lichen dieselben Eigenschaften charakterisiert wie bei einer Galoisschen 
Erweiterung eines algebraischen Zahlkérpers der (zu einem bestimmten 
Primideal gehérige) Zerlegungs-, Tragheits- und Verzweigungskérper. Man 
benutzt auch bei Behandlung der diesbeziiglichen zahlentheoretischen 
Probleme im Grunde stets den oben hervorgehobenen Zusammenhang 
zwischen hyperkomplexen Systemen und Ringen aus ganzen algebraischen 
Zahlen; doch sind daneben gruppentheoretische Uberlegungen unerlaBlich. , 

Am Schlusse dieser Note soll eine andere Anwendung auf die Zahlen- 
theorie auseinandergesetzt werden, die meines Wissens neu ist, und bei 
der man mit Hilfe der Satze iiber die hyperkomplexen Systeme allein zum 
Ziele kommt: Ist R ein Ring aus ganzen algebraischen Zahlen, der in 
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einem endlichen Zahlkérper K, aber in keinem echten Unterkérper von K 
enthalten ist — eine endliche Ordnung in der Bezeichnungsweise von Dede- 
kind —, und bezeichnet R* die Gesamtheit aller ganzen Zahlen aus K, 
so kann man zwischen R urd R* zwei Ringe R, und R, einschalten, die 
hinsichtlich sémtlicher Primideale aus R die oben dargelegten charakte- 
ristischen Kigenschaften des Zerlegungs- und Tragheitsringes besitzen. 
Da8 man hier ohne gruppentheoretische Uberlegungen zum Ziele kommt, 
beruht darauf, daB der Fiihrer von R nach R* vom Nullideal verschieden 
ist, und daB damit das Problem sich auf die endlich vielen, im Fiihrer 
aufgehenden Primideale reduzieren la8t. Bei der oben erwihnten Galoisschen 
Erweiterung von Zahlkérpern hingegen wird der Fiihrer gleich dem Null- 
ideal; hier erméglicht erst die Gruppentheorie die gleichmaBige Reduktion 
der Fragestellung auf die einzelnen Primideale. 


§ 1. 
Allgemeine und spezielle hyperkomplexe Systeme. 


Gegenstand der Untersuchung sind kommutative Ringe mt Hinheits- 
element und ihre Ideale*). Ringelelemente werden mit kleinen lateinischen 
oder griechischen, Ideale mit kleinen deutschen, Ringe mit groBen lateinischen 
Buchstaben bezeichnet. Fiir den gréBten gemeinschaftlichen Teiler, das 
kleinste gemeinschaftliche Vielfache, den Quotienten zweier Ideale ver- 
wenden wir die iibliche Schreibweise (a,b), [a,b], a:b. Ist a durch b 
teilbar, so soll dafiir im Anschlu8 an Dedekind die Beziehung a > 6 oder 
b <a benutzt werden. Und zwar soll a > b bedeuten, daB b echter Teiler; 
a >b, daB b echter oder unechter Teiler. ¢ bedeutet stets das Einheits- 
element, o das Einheitsideal des gerade untersuchten Ringes R. 


Unter Ra verstehen wir das Restklassensystem von R nach dem 
in R enthaltenen Ideal a. Ein Elementesystem © aus R soll ,,volles 
Reprasentantensystem von R|a“ heiBen, wenn © aus jeder Klasse modulo a 
kongruenter Elemente genau einen Vertreter enthalt. Ist R Teilbereich 
von S und bezeichnet a, bzw. a, ein Ideal aus R bzw. 8S, so soll a,-S 
bzw. [a,, R] dasjenige Ideal aus S bzw. R bedeuten, das aus der Gesamt- 
heit der Elemente aus S bzw. R besteht, die sich in der Form 55 a; -b{° mit 

i=1 
beliebigem a, aus a, und beliebigem 6,” aus S darstellen lassen, bzw. 
die gleichzeitig in a, und R auftreten. a,-S bzw. [a,, R] ist das kleinste 
gemeinschaftliche Vielfache bzw. der gréBte gemeinschaftliche Teiler 


%) Im folgenden werden die Grundbegriffe der allgemeinen Idealtheorie als be- 
kannt vorausgesetzt. Vgl. die Z tellungen in A.I §1, sowie Krull: Ein neuer 





Beweis usw., Math. Annalen 70 (1923), § 2. 


31* 
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aller 6, bzw. b,, die Teiler von a, bzw. Vielfache von a, sind. Das 
Symbol a,-S kann und soll auch dann noch benutzt werden, wenn zwar R 
kein Teilbereich von S ist, wenn aber das Produkt eines Elementes aus R 
mit einem solchen aus § stets zu § gehért. 


Definition‘): R heiBt hyperkomplezes System (hyp. S.), wenn 
folgende Bedingungen erfiillt sind: 

1. Kein Primideal besitzt einen vom Einheitsideal 0 verschiedenen 
echten Teiler. 

2. Endlichkeitsaxiom. Ist a,, a,, ... eine unendliche Folge von Idealen, 
bei der jedes a, die Gestalt a;=a;_,:b, besttzt (i = 2,3,...), 80 wird 
von einem endlichen Index m an: Ay = Qu41 = Qu42—--- « 

In Zukunft bedeutet ,Primideal“ schlechtweg stets ein von 0 ver- 
schiedenes Primideal. 


Hilfssatz. Zu einem beliebigen Ideal a+o0 aus dem hyp. 8S. R 
gibt es stets endlich viel Primideale p,(i = 1,2, ..., «) und einen endlichen 
Exponenten 0, derart, daB a> p,; J] pf >a ist. 

Ein Ideal a, fiir das der Hilfssatz nicht gilt, kann kein Primideal 
sein; es miissen daher zwei nicht durch a teilbare Ideale aj und a; existieren, 
fiir die af-ai >a. Dann sind aber a,;-~a:az und a,=a:a, echte Teiler 
von a und es ist a,-a, >a. Gialte nun der Hilfssatz fiir a, und a,, so 
galte er auch fiir a; die Annahme der Existenz eines einzigen Ideales a, 
fiir das der Hilfssatz falsch ist, fiihrt also zu der Folgerung, da8 er auch 
fiir einen echten, in der Form a:b darstellbaren Teiler falsch sein muB, 
und damit zu einem Widerspruch gegen das Endlichkeitsaxiom. 


Aus dem Hilfssatz folgt,da8 in einem Ideal a stets nur endlich viel 
Primideale p, aufgehen kénnen, die als zu a gehdérige Primideale“*) be- 
zeichnet werden sollen. Ein Ideal q, zu dem nur ein einziges Primideal p 
gehért, soll zu p gehdriges Primarideal“*) heiBen. Zwei zu verschiedenen 
Primidealen p, und p, gehdrige Primirideale q, und q, sind stets teiler- 


*) Vgl. die axiomatische Einfiihrung der allgemeinen hyp. S. in A.II § 2, die 
mir indes weniger naturgema8 zu sein scheint als die hier gegebene; vgi. auch A. II 
§ 3, wo gezeigt wird, daB die gewéhnlichen endlichen kommutativen hyp. 8. unter 
unsere Ringe gehéren. Das ,Endlichkeitsaxiom 2“ des Textes kann auch kurz so 
formuliert werden: ,Jede Idealquotientenkette bricht im Endlichen ab“. Es bedeutet 
eine wesentlich schwichere Voraussetzung als der ,Satz von der endlichen Kette“: 
»Jede Teilerkette bricht im Endlichen ab“ (vgl. § 4). 

5) Die angegebene Definition des Primarideals und des zugehdrigen Primideals 
ist zulaissig, d. h. sie fahrt zu keinem Widerspruch mit der in der allgemeinen Ideal- 
theorie iiblichen Ausdrucksweise, weil keines der in Betracht kommenden Primideale 
einen von o verschiedenen echten Teiler besitzt. 
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fremd ((q,,4,)= 0), weil (p,,p,)= 0 und nach dem Hilfssatz fiir ge- 
niigend groBes o sicher pf > qi, px > Qe ist. 

Satz 1. Gehoren zu a die Primideale p,, p,,.--, Po, 80 gibt es fiir a 
eine eindeutig bestimmte Darstellung a = [q,, qe, ---» Go| = 4," Ge - ++ Gos 
bet der q; ein zu p,; gehdriges Primdrideal ist. 

Wir wahlen @ so groB, daB nach dem Hilfssatz JJ] pf >a wird, und 
setzen g” = JJ pf. Dann ist (q™, q®, ...,q) =o und q,=a:q stellt 

ki 


einen Teiler von pf und mithin ein zu p; gehdriges Primarideal dar. Nach 
der fiir den Idealquotienten giiltigen Rechenregel a:(b,, b,,..., 6.) 
=[a:b,,a:6,,...,a:6,] erhalten wir schlieBlich a:(q™, q®,...,q) 
=a:0=a=([q,, dg, ---, 4o]- Die Gleichung [q,,q,,---, 40] = 4° 4e°---* Gos 
sowie die eindeutige Bestimmtheit der q; folgt nach bekannten Satzen aus 
ihrer Teilerfremdheit. 

Wenden wir Satz 1 insbesondere auf das Nullideal an, so kommen 
wir zu einer Gleichung (0) = q;*- qi... q*, bei der die zu den Primir- 
faktoren q;* gehérigen Primideale p, die simtlichen in R iiberhaupt vor- 
kommenden Primideale sind. 

Wir sagen: ,,R laft sich eindeutig additivin dieTeilringe R™, R®,...,R 
zerlegen“ und schreiben R = R® + R®+...4+ R, wenn sich erstens 


jedexc Element a aus R eindeutig in der Form a = 5a darstellen laBt, 
i=1 


wobei die ,,i-te Komponente* a ein Element aus R™ bedeutet, und 
wenn zweitens zwei Elemente addiert bzw. multipliziert werden, indem 
man ihre Komponenten addiert bzw. multipliziert. 

Ist R= R® + R® +...+ R”, 20 gilt auch fiir jedes Ideal a aus R 
eine eindeutige additive Zerlegung a = a”) + a®+...+ a; dabei be- 
steht a® aus der Gesamtheit derjenigen Elemente von R®, die i-te 
Komponente eines Elementes aus a sind. 

Satz 2. Der Zerlegung des Nullideals in teilerfremde Primdr- 
faktoren g#, qs",---, Qe entspricht eine eindeutig additive Zerlegung R = 
R® + R® + ...+4 R, wobei der ,,spezielle Komponentenring“ R® aus den 
Elementen des Ideals J] qf besteht und zu R\q, isomorph ist. R® ist 
ein ,spezielles* hyp. s. ‘a. h. ein solches mit nur einem einzigen Primideal. 

Die Existenz der additiven Zerlegung folgt als Spezialfall aus be- 
kannten Resultaten*). Ferner kann R“ wegen der Isomorphie mit R| qi 


*) Zur eindeutigen additiven Zerlegung vgl. insbesondere E. Noether und 
W. Schmeidler: Moduln in nichtkommutativen Bereichen usw., Math. Zeitschr. 8 
(1910), S. 1—35, §§ 4 und 5, sowie A.II §2. AuBerdem E. Noether, Abstrakter 
Aufbau der Idealtheorie, Math. Ann. 96 (1926), $§ 4, 5 und die Zusammenstellung 
in § 3 der Diskriminantenarbeit Journ. f. Math. Jubilaumsband 1926. 
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nur ein einziges Primideal p® enthalten, das auBer o keinen echten Teiler 
besitzt und fiir geniigend groBes o der Gleichung p“* = (0) geniigt. Daraus 
ergibt sich schlieBlich, daS R™ auch die Endlichkeitsforderung befriedigt, 
mithin, wie behauptet, ein spezielles hyp. S. darstellt. 

Ein Element « hei®t Nullteiler, wenn die Gleichung «-=0 eine 
von © verschiedene Lésung £ besitzt; es heiBt Einheit, wenn ein _,,rezi- 
prokes Element“ a~* existiert, fiir das a-a~1—e wird. 

In einem hyp. S. gibt es nur Nullteiler und Einheiten, denn entweder 
ist a durch eines der Primarideale von R teilbar und damit sicher Null- 
teiler, oder es ist das Ideal (a) zu allen Primidealen teilerfremd und dann 
mu8 (a)=o0, d. h. a Einheit sein. 

Satz 3. Hin hyp. S. R ist dann und nur dann speziell, wenn fiir 
ein festes endliches 9 ein Produkt von o Nullteilern stets verschwindet. 

Die Bedingung ist notwendig, denn enthalt R nur ein einziges Prim- 
ideal p, so haben wir fiir geniigend groBes 9: p? =(0); sie ist hinreichend, 
denn verschwindet fiir festes 9 ein Produkt von oe Nullteilern stets, so 
bildet, wie unmittelbar zu sehen, die Gesamtheit aller Nullteiler das einzige 
Primideal aus R. — Aus der Tatsache, daB ein hyp. 8. nur Nullteiler und 
Einheiten enthalt, sowie aus Satz 3 folgt die Identitét der speziellen 
hyp. 8S. mit den in A.I untersuchten ,speziellen Ringen“. Aus Satz 2 
ergibt sich dann weiter, daB die allgemeinen hyp. S. nichts anderes sind, 
als die in A. II §1 charakterisierten Ringbereiche. Damit ist die in An- 
merkung *) aufgestellte Behauptung gerechtfertigt. 


§ 2. 
Polynomideale und Gleichungssysteme mit Koeffizienten aus einem 
speziellen hyperkomplexen System. 


In diesem Paragraphen bedeutet R ein spezielles hyp. 8. mit dem 
Primideal p*, R, den Ring aller Polynome in endlich viel Variabel 
mit Koeffizienten aus R, p* das Ideal p*-R,. Dem Ring R ordnen 
wir den Koérper K=R|p*, dem Ringe R, den Ring K,=R,| p/* 
zu; K, kann als zu K gehériger Polynomring bezeichnet werden. Ist a 
bzw. a(x) ein beliebiges Element aus R bzw. R, so verstehen wir unter @ 
bzw. @(z) die durch a bzw. a(x) bestimmte Restklasse aus K bzw. K,; 
ebenso bedeute a dasjenige Ideal aus K,, das aus allen denjenigen Klassen 
besteht, die den in dem Ideal a aus R, auftretenden Elementen entsprechen. 
Als charakteristischen Exponenten von R bezeichnen wir die kleinste natiir- 
liche Zahl 0, fiir die p*® und mithin auch p*° gleich dem Nullideal wird. 

Der Zusammenhang zwischen den Idealen aus R, und K, soll uns 
dazu dienen, mit Hilfe der bekannten Idealtheorie von K, einige Sitze 
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iiber Polynomideale aus R, abzuleiten, und zwar betrachten wir in R 
ausschlieBlich solche Polynomideale a, die nicht durch p/* teilbar sind, fir 
die mithin 4 + (0) wird. 

Aus der Gleichung p*°=(0), sowie aus der Definition des Prim- 
ideals folgt unmittelbar: 

Ein Ideal p aus R, ist dann und nur dann Primideal, wenn p* > p 
und § Primideal in K, ist. 

Ist ferner @ gleich dem Einheitsideal 0, so ist (a, p*)=0; (a, p/*)° 

=(a*, a**-p?;...,p°*)=a-(a*", a? *-ps,...pf°")=0; a=o. 

Ein Ideal a ist dann und nur dann gleich dem Hinheitsideal bzw. 
ein Element a(x) ist dann und nur dann Einheit, wenn @ gleich dem 
Einheitsideal bzw. a(x) Hinheit ist. 

Definition. Hin Primideal p(p) heiBt ,,hdchstes zu a(a) gehdriges 
Primideal“, wenn p(p) in a(a) aufgeht, und wenn es kein Primideal 
gibt, das echtes Vielfaches von p(p) und Teiler von a(a@) ist. 

Aus dem Zusammenhang zwischen den Idealen aus R, und K, folgt 
ohne weiteres: 


p ist dann und nur dann héchstes zu a gehdriges Primideal, wenn f 
hochstes zu a gehdriges Primideal ist. 

Ferner ist bekannt, da8 zu einem Ideal @ nur endlich viele héchste 
Primideale p,, p,,.--,). gehdren, und da® fiir hinreichend groBes t: 


Is; > wird’); dann ist aber auch Iv; = (a,p/*); IT; >a. Zu- 
=1 #=1 i=1 
sammenfassend kann man daher feststellen: 


Satz 4. Zu einem Polynomideal a aus R, gehéren nur endlich viele 
héchste Primideale ,, P., ---; Po, und es wird fiir gentigend grofes i: 
Tp; 20. 

Definition. Hin Ideal heift von der Dimension 0“, wenn in thm 
nur solche Primideale aufgehen, die keinen vom LHinheitsideal verschie- 
denen echten Teiler besitzen. 

Ist a von der Dimension 0, so sind die héchsten zu a gehdérigen 
Primideale die einzigen Primideale, die iiberhaupt in a aufgehen, wir 
kénnen sie daher in diesem Fall einfach als ,zu a gehérige Primideale“*) 
bezeichnen. Ein Ideal q von der Dimension 0 heiSt ,zu p gehériges 
Primarideal“*), wenn p das einzige in q aufgehende Primideal ist. 


*) Vgl. E. Noether, Idealtheorie in Ringbereichen, Math. Ann. 83 (1921), 8.23 
bis 66, § 10, sowie die dort iiber Polynomideale angegebene Literatur. 
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Genau wie wir in § 1 aus dem Hilfssatz Satz 1 ableiteten, kénnen 
wir jetzt auf Grund von Satz 4 beweisen: 

Satz 5. Gehdren zu dem Ideal a von der Dimension 0 die Prim- 
tdeale ),,),,---, Po, 80 gilt fiir a eine Darstellung a =([q,, 4%; ---, Qo] 
= ,°4_"--- Go, wobei q;, ein eindeutig bestimmtes, zu p; gehdriges Primar- 
ideal ist; gleichzeitig sind die 9, die Primdrfaktoren von a. 

Auch der letzte Teil der Behauptung bedarf keines besonderen Be- 
weises, er folgt sofort auf Grund des Zusammenhangs zwischen R, und K,. 

Die gewonnenen Ergebnisse sollen insbesondere auf-den Fall angewandt 
werden, daB R, den Polynomring einer einzigen Variablen x darstellt. 
Hier besitzt jedes nicht durch p,* teilbare Ideel qa die Dimension 0, ins- 
besondere jedes Hauptideal, das ein nicht durch p/* teilbares, oder, wie 
wir in Zukunft sagen wollen, reguldres Polynom als Basiselement hat. 
In K, ist jedes Ideals @ ein Hauptideal (f(x)), und die Zerlegung von a 
in Primarfaktoren entspricht der Zerlegung von f(z) in Potenzen irredu- 
zibler Polynome. Nennen wir daher ein regulares Polynom h(z) aus R, 
primar, wenn das Ideal (h(xz)) primar ist, so gilt: 

Das regulare Polynom h(x) ist dann und nur dann primar, wenn 
h(x) Potenz eines irreduziblen Polynoms ist. 

Unter dem Grad des reguliren Elementes f(z) verstehen wir ein- 
fach den Grad von f(z). Dann ergibt sich zunichst aus dem iiber die 
Einheiten in R, Festgestellten : 

f(x) tst dann und nur dann Einheit in R,, wenn es den Grad 0 
besttzt. 

Ist ferner g(x) ein regulares durch das Ideal (f(x)) teilbares Poly- 
nom, so werden die Ideale (g (x)) und (f(z)) dann und our dann identisch, 
wenn g(x) und f(z) sich nur um einen Einheitsfaktor unterscheiden, also 
gleichen Grad besitzen. Gestiitzt auf diesen Umstand beweisen wir: 

Satz 6. Jedes reguldre Polynom f(x) aus R, lapt sich bis auf Hin- 
heitsfaktoren eindeutig als Produkt von teilerfremden Primarpolynomen 
darstellen*). 

Ist f(x) = h,(z)-h,(x)...ho (x), wobei die h;(x) teilerfremde Pri- 
miarpolynome bedeuten, so ist (f(z)) = (h,(z))-(h,(xz))...(h.(x)) eime 
Produktzerlegung des Ideals (f(z)) in zu verschiedenen Primidealen gehérige 
Primirideale und umgekehrt. Nach Satz 5 haben wir daher zum Beweise 
von Satz 6 nur zu zeigen, daB bei einem Hauptideal jeder Primirfaktor 
selbst Hauptideal sein muB. Es sei (f(x))=4q,-q,.-- qo, h,(x) sei ein 
Polynom niedrigsten Grades aus q,; dann ist h,(x)-h,(x)... h(x) ein 


*) Dies hier nebenbei gewonnene Ergebnis bildet den Hauptsatz von A.I § 5. 
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Polynom niedrigsten Grades aus (f(z)), d. h. ein Polynom vom selben 
Grade wie f(x). Wir haben daher 

(h, ())+(hg())-... + (Feo (2) = (hy (2) -hy (2) +. . + he (x)) = (F(z)); 

(h,(x)) = q,- 

Zum Schlusse des Paragraphen bringen wir noch einen spiter wich- 
tigen Satz iiber Gleichungssysteme: 

Satz 7. Es seien f;(2,,%,.--,%,)(t=1,2,...,m) Polynome aus 
R,, fi, set die formale Ableitung von f; nach x,. Gibt es alsdann in R 
ein Wertesystem £,, £4, ---» &,» ftir das (f,(£), fyl€), --+» f,(€)) = 9* 
wird, wahrend mindestens eine Determinante m-ten Grades der Matrix 
'| fi, (€)|| eine Hinhett ist, so gibt es ein System &* = é,(p*), fiir das 
f, (&*) = f(é") =... =f, (4") =0. Ist m=n, 80 ist das System der 
&* eindeutig bestimmt”). 

Es sei (f,(&), f.(&), ---» fm (¢)) =p*” (21) und die Numerierung 
so gewahlt, daB | 7,,(¢)| (¢,&—1,2,..., m) Einheit wird. Bestimmen 


wir alsdann 1,, 1%) ---»%q us dem Gleichungssystem >'f,,(£)-m, = f.(€), 


und setzen wir fiir # > m: y,=0, so ist (m,,%,---,%,)2)* und fir 
&/ =&,— n, wird (f, (&'), fy (é), «+» fa (&')) [ p*"**, wie unmittelbar aus 
der Taylorentwicklung der f;, nach den ,,Korrektionsgliedern“ 7,, ,,--.-, Mm 
zu ersehen. Daraus ergibt sich, da8 durch Zufiigung von héchstens 9 — 1 
Korrektionsgliedern aus dem gegebenen System der &; das gesuchte der £,* 
gewonnen werden kann. 

Um im Falle m=n die Eindeutigkeit zu beweisen, nehme man an, 
es seien &,* und ¢,* = &* +», awei verschiedene Lésungssysteme, wobei 
(My Nags «++ MS p*” (oL1). Setzen wir in das Gleichungssystem 
f,(¢*) = 0 fiir ¢* die Werte &,* + , ein, so erhalten wir fiir die , ein 
Gleichungssystem 5’, (¢*)-n, =a, (i=1,2,...,n), wobei die Deter- 

=1 


minante |f,,(¢*)| Einheit ist und die Kongruenz («,,«,,...,«,)>p*’** 
besteht. Durch Auflésung nach den », findet man: (7,,7,,.--,,) > p*"*’, 
d. h. (,, %5-+-+s %,) ist durch jede Potenz von p* teilbar, und folglich 
gleich dem Nullideal. 


§ 3. 
Allgemeine algebraische Erweiterungen eines hyperkomplexen Systems. 


In Zukunft verstehen wir unter einem Erweiterungsring von F stets 
einen Ring S, der simtliche Elemente von R enthilt, und dessen Ein- 


*) Vgl. A. I § 8, wo Spezialfalle unseres Satzes behandelt sind. 
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heitselement mit demjenigen von R identisch ist. Lassen sich alle Ele- 
mente aus § als Polynome in «,,«,,...,@, mit Koeffizienten aus R auf- 
fassen, so nennen wir S ,endliche“ Erweiterung von R und schreiben 
S= R(a,, «,,...,@,). Eine endliche Erweiterung des hyp. 8. R heibt 
algebraische Erweiterung, wenn jedes Element des Erweiterungsrings Null- 
stelle mindestens eines nicht durch p* teilbaren Polynoms aus R, ist. 

Satz8. S= R(a,,«,, ..., «,) ist dann und nur dann eine algebraische 
Erweiterung des hyp. 8. R= R® +R +...4+ BR, wenn 8 die Gestalt 
S=S%+8° +... +8 besitet, wobei S eine algebraische Erwei- 
terung des speziellen hyp. S. R® darstellt. Ist S eine algebraische Erweiterung 
des speziellen hyp. S. R, so gibt es in R, ein Ideal a von der Dimension 0, 
das kein Element aus R enthdlt, und fiir das R,\a zu S isomorph wird; 
umgekehrt entspricht jedem derartigen Ideal der Dimension 0 eine zu 
aon R,|a isomorph algebraische Erweiterung S von R. 


a) Ist S=R(«,,a@,,...,¢,)  algebraische Erweiterung von 
R= R™ +. R® + ...+2™, und bedeutet « das Einheitselement aus 
R®, so ist S — R (a, -e”, a-e, ..., @,-e) algebraische Erweiterung 


R®, und wir haben: S=S"+8°+...4+ 5”. 

b) Ist der Ausgangsring R speziell, so verstehen wir unter dem ,,Null- 
stellenideal der «, hinsichilich R“ das Polynomideal a aus R,, welches 
aus der Gesamtheit aller der Polynome p(z,, z,,..., %,,) besteht, fiir die 
P(G,, %,-.-,@,)=0 wird. S ist dann offenbar zu R,|a isomorph; ferner 
folgt aus unserer Definition der algebraischen Erweiterung, daB a kein 
Element aus R enthalten kann, und daB in a fiir i =1,2,...,” ein 
Polynom p,(x,) auftreten mu8, das durch p* unteilbar ist, und nur von 2; 
abhingt. Aus der letzteren Tatsache ergibt sich weiter; daB a und mit- 
hin auch a die Dimension 0 besitzt. 


c) Es sei umgekehrt R speziell und a ein Polynomideal nullter Di- 
mension aus R,, fiir das [R,a] = (0) ist. Dann muB a fiir jedes ¢ ein 
nur von x; abhingiges, durch p,* unteilbares Polynom p,(zx;) enthalten. 
Denn dies ist fiir a erfiillt, da im Polynombereich R, ein Primideal p 
dann und nur dann von der Dimension 0 ist, wenn der Restklassen- 
kérper K,|p algebraisch iiber K|p ist*®). Wir gelangen also zu einer zu 
R,| a isomorphen, in Zukunft kurz mit R, bezeichneten algebraischen 
Erweiterung, indem wir die Gesamtheit aller Polynome in «,, @,, ..., «, 
mit Koeffizienten aus R bilden, und p(q,,«,,...,«@,) dann und nur dann 
gleich 0 setzen, wenn p(z,,x,,..-,%,) durch a teilbar ist. 


1°) Vgl. E. Noether, Eliminationstheorie und allgemeine Idealtheorie, Math. Ann. 
90 (1923); einfacher bei v. d. Waerden, Zur Nullstellentheorie der Polynomideale, 
Math. Ann. 96 (1926). 
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Ist allgemeiner a von der Dimension 0 und [a, R] =n; R’= Rn, 
a’ = ain-R,, so erhalt man mit Hilfe des eben beschriebenen Konstruk- 
tionsverfahrens eine zu R/|a’ isomorphe algebraische Erweiterung von R’, 
fiir die gleichfalls die nicht miSzuverstehende Bezeichnung R, benutzt 
werden soll**). 


Satz 9. R, sei Erweiterung des speziellen hyp. 8S. R, a= 14 set 


die Primdridealzerlegung von a, p; das zu q; gehdrige Primédeal. "Datin 
it R, = PR +R? +... 4 R® ein allgemeines hyp. S. mit o speziellen 
Komponenten, und es ist dabei R zu R,\q,, der zu R gehdrige Rest- 
klassenkérper K® zu K,|), isomorph. 


Aus Satz 5 von § 2 ergibt sich fiir R, die eindeutig additive Zer- 
legung R, = R® + R® + ...4+ R” mit zu R,, isomorphem R®. Ferner 
ist klar, da8 in R, das Element p(q,,a,,...,«,) eine Einheit oder einen 
Nullteiler darstellt, je nachdem p(z,, z,,..., x) durch p, teilbar ist, oder 
nicht. Daraus folgt schlieBlich, da8 R, und mithin auch R® ein spezielles 
hyp. 8. mit zu K,|),; isomorphen Restklassenkérper sein mu. — Es seien 
aoch einige wichtige Tatsachen hervorgehoben, die sich leicht aus der ein- 
deutigen additiven Zerlegung ergeben. jp bedeute das Primideal aus R, 
p dasjenige aus R“, q” sei ein zu p™ gehériges Primarideal. Dann sind 
die Ideale p= R4+R°+...4 R°%4 p94 REPL 4 RY 
(i =1,2,..., 0) die Primideale aus R, und jedes zu p,; gehdrige Primarideal 
besitat die Gestalt q, = R® + R®+...4R° "+994 R&P4+ 4 RO. 


Fir p-R, haben wir die Primaridealzerlegung p-R, = [Jq; mit 
i=1 


q,= ROR 4 + ROM 4 yp ROG ROME 4 RO, 

Ist S ein volles Reprisentantensystem von R,|p,, so bilden auch 
die ¢-ten Komponenten der Elemente aus © ein volles Repriisentanten- 
system von Ra 9; und gleichzeitig ein solches von R |p. 

Ist S ein zwischen R und R, liegender Ring, der ebenso wie 2, ino 
spezielle Komponenten zerfallt: S = S® + 8® + ... + 8°”, und bezeichnet 
e” das Einheitselement aus R”, e{ dasjenige aus S™, so ist bei geeig- 
neter Numerierung e® =e und mithin §® ein Teilring von R®, weil 
es in R, nur ein einziges System von o Elementen ¢,, @,,...,%, gibt, 
das den Gleich oe iigt?* 
as den Gleichungen van) (i=) geniigt **). 


Wir bezeichnen mit R\* denjenigen Teilring von R”, der aus der 

1) Hingegen soll unter dem Wort ,algebraische Erweiterung“ stets eine echte 

Erweiterung von R im Sinne der zu Beginn des Paragraphen gegebenen Definition 
verstanden werden. 

) Vgl. A. II § 1, S. 7. 
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Gesamtheit aller der Elemente von R™ besteht, welche i-te Komponente 
eines Elementes aus R sind. Jedes Element aus R{° laBt sich in der 
Form e®-a schreiben, wobei a ein Element aus R bedeutet, es enthalt 
daher nach dem eben Festgestellten jeder zwischen R und R, liegende, 
in o Komponenten zerfallende Ring S simtliche Ringe R{* (i = 1, 2,...,0) 
als Teilbereiche. Oder anders ausgedriickt : Der Ring R{? + RO +... + RY”, 
der als ,Zerlegungsring von R, hinsichtlich R“ bezeichnet werden soll, 
ist der kleinste zwischen R und R, liegende Ring, der ebensoviel spezielle 
Komponenten besitzt wie Rg. 

Satz 10. Der Zerlegungsring R, von R, = R® + R®+...4+ 2 
hinsichtlich R kann folgendermaBen eindeutig charakterisiert werden: Ist 
p das Primideal aus R, so gilt in R, eine Gleichung p-R, = 11%. wobet 

=1 
die p, die Primideale aus R, sind, und es ist ein volles Reprasentanten- 
system von R\p stets auch ein solches von R,|\p; (i =1,2,..., 0). 

Aus dem im Anschlu8 an Satz 9 gemachten Bemerkungen, sowie aus 
der Definition der R{* ergibt sich miihelos, daB der Zerlegungsring die in 
Satz 10 angegebenen Eigenschaften besitzt. 

Ist ferner S irgendein zwischen R und R, liegender, den Bedin- 
gungen von Satz 10 geniigender Ring, so besitzt S sicher o spezielle 
Komponenten, und wir haben daher nach dem oben Festgestellten: 
S=S+ s+ ...4+8, wobei S® eine Erweiterung von R; darstellt. 
Bezeichnen wir nun mit p bzw. p™ bzw. p{® des Primideal aus R bzw. R” 
bzw. S®, so ergibt sich aus der im Anschlu8 an Satz 9 explizit ange- 
gebene Zerlegung von R,-p, sowie aus der Voraussetzung, da die Primir- 
komponenten Primideale sind: p-R{’ =p®,p.S® =p®, p-R®.8® —p-8® 
=p®.s®—p®, und es enthalt R ein volles Reprasentantensystem von 
s®| »”. 

Daraus folgt aber S® — R®. Wir kommen namlich zm einem vollen 
Reprasentantensystem von por |p” = yer". s® | p®*. 8®, indem wir 
die Gesamtheit aller endlichen Summen von der Form 2 p,-«, bilden, bei 
denen die p,; bzw. «; beliebige Elemente aus yor" bzw. aus einem vollen 
Reprasentantensystem von S$“ |p,” bedeuten, es muB daher fiir beliebiges 9 
in R{& ein volles Reprisentantensystem von S| p\°° auftreten. Wahlen 
wir aber 9 hinreichend groB, so wird p{°* = (0); S| p* = 9®, 8 stellt 
also einen Teilring von Ri dar und ist mithin mit R\ identisch. 

Ein spezielles hyp. 8S. R hei&t vollkommen, wenn der zugeordnete 
Kérper K vollkommen ist, d.h. wenn kein irreduzibles Polynom aus Kr 
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mehrfache Nullstellen besitzt. Eine algebraische Erweiterung eines voll- 
kommenen K6rpers ist stets wieder vollkommen**). Daraus folgt: 

Ist S eine algebraische Erweiterung des vollkommenen hyp. S. R, so 
sind auch alle speziellen Komponenten von 8 vollkommen. 

Satz 11. Ist R, eine spezielle algebraische Erweiterung des voll- 
kommenen hyp. 8S. R, und bezeichnet p das Primideal aus R, yp, das- 
jenige aus R,, so laBt sich zwischen R und R, ein eindeutig bestimmter 
»Tvdgheitsring R,“ einschalten, dessen Primideal durch p-R, gegeben ist, 
und der ein volles Reprasentantensystem von R,|p, enthdlt. 

Wir setzen K=R\p, K,=R,|p,. K, ist eine algebraische Erwei- 
terung von K, und zwar, wegen der Vollkommenheit von K, eine ein- 
fache. Es gibt daher in KX, ein irreduzibles Polynom g(x) derart, daB K, 
aus K durch Adjunktion einer Nullstelle @ von g(x) entsteht: K, = K(@). 
Bedeutet « ein beliebiges Element aus der Restklasse Z, so enthalt R(a) 
sicher ein volles Reprisentantensystem von R,|p,. Ist g(a) irgendein 
Polynom aus R, aus der Restklasse g(x), so ist g(a) durch p, teilbar, 
wahrend g’(«) eine Einheit ist, weil ja wegen der Vollkommenheit von K 
die Polynome g(x) und g’(x) aus K, teilerfremd sind. Nach Satz 7 gibt 
es daher in R in der Restklasse @ eine eindeutig bestimmte Lésung «* 
der Gleichung g(a*)=0; der Ring R,= R(a*) ist der gesuchte Trag- 
heitsring. Denn zunichst enthilt R,, wie bereits festgestellt, ein volles 
Reprasentantensystem von R,|p,. Ferner lassen sich alle Elemente aus 
R, als Polynome in « mit Koeffizienten aus R schreiben, und ein Ele- 
ment f(«) ist dann und nur dann Nullteiler, wenn f(x) durch g(x) teil- 
bar ist; dann aber haben wir: f(a) = g(a)-h(«)-+q(a«)=gq(a), wobei 
q(«) lauter Nullteilerkoeffizienten besitzt, also in p-R, enthalten ist. Es 
stellt also wirklich p-R, das Nullteilerprimideal aus R, dar '*). 


Die Eindeutigkeit des Trigheitsringes ergibt sich nach demselben 
Schema wie die Eindeutigkeit des Zerlegungsringes. Zunichst folgt aus 
unseren Schliissen, daB jeder Ring S mit den in Satz 11 angegebenen 
Eigenschaften « und folglich den ganzen Ring R,= R(«) enthalten muB. 
Bedeutet dann p, das Primideal aus R,, p, dasjenige aus S, so ist p,= p,-R,, 

18) Uber vollkommene und unvollkommene Kérper vgl. Steinitz, Algebraische 
Theorie der Kérper, Journal f. Math. 137 (1910), S. 167—309, insbesondere § 11. 

%) Die hier zur Konstruktion des Tragheitsringes benutzte SchluBweise findet 
sich haufig in A.I und A. II, z. B. A.I § 10, A. II §§ 4, 6 und 7. — Der Tragheitsring 
von Ry hinsichtlich R ist im allgemeinen keine ,regulair algebraische“ Erweiterung 
von R, im Sinne von A.I und A. II. Ee kann namlich zwischen endlich viel Elementen 
aus R, eine lineare Relation mit Nullteilerkoeffizienten aus R bestehen, ohne daB sich 
eines von ihnen linear durch die iibrigen ausdriicken lieBe. R, besitzt daher hinsicht- 
lich R im allgemeinen keine ,regulare Modulbasis“ im Sinne von A. II § 4. 
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und es tritt in R, ein volles Reprasentantensystem von S|p, auf. Daraus 
folgt aber, wie beim Zerlegungsring festgestellt, R, = S. 

Satz 12. Ist R, eine spezielle algebraische Erweiterung des hyp. S. R, 
bedeutet p, bew. p das Primideal aus R, bew. R und enthalt R ein volles 
Reprasentantensystem von R,\p,, so ist R, dann und nur dann von R 
verschieden, wenn das Primdrideal p-R, ein echtes Vielfaches von ), dar- 
stellt. In diesem Falle soll R, als ,,Verzweigungsring tiber R“ bezeichnet 
werden. 


Behauptung nach dem gerade eben Bemerkten trivial. 

Die gewonnenen Ergebnisse setzen uns in Stand, iiber einem all- 
gemeinen hyp. 8. R eine beliebige algebraische Erweiterung S aufzubauen. 
Da die eindeutige Summe von endlich vielen hyp. S. stets wieder ein solches 
ist, so ergibt sich zunachst aus Satz 8 und Satz 9: 


Eine algebraische Erweiterung eines hyp. S. ist stets selbst ein hyp. S. 

Es seien ferner R® (¢ = 1, 2,..., 0) die speziellen Komponenten des 
Ausgangsrings R, dann laBt sich nach Satz 8 der Erweiterungsring S in 
der Form S = S" + §+...+ 8 darstellen, wobei S® eine Erweite- 
rung von R™ ist. Wir bezeichnen mit R;° den Zerlegungsring von S™ hin- 
sichtlich R® und nennen R, = Ry” + RO +... + Ry” den ,,zu 8 hinsicht- 
lich R gehérigen Zeriegungsring. R_ besitzt ebensoviel spezielle Kom- 
ponenten wie S, und zu jeder speziellen Komponente R“” (i = 1, 2, ..., 0; 
k=1,2,...,1,) von R, gehért eine spezielle Komponente S“* von S, 
die aus R“* durch algebraische Erweiterung entsteht. 

Ein allgemeines hyp. S. R soll vollkommen heiBen, wenn es seine 
sdmtlichen speziellen Komponenten sind. 

Ist R vollkommen, so sind auch die Komponenten R“” des zugehérigen 
Zerlegungsringes simtlich vollkommen, und man kann nach Satz 11 zwi- 
schen R“* und S“* den Triagheitsring R{*” einschalten. R, =» Ri” 
(¢=1,2,...,0; k=1,2,...,1,) soll als ,,Trdgheitsring von S hinsicht- 
lich R“ bezeichnet werden, wahrend wir den Ring S selbst ,,Verzweigungs- 
ring“ nennen wollen. 


Aus den Siatzen 10 bis 12° gewinnen wir zusammenfassend folgende 
Charakterisierung von Zerlegungs-, Tragheits- und Verzweigungsring: 

Satz 13. Es sei wie bisher S eine algebraische Erweiterung von R, 
R, sei der zugehérige Zerlegungsring und, im Falle der Vollkommenheit 
von R, R, der zugehérige Trdgheitsring; »p, p., p,, p, bedeute ein Prim- 
ideal aus R, R,, R,, S,. Dann sind R, und R, durch folgende Eigen- 
schajten eindeutig charakterisiert: : 

a) R, enthdalt ebensoviel Primideale wie S. Jedes Ideal von der Form 
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p-R, zerfallt in Primidealjaktoren. Zu jedem R,|p, gibt es in R ein volles 
Reprdsentantensystem. 

b) Zu jedem 8 p, tritt in R, ein volles Reprdsentantensystem auf. 
Ein Ideal y.-R, ist stets Primideal. 

c) Ein Ideal p,-S ist stets Primdrideal, und zwar im allgemeinen 
nicht Primideal. 

Auf die Analogie des gewonnenen Resultats mit der Zahlentheorie, 
die die Einfiihrung der Bezeichnung Zerlegungs-, Tragheits-, Verzweigungs- 
ring rechtfertigt, wurde bereits in der Einleitung hingewiesen. 


§ 4. 
Anwendung auf die Zahlentheorie. 


Im folgenden bedeutet R stets einen Ring, der aus ganzen Zahlen 
eines endlichen algebraischen Zahlkérpers besteht. In R besitzt ein von (0) 
verschiedenes Primideal auBer o keinen echten Teiler, ind es gilt der Satz 
von der endlichen Kette: Ist a,,a,,... eine unendliche Folge von Idealen, 
bei der allgemein a;>a;,,, 80 wird von einem endlichen Index yw an: 
Qn = An4. = Ay4e=.... Daraus folgert man nach dem bereits in §1 
und § 2 benutzten Schema: 

Ein Ideal a +(0) tst nur durch endlich viel Primideale p,, p,,..., P, 
teilbar, und fiir gentigend grofes r wird JJ py >a. a laft sich eindeutig 
als Produkt von teilerfremden, nur durch ein einziges Primideal teilbaren 
,»Primdridealen“ derstellen. 

Als Grundlage fiir unsere weiteren Untersuchungen dient folgender 


Hilfssatz. Ist m+(0), so stellt R\m=R ein vollkommenes 
hyp. S. dar. : 

Ordnen wir jedem in m aufgehenden Ideale a aus R das Ideal a= a|m 
aus J zu, so erhalt man zwischen den in m aufgehenden Idealen aus R 
und den Idealen aus R eine eindeutig umkehrbare Beziehung. (Von ge- 
gebenem @ gelangt man zum zugehdérigen a, indem man das Ideal aus R 
bildet, das aus allen in den Restklassen von a auftretenden Zahlen be- 
steht.) } ist dann und nur dann Primideal in R, wenn das zugehérige p 
Primideal in R ist; die Restklassenkérper R\p und R\} sind dann gleich. 
Allgemeiner sind zugeordnete Ideale gleichzeitig Primdrideale, d. h. aur 


durch ein einziges Primideal teilbar, und der Primarfaktorzerlegung a= i q; 
eines in m aujgehenden Ideales a entspricht eindeutig umkehrbar die Primér- 
faktorzerlegung a = ir qi- 

i= 
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Aus dem angegebenen Zusammenhang zwischen R und RF ergibt sich 
leicht die Behauptung des Hilfssatzes. Man braucht nur zu bedenken, da 
ein in m aufgehendes Primideal p auBer o keinen echten Teiler besitzt, 
daB der Restklassenkérper R|p nur endlich viel Elemente enthalt, und da- 
her sicher vollkommen ist, und daB schlieBlich in R das Endlichkeitsaxiom 
von § 1 erfiillt sein mu8, weil ja in R ebenso wie in R der weitergehende 
Satz von der endlichen Kette gilt. 

Zu jedem R gehdrt ein eindeutig bestimmter, ,,algebraisch ganz ab- 
geschlossener“ Ring R*, der aus allen ganzen Zahlen des kleinsten R ent- 
haltenden Zahlkérpers besteht. In R* sind die Primiarideale stets Prim- 
idealpotenzen, nicht so in R.**) Der gréBte gemeinschaftliche Teiler f aller 
derjenigen Ideale aus R, fiir die die Gleichung {-R* =f gilt, die also 
auch in R* Idealeigenschaft besitzen, bildet ein von (0) verschiedenes 
Ideal, den ,,Fiihrer“ von R. Zwischen den zum Fiihrer teilerfremden 
Idealen aus R und R* laBt sich eine eindeutig umkehrbare, hinsichtlich 
der Multiplikation isomorphe Beziehung herstellen, indem man jedem zu jf 
teilerfremden Ideale a aus R das Ideal a-R* aus R* zuordnet**). Es sind 
daher die zu f teilerfremden Primirideale aus R stets Primidealpotenzen, 
und es ist p-R* in R* Primideal, falls » ein zu f teilerfremdes Primideal 
aus R bedeutet; ferner sind in diesem letzteren Falle die Restklassen- 
kérpec R|p und R*|p-R* isomorph. 

Ist hingegen p ein in f aufgehendes Primideal aus R, so braucht 
p-R* in R* nicht Primideal zu sein, es wird vielmehr im allgemeinen 


eine Gleichung p-R* = I pr" gelten, und es werden dabei die Restklassen- 
i=1 


kérper R* |p? zu algebraischen Erweiterungen von R|p isomorph sein. 

Um einen niheren Einblick in die Art des ,,Zerfallens“ der in f auf- 
gehenden Primideale aus R beim Ubergang zu R* zu gewinnen, unter- 
suchen wir den Zusammenhang zwischen den vollkommenen hyp. 8. R = R|f 
und R* = R*|f. 

R* stellt eine Erweiterung von R dar und zwar eine algebraische. 

In der Tat, jedes Element aus R* geniigt als ganze algebraische Zahl 
einer Gleichung x* +- a, 2*-?+...-++- a, = 0 mit ganzen Zahlkoeffizienten, 
und daraus folgt unmittelbar, daB jede Restklasse aus R* einer Gleichung 
z* + G@,2*-1+-...+4,=—0 mit Koeffizienten aus R geniigt; die Erwei- 
terung ist aber auch endlich, wegen R* = R(w,,...,w,), wo die w eine 
Modulbasis von R* bedeuten. Wir kénnen daher zwischen R und R* den 


1%) Vgl. dazu die in ”) zitierte Arbeit: E. Noether, Abstrakter Aufbau der Ideal- 
theorie ..., Einleitung. 

4*) Nach Dedekind: Uber die Anzahl der Idealklassen in den verschiedenen Ord- 
nungen eines endlichen Kérpers, Gau8-Festschrift, Braunschweig 1877. 
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Zerlegungsring R, und den Tragheitsring R, einschalten. Die Gesamtheit 
aller algebraischen Zahlen, die in den Restklassen von R_ bzw. R, auf- 
treten, bilden zwei zwischen R und R* liegende Ringe R, bzw. R,, die 
als ,,zu R gehdriger Zerlegungsring bzw. Tragheitsring: bezeichnet werden 
sollen. Die Bedeutung von R, und R, ergibt sich aus 

Satz 14. Der zu R gehdrige Zerlegungs- und Trdagheitsring sind unter 
allen zwischen R und R* liegenden Ringen durch folgende Eigenschaften 
eindeutig ausgezeichnet: 

a) Ist p irgendein Primideal aus R, so zerfallt p-R_ in R_ in so viel 
Primidealfaktoren wie Primideale aus R* in p-R* aufgehen. Zu jedem 
Primideal p, aus R, enthdlt R ein volles Reprdsentantensystem von R.| p.. 

b) Ist p, Primideal in R,, 80 ist auch p.-R, Primideal in R,. Zu 
jedem Primideal p* aus R* enthalt R, ein volles Reprdsentantensystem 
von R*|\p*. 

c) Ist p, ein Primideal aus R,, so ist p,-R* in R* Primidealpotenz. 

Beim Beweis braucht man nur die im Fiihrer aufgehenden Primideale 
aus R ins Auge zu fassen. Jeder zwischen R und R* liegende Ring S 
enthalt das Ideal f, und es ist S = S|f ein Zwischenring von Kk und R*. 
Wendet man nun Satz 13 an und beachtet die Bemerkungen, die im An- 
schlu8 an den Hilfssatz dieses Paragraphen iiber den Zusammenhang der 
Ideale von R und R'm gemacht wurden, so erkennt man miihelos die 
Richtigkeit der Behauptung. 

Satz 14 zeigt, daB das Zerfallen eines Primideals aus R, das in R* 
seine Primidealeigenschaft verliert, in der ,,iiblichen Weise“ vor sich geht. 
Zunachst Zerfallen in Primidealfaktoren, dann Erweiterung des Restklassen- 
systems, dann ,,Primarwerden“, d. h. in unserm Falle Verwandlung der Prim- 
ideale in Primidealpotenzen. Die zahlentheoretischen Untersuchungen, von 
denen hier ein Beispiel gegeben wurde, lassen sich in mannigfacher Weise 
verallgemeinern. Man kann z. B. zu jedem einzelnen in f aufgelenden 
Primideal aus R einen Zerlegungs- und Trigheitsring konstruieren, wihrend 
der hier eingefiihrte Zerlegungs- und Tragheitsring sich auf alle in f auf- 
gehende Primideale gleichzeitig bezog. Man kann auch an Stelle von R* 
einen beliebigen Zwischenring S zwischen R und R* setzen und den Uber- 
gang von R zu S untersuchen. Ich beabsichtige, auf all diese Fragen in 
gréBerem Zusammenhange zuriickzukommen. 


(Kingegangen am 26, 4. 1926.) 
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Beziehungen zwischen den Idealen verschiedener Ringe. 


Von 


Heinrich Grell in Géttingen. 


Die Frage nach den Beziehungen zwischen den Idealen verschiedener 
Ringe ist so alt wie die Idealtheorie selbst. Die Zerfallung einer ganzen 
rationalen Zahl in einem endlichen algebraischen Zahlkérper, genauer die 
Zerlegung des daraus in der Hauptordnung’) abgeleiteten Ideals, bildet 
das erste Beispiel. In unmittelbarem Zusammenhang damit steht die 
ganze Theorie der Verzweigung mit den bekannten Diskriminanten- und 
Differentensatzen, wie sie vor allen Dedekind entwickelt hat*). Es reihen 
sich an die von Hilbert gelieferten Untersuchungen iiber das Verhalten 
der aus rationalen Zahlen abgeleiteten Hauptideale beim Durchgang durch 
die Hauptordnungen gewisser Unterkérper eines Galoisschen Zahlkérpers *), 
sowie die von Dedekind dazu gegebenen Verallgemeinerungen und Er- 
ganzungen‘). Noch friiher finden sich in der Literatur Beziehungen 
zwischen den Idealen verschiedener Ordnungen eines und desselben Ké6rpers : 
es sei erinnert an die Festschrift zu Gau8’ hundertjahrigem Geburtstag °), 
in der Dedekind die Theorie der von Hilbert als regular bezeichneten, 
d. h. zum Fiihrer nach der Hauptordnung teilerfremden Ideale einer Ord- 
nung entwickelt. Handelt es sich bei diesen Fragen auch hauptsichlich 


1) Fiir die hier auftretenden Begriffe ,Hauptordnung“, ,Ordnung“, ,,primire 
Komponenten“ usw. siehe E. Noether, Abstrakter Aufbau der Idealtheorie in alge- 
braischen Zahl- und Funktionenkérpern, Math. Annalen 96 (1926), S. 26—61 (zitiert 
mit N). Als Ordnung eines algebraischen Zahlkérpers bezeichnet man mit Dedekind 
jeden darin enthaltenen Ring aus ganzen algebraischen Zahlen, der das System aller 
ganzen rationalen Zahlen umfaBt. 

*) R. Dedekind, Uber die Discriminanten endlicher Kérper, Abhandlungen der 
Géttinger Gesellschaft der Wissenschaften 29 (1882). 

*) D. Hilbert, Zahlbericht, § 38—47. 

*) R. Dedekind, Zur Theorie der Ideale, Géttinger Nachrichten 1894, S. 272ff. 

5) R. Dedekind, Uber die Anzahl der Idealklassen in den verschiedenen Ord- 
nungen eines endlichen Kérpers. Braunschweig 1877. 
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um die Zerlegung der Ideale in paarweise teilerfremde, gréBte primaire 
Komponenten, so tritt bei den Hilbertschen Untersuchungen doch wesent- 
lich der Begriff des Grades hinzu, durch den ebenso wie den der Norm 
eine feinere, rein modultheoretische Charakterisierung des Ideals erzielt wird. 


Bisher nicht so scharf ausgesprochen, aber doch immer dem Sinn 
nach, finden sich ahnliche Fragen in den Gebieten, die sich um die Ideal- 
theorie des Polynombereichs gruppieren, d. h. in der Theorie der alge- 
braischen Funktionen und der Eliminationstheorie. Beidemal handelt es 
sich im Grund um das Auftreten von Quotientenringen und das gegen- 
seitige Verhalten gewisser Ideale dieses Bereiches und des Ausgangsringes. 
So hat Krull*) die Bestimmung der Ordnung des Verschwindens (oder 
Unendlichwerdens) einer algebraischen Funktion in einem Punkt der ab- 
strakten Riemannschen Flache durch Einfiihrung seiner Punktringe wesent- 
lich iibersichtlicher gemacht. Zum andern gehéren an diese Stelle die in 
den Arbeiten von Hentzelt-Noether’), E. Noether*), Grete Hermann ®) und 
v. d. Waerden *) auftretenden Grundideale und reduzierten Ideale. Hier 
beriihrt sich ferner die Bestimmung von Grad und Norm aufs engste mit 
der der Multiplizitét in der algebraischen Geometrie, und schreitet man 
von da aus weiter zu der Lehre von den Singularitaten algebraischer Ge- 
bilde, so kommt man zuriick auf die Beziehungen zwischen den Idealen 
verschiedener Ordnungen ein und desselben Funktionenkérpers. 


In der vorliegenden Arbeit werden diese Fragen zum erstenmal von 
einem einheitlichen Gesichtspunkt aus betrachtet. Losgelést von den 
soeben skizzierten Problemen bringt sie, ohne Voraussetzung irgendwelcher 
Endlichkeitsbedingungen, die Grundlagen der Beziehungen zwischen den 
Idealen verschiedener Ringe; die Anwendung dieser allgemeinen Betrach- 
tungen auf die Ordnungen von Zahl- und Funktionenkérpern ist einer 
weiteren Arbeit vorbehalten. Dabei zeigt es sich von vornherein, daB 
nicht so sehr die zugrunde gelegten Ringe, als vielmehr gewisse Mengen 
von Idealen, die Idealkérper, das wesentliche sind. Sie bilden einen 
Sonderfall der Modulkérper, unter denen man Systeme von Moduln mit 
Verkniipfungs- und Ordnungsbeziehungen, ahnlich wie die gewéhnlichen 
K6rper, zu verstehen hat, und genau wie bei diesen ergeben sich die Be- 
grifie der (arithmetischen) Isomorphie und Ahnlichkeit. Die Auffassung, 


*) Nach persénlicher Mitteilung durch Manuskripte. 

”) Hentzelt-Noether, Zur Theorie der Polynomideale und Resultanten, Math. 
Annalen 88 (1922), S. 53—79. 

*) E. Noether, Eliminationstheorie und allgemeine Idealtheorie, Math. Annalen 
90 (1923), S. 229-261. 

*) G. Hermann, Die Frage der endlichvielen Schnitte in der Theorie der Poly- 
nomideale, Math. Annalen 95 (1926), S. 736—788. 
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die in den Moduln und Idealen selbst, nicht aber in den Ringelementen 
die Hauptsache sieht, zieht sich bei genauem Hinsehen durch das ganze 
Dedekindsche XI. Supplement **). Ganz scharf ausgesprochen aber hat 
sie Dedekind in der Arbeit ,Uber die von drei Moduln erzeugte Dual- 
gruppe“*'). Wiahrend bei den Modulkdrpern die vier Verkniipfungen der 
Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division auftreten, besitzen die 
in der erwihnten Arbeit behandelten Dual- oder Modulgruppen lediglich 
die Verbindungen der Addition und Subtraktion. Zwischen Modulkérpern 
und Modulgruppen herrscht demnach im groBen das gleiche Verhiltnis 
wie zwischen gewohnlichen Kérpern und gewohnlichen Gruppen, wenn auch 
natiirlich in den Einzelheiten starke Unterschiede auftreten. 

Die Frage nach den Beziehungen zwischen den Idealen eines belie- 
bigen Systems von Ringen wird zunichst fiir den speziellen Fall von 
Ober- und Unterring erledigt ($3). In den beiden jeweilig aus der Ge- 
samtheit der Ideaie bestehenden Idealkérpern existiert je eine ausgezeichnete 
Menge von Idealen: die Erweiterungsideale im Oberring, die Verengungs- 
ideale im Unterring. Die beiden Mengen sind einander eineindeutig und 
ahnlich zugeordnet und erlauben ein Aufspalten jedes der beiden Ideal- 
kérper in Klassen mit eineindeutigem Entsprechen (§ 4). 

Werden diese Resultate auf den Vereinigungs- und Durchschnittsring 
eines beliebigen Ringsystems angewandt, so liefern sie fiir jeden Ring des 
Systems Klasseneinteilungen und gewisse ausgezeichnete Mengen von Idealen, 
die Kerne. Genau wie oben die beiden Mengen der Erweiterungs- und 
Verengungsideale besitzen die Kerne zweier beliebiger Ringe eine einein- 
deutige Zuordnung, die beziiglich der Ringe reflexiv, symmetrisch und 
transitiv ist (§ 5). 

Mit den Begriffen der §§ 3, 4 allein erledigen sich schon die Quotienten- 
ringe (§ 6). Ihre Idealtheorie ist durch die des Ausgangsringes voll- 
kommen bestimmt. Es gilt nimlich, daB das System der Verengungs- 
ideale des Ausgangs- und dasjenige aller Ideale des Quotientenringes zu- 
einander isomorphe Idealkérper sind. 

Weiterhin wird der Dedekindsche Fiihrerbegriff fiir ein beliebiges 
Ringsystem aufgestellt und die Theorie der zum Fiihrer teilerfremden 
Ideale der Ringe des Systems entwickelt (§ 7). Die Systeme der soeben 
erwahnten Ideale bilden untereinander isomorphe Idealkérper; dabei haben 


”) Dirichlet-Dedekind, Vorlesungen iiber Zahlentheovie, IV. Auflage, 8. 434—657 
(zitiert mit Z. IV; die II. Aufl. entspr. mit Z. II). 

1) Math. Annalen 53 (1900), S. 371-403. Auf diese Arbeit machte mich nach- 
triiglich E. Noether aufmerksam; vgl. auch die dann noch erschienene Note von 
W. Krull, Axiomatische Begriindung der allgemeinen Idealtheorie, Berichte der phys.- 
med. Sozietit in Erlangen 56 (1924). 
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einander entsprechende Ideale ringisomorphe Restklassenringe. Der Grund 
dafiir liegt hierin: jedes zum Fiihrer teilerfremde Ideal stellt fiir sich 
einen Kern dar, und einander nach § 5 entsprechende Kerne besitzen ring- 
isomorphe Restklassen"inge. _Daraus folgt das angegebene Resultat unter 
Benutzung eines Satzes iiber den Zusammenhang zwischen Ring- und 
arithmetischem Isomorphismus (§ 2, 2). Als Spezialfall folgen die Dedekind- 
schen Resultate iiber regulire Ideale einer Ordnung *). 


Eine weitere Frage ist die nach dem Zusammenhang zwischen Fiihrer- 
und Ringzerlegung (§ 8). Besteht das zugrunde gelegte Ringsystem aus 
Ober- und Unterring, so ergibt sich aus einer vorausgesetzten Zerlegung 
des Fiihrers in endlich viele paarweise teilerfremde Komponenten im 
Unterring fiir diesen eine Darstellung als direkter Durchschnitt bez. des 
Oberringes (vgl. hier § 2). Die Fiihrer dieser Ringkomponenten nach 
Unter- und Oberring sind das Komplement einer Komponente der Fiihrer- 
zerlegung und ihr Erweiterungsideal im Oberring. Ein Furtwianglerscher 
Satz iiber die Zerlegung eines Fiihrers in Komponenten mit paarweise 
teilerfremden Normen in der Hauptordnung eines endlichen algebraischen 
Zahikérpers ordnet sich hier als spezielles Ergebnis ein **). 


In der schon vorhin angekiindigten zweiten Arbeit ,Zur Theorie der 
Ordnungen in Zahl- und Funktionenkérpern* handelt es sich ausschlieBlich 
um Idealkérper, die aus der Gesamtheit der Ideale endlicher nullteiler- 
freier P-Ordnungen (vgl. N. § 1) bestehen, in denen mod. den vom Null- 
ideal verschiedenen Idealen der Doppelkettensatz gilt (N., Einleitung). 
Diese Voraussetzung, verbunden mit gruppentheoretischen Hilfsmitteln, 
fiihrt zu einer vollstandigen Theorie des Grades und der Norm von Idealen 
in beltebigen endlichen Ordnungen algebraischer Zahlkérper und anderen 
ihnen verwandten, in N.§3 naher bezeichneten Bereichen. In Verallge- 
meinerung eines Dedekindschen Satzes**) ergibt sich fiir sie weiter eine 
Charakterisierung aller derjenigen Ideale, die Fiihrer nach Unterordnungen 
sind. Als Anwendung der §§ 7,8 der vorliegenden Arbeit bekommt man 
schlieBlich noch Grad- und Kompositionsreihensatze iiber Ideale in verschie- 
denen Ordnungen; sie stellen eine weitgehende Ausdehnung gewisser Multi- 
plizitatsfragen der algebraischen Geometrie dar, die zuerst B. L. v. d. Waerden 
beriihrt hat *). 


12) Vgl. den 1. Abschnitt dieser Einleitung. 
#8) Ph. Furtwingler, Uber die Fiihrer von Zahlringen, Wiener Berichte 128 
(1919), S. 239-245, Satz 2. 
4) Vgl. die FuBnote zu S. 28 der in *) zitierten Dedekindschen Arbeit. 
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§ 1. 
Modul- und Idealkérper. 


1. Modulkérper. M sei ein System von Elementen A,B, C,.... 
In M bestehe eine den drei Gesetzen der Reflexivitét, Symmetrie und 
Transitivitat geniigende Gleichheitsbeziehung, derzufolge zwei beliebige Ele- 
mente U, $ aus M gleich (A = B) oder ungleich (M+ B) heiBen. Ferner 
seien in M vier Verkniipfungen definiert, durch die jedem geordneten Paar 
%,B von Elementen eindeutig’®) ihre Summe U+%, ihre Differenz 
& —%B, ihr Produkt AB und ihr Quotient A:B zugeordnet wird. Dann 
heiBt M ein System mit vierfacher Komposition **). 

Zwei solche Systeme M,, M, heiBen tsomorph, wenn zwischen den 
Elementen von M, und denen von M, eine eineindeutige Zuordnnng 
besteht, derart, daB Summe, Differenz, Produkt und Quotient zweier Ele- 
mente des einen Systems das Resultat derselben Verkniipfung der ent- 
sprechenden Elemente des andern zugeordnet ist. 

Das System M heiBt ein Modulkérper wnd die Elemente A, 8, €,... 
Moduln, falls fiir die vier Verkniipfungen noch gewisse Aziome erfiillt 
sind; ein Isomorphismus zweier Modulkérper wird zur Unterscheidung 
von dem zweier gewéhnlicher Kérper als arithmetischer Isomorphismus 
bezeichnet. Die Axiome*’) sind nun: 

I. 1)&4+8=—8+%; 2) (4+%8)+C=A4+(B+C); 
3) X4+(A—B)=— UA, 
Il. 1)XA4-—-S=—=B-—A; 2) (A—B)—-C=A-—(B—E); 
8) A (A+B) —%, 
Ill. 1) AB=SeA; 2)(AB)\C—A(BEC). 

Aus den Axiomen I 3) und II 3) ergibt sich sofort 

Satz 1. A+UA=H4. 

Beweis. Ersetzt man in 13) 8 durch A+B, so folgt die Be- 
hauptung unter Benutzung von II 3). Ganz entsprechend kommt 

Satz 2. A-—A=—U°A. 


1) Vgl. hierzu N. FuSnote °). 

%®) Vgl. Steinitz, Algebr. Theorie der Kérper, § 1; Journal f. Math. 137 (1910), 
8. 167—309. 

4”) Die Axiome sind natiirlich so gewahlt, daB sie mit den Sitzen iiberein- 
stimmen, die fiir die in iiblicher Weise aus den Elementen eines Ringes gebildeten 
Moduln gelten. — Unter einer Modulgruppe ist im folgenden ein System M von 
Moduln mit Gleichheitsrelationen, den beiden Verkniipfungen der Summen- und 
Differenzbildung sowie der Giiltigkeit der beiden Axiomgruppen I und II und des 
ersten distributiven Gesetzes verstanden, entsprechend der in '') erwihnten Dedekind- 
schen Arbeit. 
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Die beiden Axiomgruppen I und II seien verbunden durch das 

1. distributive Gesetz: Wenn A+C=—C€ ist, so gelte 
4+(8—€)=—(H%+%B)—C. Die Briicke zwischen den beiden Ver- 
kniipfungen Summe und Produkt bildet das 

2. distributive Gesetz: &A(B+C)—AB+AC, die zwischen 
Differenz und Quotient das dazu duale 

3. distributive Gesetz: (A—B):€=A:C—B8:E. 

Das 1. distributive Gesetz ist zu sich selbst dual. Um das einzu- 
sehen, geniigt es, zu bemerken, daB aus A— €=—€ nach I 3), 1) folgt 
€+UA=—(A—C)+A—A. Also hat man € + (B—A)—(C+B)—-A 
somit wegen I 1), II 1) die zweite Form des 1. distributiven Gesetzes. 
Da man ganz entsprechend auch in umgekehrter Richtung schlieBen kann, 
folgt die Behauptung. 

Allein die beiden ersten Verkniipfungen der Summen- und Differenzen- 
bildung erlauben, den Modulkérper zu einer tetlweise geordneten Menge 
zu machen **), Nach Hausdorff**) versteht man darunter eine Menge, in 
der fiir zwei beliebige Elemente 2%, stets eine einzige der vier Rela- 
tionen Mo B (WU gleich B), U< B (W frither als B), A> B (A spater 
als 8), M||S (UW mit B unvergleichbar) besteht. Und zwar soll in M sein 


A+ B= A 
A—BS=U%, 
A+B= YA 
A—-B+U°A, 
A+ B+ A 
A-—-BS=U, 
A+ B+ A 
U3 » ta wee. 

Wegen der Eindeutigkeit der Verkniipfungen und Satz 1 und 2 folgt 

aus A=—B immer Ao B. Wegen 13), 1) gilt auch die Umkehrung, 
d. h. die Relationen = und © fallen zusammen. 


Definition 1. Ein Modul & heiBt Vielfaches von 8, wenn A>B 
ist, er heiBt Teiler von 8, wenn A<B wird. Offenbar ist der erste 
Fall identisch mit AY— B— A, der zweite mit A+ B—A. Bleibt das 
Gleichheitszeichen ausgeschlossen, so soll 2 echtes Vielfaches bzw. echter 
Teiler genannt werden. 


0 8 fir | 
a<8, | 


a>8, | 


8) Diese Tatsache ist schon von Dedekind in der in "*) erwaihnten Arbeit aus- 
gesprochen und benutzt. 
**) Vgl. Hausdorff, Grundziige der Mengenlehre, VI § 1. Leipzig 1914. 











Dann besteht 
Satz 3. A+B8<UH,B. 
Beweis. (A+ %8)+A%=—UA-+B, entsprechend fiir B. 

Satz 4. A-—BSUA,B. 

Beweis. (&%— %B)— A= A— B, entsprechend fiir B. 

Hieraus ergeben sich die iiblichen, die Ordnungsbeziehungen beherr- 
schenden Gesetze, also beispielsweise: Aus A <8, A>B, A|| B folgt 
bew. B>A, B< A, Bll A, sowie etwa das transitive Gesetz: aus 
A4< BS, B<C€ folgt A<C€, u.a. Dev Beweis werde etwa fiir die Be- 
hauptung A < B-—-B> UH gefiihrt. Dazu ist also zu zeigen 8+A+8, 
S$—A=B. Aus $+ A= 8 schlieBt man S—B4+A—A+B—H, 
gegen die Voraussetzung. Aus &--G—W folgt ferner nach II 3) die 
Beziehung A —B—(A+B)—B=—B. Ahnlich vollziehen sich die Be- 
weise der iibrigen Gesetze. Insbesondere also hat man: Ist & Vielfaches 
von %, so wird § Teiler von &, und umgekehrt. Deshalb sagt man 
auch im Fall &>B, daB A durch B teilbar ist, wahrend das Gegenteil, 
die Nichtteilbarkeit, sich durch &% < || 8 ausdriickt. 


Definition 2. Ein Modul D heiBt gréfter gemeinsamer Teiler der 
Moduln &, 8, wenn 1. D gemeinsamer Teiler von WM und ® ist, 2. jeder 
gemeinsame Teiler von & und §$ Teiler von D wird. Entsprechend kommt 

Definition 3. Ein Modul & heiBt kleinstes gemeinschaftliches Viel- 
faches der Moduln &,B, wenn 1. B gemeinschaftliches Vielfaches von 
W und $ ist, 2. jedes gemeinschaftliche Vielfache von “& und % Viel- 
faches von & wird. — Offenbar ist der gréBte gemeinsame Teiler ebenso 
wie das kleinste gemeinschaftliche Vielfache durch die beiden Moduln A, 8 
eindeutig bestimmt. -— Es besteht dann 

Satz 5. Der grépte gemeinsame Teiler von U und B ist A+ B. 

Beweis. Nach Satz 3 ist &-+ 8 gemeinsamer Teiler von U und B. 
Fiir einen beliebigen gemeinsamen Teiler € von A,B kommt wegen 
4+C€=C€, B+C=—C€ und 12) die Beziehung (A+ B)+C=A 
+($+ €)=uA+C=E, also A+ BSC, w.z.b.w. Entsprechend 
hat man 

Satz 6. Das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von U und B ist 
a—. 

Aus den beiden Satzen ist zu schlieBen: Aus UA > € und $ > ® folgt 
%4+8>C€+D und A—BS>C—D. Und beziiglich der Multiplikation 
ergibt sich schlieBlich noch aus dem 2. distributiven Gesetz die Folge- 
rung: Aus & > folgt AC > BC. Denn aus A>B kommt (A+ B)C 
=S8C=%AC+SC. 
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Wie in der Mengenlehre heiBen hier zwei Modulkérper ahnlich, wenn 
zwischen ihren Elementen eine eineindeutige Beziehung besteht derart, daB 
die in der einen Menge zwischen zwei Elementen bestehende Ordnungs- 
relation gleicherweise fiir die entsprechenden Elemente der andern gilt. — 
Aus der Definition der Ordnungsrelationen folgt sofort der 


Satz 7. Isomorphe Modulkérper sind ahnlich. 


Zuletzt soll noch die 4. Verkniipfung der Quotientenbildung unter- 
worfen sein den Axiomen 

IV. 1) B(A:B) HA; 2) aus BESSA folgt C>A:B. 

Dann beweist man 

Satz 8. Hs ist A:(BC)=—(A:B):E, 
sowie 

Satz 9. Hs ist U:(B6+ C)=—(A:B) —(A:C). 

Der Beweis von Satz 8 ist derselbe wie in N.§ 5,4. Um Satz 9 zu 
beweisen, bemerkt man zunichst, daB aus 8 >8+C, C>8+ € folgt 
4:(8+€)>A:B—A:C€. Setzt man zum andern die rechte Seite 
gleich B, so kommt aus V>U:B, A:C weiter VV,CVSHA, nach 
Satz 5 also BV+ CV=—(B+C)/VSA, somit SSA:(B+ C), wo- 
mit der Satz erledigt ist. 

2. Vollstandige Modulkérper. Ein Modulkérper hei®t nach oben 
(unten) vollstandig, wenn er zu beliebig vielen Elementen AU, 8, ... deren 
kleinstes gemeinschaftliches Vielfache (gré8ten gemeinsamen Teiler) enthilt. 
Diese beiden Elemente sollen dann mit &A— B—... baw. A+B4+... 
bezeichnet werden. Ein nach oben und unten vollstandiger Modulkérper 
wird einfach als vollstindig bezeichnet. 

Aus dem durch IV. eingeschrinkten Quotientenbegriff laBt sich in 
nach oben vollstindigen Modulkérpern die Giiltigkeit des 3. distributiven 
Gesetzes fiir beliebig viele Elemente U, 8, ... nachweisen: (&% —B—...):€ 
= (W%:€)—(B:€)-.... 

Hingegen sol] das 2. distributive Gesetz fiir beliebig viele Elemente 
in einem nach unten vollstandigen Modulkérper als neues Axiom gefordert 
werden ***), Dann wird der Quotient &:B der gréBte gemeinsame Teiler 

1#*) Das 2. distributive Gesetz fiir unendlich viele Elemente %,,..., B,,... 
1a8t sich z. B. dann aus den vorhergehenden Axiomen folgern, wenn es sich um die 
in gewdhnlicher Weise aus den Elementen eines Ringes definierten Ideale handelt, 
oder dann, wenn wenigstens einmal der gréBte gemeinsame Teiler aller $8, bis auf 
endlich viele selbst ein 8, ist. Ist namlich etwa Bn= Bati+--.+ Barut... = Ba, 
so hat man &(%,+...+8,+...)= UB, +...+ABn+ USnc AB, +...+UB,+... 
S48, +...+98,+9S, =A(B,+...+B,+..-), also AB9,4+...4+UB,+... 
=%(8,+...+B,+...). Sonst aber versagt dieser SchluB, und das 2. distributive 


Gesetz fiir unendlich viele Elemente scheint unabhingig von den anderen Axiomen 
zu sein, 
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aller Ideale €, fiir die 6 € >A wird. In vollsténdigen Modulkérpern mit 
diesem verscharften 2. distributiven Gesetz gilt schlieBlich Satz 9 fiir be- 
liebig viele Elemente $, €,.... 

Aus der Ahnlichkeit isomorpher Modulkérper ergibt sich zum Schlu8 
noch die 

Folgerung. Zwei isomorphe Modulkérper sind gleichzeitig nach 
oben vollstandig oder tiberhaupt nicht; im ersten Fall entspricht dem klein- 
sten gemeinschaftlichen Vielfachen beliebig vieler Moduln des einen das 
kleinste gemeinschajtliche Vielfache der entsprechenden Moduln des andern. 
~—- Eine analoge Behauptung gilt bei nach unten vollstindigen Modul- 
kérpern und fiir den gré8ten gemeinsamen Teiler. 

3. Idealkérper. Ein Modulkérper heiBt Idealkérper, wenn es in ihm 
einen Modul o von folgender Beschaffenheit gibt: 

1. o ist Teiler jedes Moduls des Modulkérpers, 

2. fiir jeden Modul & des Kérpers wird Yo> A. Die Elemente des 
Modulkérpers heiBen dann Jdeale des Idealkérpers J und werden mit 
kleinen gothischen Buchstaben bezeichnet. o heiBt das Hinheitsideal des 
Idealkérpers J. 

Im Idealkérper gilt als wesentliche Tatsache, daB ein Produkt durch 
jeden Faktor teilbar ist, ab >a,b, denn man hat z. B. b>o und dar- 
aus weiter ab>aola. 

Gibt es in einem Idealkérper J ein Ideal e, so daB a-e = a fiir jedes 
Ideal a aus J wird, so heiBen die Ideale 6,c,... tetlerfremd, wenn ihr 
groBter gemeinsamer Teiler gleich e wird®®). Falls ein solches Ideal e in 
J tiberhaupt existiert, mu8 es notwendig mit o iibereinstimmen; denn man 
hat oe =o>e, und da auch e>o gilt, kommt o—e. — Die in 
N. § 4, 4 gegebenen Regeln der teilerfremden Ideale lassen sich samtlich 
fiir Idealkérper J herleiten. 

Ein Ideal p heiBt Primideal in 1, wenn aus a < ||p, b < ||p stets 
ab <\|\p folgt; ein Ideal q heiBt Primdrideal in I, wenn aus a <|jq, 
b” < ||q (fiir jedes natiirliche n) sich immer ab < ||q ergibt**). 

4. Ringe. Die in dieser Arbeit auftretenden Ringe werden ein fiir 
allemal als kommutativ vorausgesetzt. Von den Ringen P, eines Systems 
beliebiger Machtigkeit S:P,,P,,... wird angenommen, da8 sie einen ge- 
meinschaftlichen Erweiterungsring ® besitzen. Die in den einzelnen P, 
geltenden Gleichheits- und Verkniipfungsbeziehungen sollen mit denen von 
® iibereinstimmen. Im iibrigen sei auf FuBnote 6 zu N. § 1 verwiesen. 


H. Grell. 


*) Diese Definition der Teilerfremdheit gibt W. Krull in der in “) erwahnten Note. 
") Auf die Existenz eines zugehdrigen Primideals la8t sich im allgemeinen nicht 
schlieBen, vgl. dazu 6. 
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5. Quotientenringe sind — ahnlich wie die Quotientenkérper bei 
Steinitz**) — so definiert: Im Ring P sei G eine nicht leere Menge regu- 
larer**) Elemente, die neben zwei a,b auch ihr Produkt ab enthilt. 


Dann entsteht der Quotientenring 4 aus P durch Hinzunahme aller Quotienten 
¢ . Dabei ist 9 beliebiges Element aus P, a beliebiges aus G. Die Gleich- 
heit in a sei folgendermaBen festgesetzt: Fiir zwei Elemente aus P gelten 
unverandert die alten Beziehungen; zwei Elemente 0, < aus P, 4 heiBen 


gleich, wenn a-9 =o in P wird; ebenso “ und ° . wenn 6, a, = 6,4, in 
P besteht. Die Verkniipfungen zwischen den Wisesaten von P bleiben un- 


geindert; fiir ein g aus P und ein < aus i soll sein e+ 2 att’, 
(fagtt bend welte “sates qo 2 
. 4) a + aa @,4, * @ Gy Gas sa! 


bestatigt die Giiltigkeit der iiblichen Ringaxiome; denn diese sind in P 
zutreffend. — Jeder Quotientenring besitzt ein Hinhettselement ; fiir beliebiges 
a aus G@ ist namlich bei beliebigem 1 aus 5 stets r= = = =t erfiillt. 


6. Moduln und Ideale in Ringen. Moduln treten im folgenden 
nur als Untersysteme eines Ringes = auf, doch ist ihr Multiplikatoren- 
bereich I’ nicht immer — wie in N. — ein Unterring von 2. Das Pro- 
dukt eines Elementes c aus I" und eines o aus = sei definiert als Ele- 
ment c-o aus 2; dabei gelte noch c(o, + 0,)=co,+co,. Dann ist ein 
I’ = Modul in & definiert als System von Elementen, das neben zweien 
auch deren Differenz und neben einem Element u auch c-y bei beliebigem 
c aus I’ enthalt. Wird I’ mit = identisch, so spricht man von Idealen 
in =. 

Beziiglich des Teilbarkeitsbegriffs sowie der Bildung der Summe (des 
gréBten gemeinsamen Teilers), der Differenz (des kleinsten gemeinschaft- 
lichen Vielfachen) und Produktes kann auf N. § 1,1, hinsichtlich des 
Quotienten auf N.§5, 4 verwiesen werden™). Man bestatigt nun z. B., 


*) E. Steinitz, Algebr. Theorie der Kérper, § 3; Journal f. Math. 137 (1910). 

*3) Ein Element heiBt regular, wenn es nicht Nullteiler ist. Soll die Gleichheit 
in Z die iiblichen Gesetze erfiillen, so ist die Beschrankung auf reguldre Elemente 
als Nenner unbedingt notwendig. Beweis: Sei a, aus G nicht regular, dann gibt es 
ein a, + 0 aus P, so daB a,-a,=0 wird. Man hitte dann bei Annahme der iiblichen 
Gleichheitsbedingungen a, == = 0, also a,=0, im Widerspruch zu a, + 0. 

%) Insbesondere also heiBt & echtes Vielfaches von 8, 8 echter Teiler von %, 
wenn 8 alle Elemente von % erthilt und wenigstens ein Element von $ nicht in % 


liegt. Hinsichtlich der scheinbar paradoxen Ausdrucksweise und Bezeichnung vgl. 
Z. IV § 169. 
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daB8 das System C aller ['-Moduln aus = einen vollstaindigen Modul-. 


kérper**) mit den Axiomen aus 1. bildet. Fiir Einzelheiten der Beweis- 
fiihrung sei auf Z. IV §§ 169, 170 verwiesen; die dort gegebenen Beweise 
gelten ohne weiteres auch fiir allgemeine ['-Moduln. Ebenso bildet das 
System J aller Ideale eines Ringes einen vollstaindigen Idealkérper, in 
dem alle Axiome aus 1., insbesondere das verscharfte 2. distributive Ge- 
setz, erfiillt sind. 

Die im Kérper aller Ideale eines Ringes = bestehenden Grundtat- 
sachen iiber Prim- und Primiarideale finden sich in N. § 5,1—3. Die in 
N. § 5, 2 angewandten Schliisse iiber die Existenz eines zugehérigen Prim- 
ideals versagen aber im allgemeinen schon in beliebigen Kérpern B von 
Idealen aus =. Selbst wenn B als nach unten vollstandig vorausgesetzt 
und der gréBte gemeinsame Teiler > aller ,,Nullteiler“ideale**) in Ele- 
mente aufgelést wird, kann man nicht schlieBen, daB d in B Primideal 
ist. Es gilt nimlich nicht mehr notwendig wie im Kérper J aller Ideale 
eines Ringes: Ist ein Produkt von Elementen aus > Element eines ,,Null- 
teiler“ideals in J, so ist auch wenigstens ein Faktor Element eines ,,Null- 
teiler“ideals. 


§ 2. 
Gruppentheoretisches. 


1. Modulgruppen*’). In einer Modulgruppe M sei I ein Modul, 
€ ein Vielfaches von J. Ferner werde M—A+B, E=A—B. € sei 
ein Modul aus M mit E>[C>M. 

Definition 1. Die zu & gehérige Summenkomponente Cy von ist 
definiert durch Cx = (€ + 8)— A; entsprechend kommt Cy, = (€ + A)— B- 

Definition 2. Die zu & gehdrige Durchschnittskomponente ©“ von 
€ ist definiert durch €*—(€—%)+; entsprechend kommt ¢* 
=(€—A)+8. 

Es gelten die beiden Aussagen 

Satzl1. €+ A= €,+ UW. 

Satz2. C—-A=—C*°— 4. 

Entsprechende Behauptungen bestehen fiir 8. 

%5) C ist also insbesondere Modulgruppe. 

*) Als Nullteilerideale sind hier solche Ideale a aus B bezeichnet, fiir die in B 
ein 6 < || q existiert, so daB ab >q wird; sie sind also identisch mit denjenigen, von 


denen eine endliche Potenz Vielfaches von q ist; hierbei wird natiirlich immer q > 0 
vo 


*) Vgl. FuBnote *”). Die Tatsachen von 1. verdanke ich einer Vorlesung, die 
hier gegebenen einfachen Beweise einem Manuskript von E. Noether. Entsprechend 
dem Zweck dieser Arbeit werden nur endlich viele Komponenten in Betracht gezogen. 
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Beweis von Satz 1. Nach dem 1. distributiven Gesetz kommt €,+ % 
=((E+H)—B)+ A=(C+A)—(B+A)=—C+A, wegen B+ A—M. 
— Der Beweis von Satz 2 ergibt sich durch Vertauschung der Operationen 
+ und —. 

U,,..., UM, seien endlich viele Moduln, die simtlich echte Vielfache 
von Mt und echte Teiler von € sind. Fiir jedes ¢ sei gesetzt B,— U, 
+... +%_,+%4,+---+4,. 

Definition 3. MN heiBt direkte Summe von UY,,...,U, bez. 
€,M=—A,+...4A,, wenn M=—A,+...+A, und (fiir jedes ¢) 
U, — B, = € wird. 

Entsprechend seien ©,,...,€, endlich viele Moduln, die echte 
Teiler von © und echte Vielfache von I sind. Fiir jedes 7 sei gesetzt 


,=—€, -... -€_,-—©,,—-..—,. 
Definition 4. € hei®t direkter Durchschnitt von ©,,...,€, bez. 
M, E=—C, —...+C,, wenn E=—C,—...—C, und (fiir jedes #) 


€,+D,=— M wird. 
@ sei ein Modul, der Vielfaches von I und Teiler von € ist. Wie 
vorhin sei M@—A,+i...4+A, direkte Summe bez. €. Dann besteht der 


Satz 3. Gy, -+...+ Ga, =(G+ B,)—...—(G+ B,). 

Und ist entsprechend 9 ein Modul, der Teiler von © und Vielfaches 
von IM ist, sowie € = C,-...+€, direkter Durchschnitt bez. M, so 
hat man 

Satzs4. 9% —...— 9" =(9 — D,)+...+(H — ®,). 


Bewiesen wird nur Satz 3. Satz 4, von dem iibrigens in dieser Arbeit 
kein Gebrauch gemacht wird, erledigt sich durch Vertauschung der Ope- 


rationen. — Zum Beweis von Satz 3 dient der 
Hilfssatz. Setzt man fiir beliebiges i §%; = (G+ %,)—...— (G+ B,), 
so kommt 


((M, + ...+ U,) — F) + Ga =(H4+...+%,.,)— Fas- 


i+1 

Beweis. Man hat U,+...+%,>G+%,,, und W,,,>%,, also 

nach dem 1. distributiven Gesetz 
((a, +... + U;) ee: Bi) + ((G+ B,,,) — W,4.) 

samme (((4,+. snd +4H,)—F)+4,,,)—-(G+B,,,) =O, +...+%,,;) — Biss ° 
Nunmehr ergibt sich Satz 3 mittels Induktion. Man hat Gy, = A, — §,. 
Durch n-malige Wiederholung kommt nach dem Hilfssatz 
Gy, +... + Ga, (A, +...¢%,)—%, = 8, =(G+8,)—...—(G@+ B,), 


w. z. b. w. 
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Der bisherige Dualismus zwischen direkter Summe und direktem 
Durchschnitt findet seinen starksten Ausdruck in den nachstehenden Be- 


hauptungen. 
Satz 5. See M—A,+...4+ AU, direkte Summe der U, bez. E und 


B= 4, +...+%_,+44,+.---+,. Dann wird B,-—...—8, 
=W,,,+...+U, fiir jeden Index i. Insbesondere also folgt aus der 
Darstellung von M, dag € = B, —... +B, direkter Durchschnitt der B, 
bez. M wird. 

Und es gilt der duale 

Satz 6. See E=C,~...+€, direkter Durchschnitt der ©, bez. 
M und D,—C,—...—C,_,—C,,, —...—€,. Dann wird D, +-...49, 
=€,,,—...—€, fiir jeden Index i. Insbesondere also folgt aus der 


Darstellung von €, daB M=—D, +...+D, direkte Summe der D, bez. 
€E wird. 


Nur fiir Satz 5 wird ein Beweis gegeben, der fiir Satz 6 lauft ent- 
sprechend. 


Beweis von Satz 5. Sei gesetzt G@=—%,—...—%,;. Dann ist 
G>8,,...,B, und W%,,>G fir 4>1. Man hat 


Gu, = (G+ B,) -— UH, =B, —H, =G;...; 
Gx, = (G+ B,) — A, = B, — 4, =E. 


Hingegen wird 
Ga, =(6+ B4.)- Mi, = Ui.5 -+-3 Gu, = U,. 
Also kommt wegen IM = %.,-+ By, > G+ By, > M nach Satz 3 
BS, —...—-B,=H.,+.-.+4,, wz. bd. w. 


Beim Nachweis des direkten Durchschnitts zeigt man leicht, daB die %; 
von © und M verschieden sind; dasselbe gilt fiir die D, beim Nachweis 
der direkten Summe. 

Im Anschlu8 an Satz 5 ergibt sich die 

Folgerung 1. Das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von s Kom- 
ponenten (2 <n) B;,,...,B;, aus der Rethe B,,...,B, ist gleich dem 
groBten gemeinsamen Teiler der von U;,,..., U;, verschiedenen Kompo- 
nenten Y, der Rethe U,, ..., U,. 

Beweis. Man numeriert die Komponenten 8, W; geeignet um und 
wendet Satz 5 an. — Entsprechend hat man im Anschlu8 an Satz 6 die 


Folgerung 2. Der gréBte gemeinsame Teiler von s Komponenten 
(s<n) D,,.-., Dy, aus der Rethe D,,...,D,, tst gleich dem kleinsten 
gemeinschajtlichen Vielfachen der von ©;,,..., ©;, verschiedenen Kompo- 
nenten ©; der Rethe G,,..., ©,. 
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Zuletzt ergibt sich noch beziiglich Satz 8 die 

Folgerung 3. Setzt man € = Gy, + ... + Ga, und streicht in dieser 
Darstellung alle mit € identischen Komponenten, so wird €, falls min- 
destens zwei Komponenten verbleiben, direkte Summe dieser Komponenten 
bez. €. — Entsprechendes gilt bez. des direkten Durchschnitts, wenn in 
€ =(G+ B,)—... —(G+B,) alle mit M = identischen Komponenten 
fortgelassen werden. 

Beweis. Aus Gy, > A; folgt, daB das kleinste gemeinschaftliche Viel- 
fache von Gq, und der Summe der iibrigen Komponenten in der €-Dar- 
stellung gleich € wird. Ware ferner etwa Gy,—€, so hitte man, falls 
Gx, wirklich auftritt, 

Gx, >= Gr,2%,, Gy2U, 28, 
somit gegen die Voraussetzung Gy, > A, — B, = E. 

2. Restklassenbildung und Isomorphiesatze. Wie in §1, 6 
werden Moduln und Ideale aus Ringelementen betrachtet. Die Begrifie 
des Modul- und Ringisomorphismus finden sich in N. § 4, Abschnitt 1 und 3; 
dort ist auch die Bildung von Restklassenmodul und Restklassenring be- 
schrieben™),. Einen Zusammenhang zwischen arithmetischem und Ring- 
tsomorphismus gibt der in §7 zur Anwendung gelangende 

Satz 7. I,J, seien zwei Idealkérper mit Idealen aus Ringen P,,P,; 
0,,0, seten die Hinheitsideale von I,,1,. Zwischen den Elementen von 
I,, 1, bestehe eine eineindeutige Zuordnung von folgender Beschaffenheit : 

1. einander entsprechende Ideale m,,m, aus I,, I, besitzen ringiso- 
morphe Restklassenringe 0,|m, und o,|m,; 

2. sind d,,d, Teiler von m,,m, und die Ideale d,'m,,d,|m, durch 
die Ringisomorphie 0,|m,~ 0,|m, einander zugeordnet, so entsprechen 
sich bd, und bd, in der Abbildung der beiden Idealkérper. 

Dann sind I, und I, arithmetisch isomorph. 

Beweis. a,, 6, seien zwei Ideale aus J,; die ihnen in J, entsprechen- 
den seien a,,6,. In J, sei a,b6,—m,, und das m, in J, zugeordnete 
Ideal sei m,. Zum Nachweis der Behauptung geniigt dann die Betrachtung 
der beiden Restklassenringe 0,|m, und o,|m,, in denen sich simtliche 
vier Verkniipfungen der Ideale a,,6, und a,, 6, verfolgen lassen. Es soll 
dies z. B. fiir das Produkt durchgefiihrt werden; fiir die anderen Operationen 
verliuft der Beweis noch einfacher. Die a,|m, und b,|m, in o,|!m, ent- 
sprechenden Ideale sind gleich a,|m, und 6,|m,. Da das Produkt der 


**) Der bei der Restklassenbildung auftretende, durch = bezeichnete Kongruenz- 
begriff bezieht sich auf Elemente (eines Ringes oder allgemeineren Modulbereichs) und 
wird demgemaB in dieser Arbeit nur bei diesen verwandt. 
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beiden ersten in o,|m, das Nullideal ergibt, wird a,6, > m,. Es kann aber 
nicht m, = a, 6, > m, sein; denn sonst bestiinde fiir das m, in J, entsprechende 
Ideal m, die Beziehung m, > m,, also weiter m,= a,b, >i, > m,. 

Die beiden Isomorphiesdtze der Modul- und Idealtheorie finden sich 
in N. § 4, Abschnitt 2 und 3. Der II. Isomorphiesatz wird in dieser Arbeit 
in zwei Fassungen verwandt, die etwas weiter als die dort angegebenen sind. 

1. Fiir zwei beliebige Moduln U,B bestehen die Modulisomorphismen 
A+ B\A~YB|Ax~Bl|A—B. 

2. Ist B ein im Multiplikatorenbereich I’ der Moduln U, B gelegener 
Ring, so gelten die Ringisomorphien U+ B\UAYBjiA~B\A—B. 

Zum Beweis der zweiten Fassung ist lediglich zu zeigen, daB die auf- 
tretenden Restklassensysteme wirklich Ringe sind; dann verlauft der Be- 
weis weiter genau wie fiir 1. Als Produkt der Klassen (f) und (y) aus 
%|M sei definiert (fy). Diese Definition ist eindeutig. Sei namlich 
(8,)=(B), (714) =(7), also B= f,+ 4, y= 7, +4 mit «,d =0(A—§B). 
Dann wird py = B, 7, + 7, +468, + 46 = B, y, (UM). 

DaB die iiblichen Axiome erfillt sind, ist klar. 


Die in den beiden Isomorphiesitzen auftretenden Isomorphien haben 
die Besonderheit, daB einander zugeordnete Klassen durch dieselben Ele- 
mente aus M bzw. 8 reprdsentiert werden kénnen. Das folgt beim II. Iso- 
morphiesatz ohne weiteres daraus, da} beim Homomorphismus $ ~ $| Wf 
dem Element f aus % die Klasse (f) aus 8|% zugeordnet wird (vgl. 
N. § 4, 1 und 2). Diese Eigentiimlichkeit des Isomorphismus, die durch 
das Zeichen ~ hervorgehoben ist, erlaubt es, die nachstehenden Behaup- 
tungen auszusprechen™”). 


Satz 8 € sei ein Modul mit U[>CHA-+B. Wird durch den 
Isomorphismus A-+-B\/A~B\A—B dem Modul C\A in BUA—B 
der Modul ©'|\% —B mit A — BS C' HB zugeordnet, so ist C' die zu 
B gehdrige Summenkomponente ©’ = Cg = (C+ A)—-B=—C—B. 

Beweis. €’|%—% besteht aus der Gesamtheit der Klassen von 
%{|M%— B, die sich durch Elemente aus € reprisentieren lassen, also €’ 
aus der Gesamtheit der in $ enthaltenen Elemente von ©. 

Entsprechend besteht 


Satz 9. D set ein Modul mit B<D<B—A. Wird durch den 
Isomorphismus 8 |U% —B™~A+ B!) Adem Modul D'B—- XUin U+ Bi A 
der Modul D'|\A mit A+ B<D' <A zugeordnet, so ist D’ die zu A 
gehérige Durchschnititskomponente D' = D" = (D — B) + X= D+UA. 

Der Beweis verliuft analog. 





**) Vgl. hier S. 393 der in ™) zitierten Dedekindschen Arbeit. 
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Die beiden Siitze ergeben in ihrer Kombination eine 


Anwendung bei gekoppelten Isomorphien. Hat man namlich fiir 
drei Moduln &’, XA”, B die Beziehung A’ — B = A” — B, so ist zunichst nach 
dem II. Isomorphiesatz U’+-B | A’ B | A’— B= B |A"—-BLA"+H\ A”. 
€’ bezeichne einen Modul mit &’> C’> A’ +B. Wird dann durch diesen 
Isomorphismus dem Modul €’|%’ in &” + B|M” der Modul €”|M” mit 
U"+B8<C"< UA” czugeordnet, so ist €” die zu A” gehdrige Durch- 
schnittskomponente von Gy, ©” = [Cx)*”. Denn ©”|%” wird erhalten, 
wenn man zuerst den €’| 9%’ zugeordneten Modul Cy\°A—B in B\A’'—B 
aufsucht und dann von hier zu [Cy]* | a” in 4” + B/W” iibergeht. 

Als Kombination der Begriffe und Satze unter 1 mit dem II. Iso- 
morphiesatz tritt der in N.§ 4, 5 gegebene Zusammenhang zwischen der 
Darstellung eines Ideals durch paarweise teilerfremde Komponenten und 
der additiven Zerfaillung seines Restklassenringes auf. — Wie schlieBlich 
leicht einzusehen, ist der Umstand, da8 ein Modul Jt direkte Summe der 
Komponenten Y,,..., YU, bez. € wird, damit identisch, da8 sich im Rest- 
klassenmodul 9%|€ jede Klasse (u) eindeutig darstellen l4Bt in der Form 
(u)=(«,) +... + (@,), wobei (¢;) Element von Y;| € ist. 


§ 3. 
Beziehungen zwischen Idealen von Ober- und Unterring. 


Um die Beziehungen der Ideale eines Systems von Ringen zu be- 
herrschen, ist es vor allem erforderlich, diejenigen zwischen den Idealen 
eines Ringes S und denen eines willkiirlichen Unterringes P zu kennen. 
Die allgemeine Frage la8t sich auf dieses Problem weitgehend zuriick- 
fiihren. 


1. Definition und Existenz der Erweiterungs- und Ver- 
engungsideale. 

Definition 1. Das zu einem Ideal m aus P gehérige Erweiterungs- 
ideal M in S ist definiert als kleinstes gemeinschaftliches Vielfaches aller 
Ideale aus S, die als P-Moduln Teiler von m sind. 

Zu jedem m aus P existiert das zugehérige Wt, da = selbst ein Ideal 
und sicher Modulteiler von m ist. 

Definition 2. Das zu einem Ideal % aus + gehérige Verengungs- 
ideal un in P ist definiert als gréBter gemeinsamer Teiler aller Ideale aus P, 
die als P-Moduln Vielfache von % sind. 

Zu jedem M aus > existiert das zugehdrige n, da das Nullideal aus 
P Vielfaches von % ist 

Man sagt, daB It bzw. n durch m bzw. N erzeugt wird. Die Ver- 


Mathematische Annalen. 97. 33 
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engungsideale n in P und die Erweiterungsideale 9 in > werden gemein- 
schaftlich als ausgezeichnete Ideale bezeichnet. 


2. Die Struktur der ausgezeichneten Ideale. Das durch ® 
erzeugte Verengungsideal n ist das kleinste gemeinschaftliche Vielfache 
MR — P der P-Moduln RM und P. Denn es muB n Vielfaches von N und P, 
also von %—P sein. Zum andern aber ist 9{—-P Ideal in P und durch 
N teilbar, R—PSn, alco n—=R—P. n ist der mengentheoretische 
Durchschnitt [M,P] von MN und P. 

Das durch m erzeugte Erweiterungsideal Jt ist der gréBte gemein- 
same Teiler m-+-mZ der P-Moduln m und m=. Denn es muB ® 
Teiler von m und m2, also von m-+- m2 sein. Weiter aber ist wegen 
(m+ m2)2=—=m2F+m>z*>m+ mz der Modul m+ mz Ideal in F 
und Teiler von m, M&>m+m2, alco m+m2—M. M besteht aus 
der Gesamtheit der Elemente mu + u,0,+ ...-+ ,0,, WO mM, My,..-, M, 
alle Elemente aus m, o,,..., 0, alle aus = durchliuft. — Enthalt S ein 
Einheitselement e, so wird m>m-Z, also dann M—=m+m2—m2. 


3. Eigenschaften der ausgezeichneten Ideale gegeniiber Ver- 
kniipfungen. Beziiglich der Bildung des kleinsten gemeinschaftlichen 
Vielfachen und gréBten gemeinsamen Teilers beliebig vieler, sowie des Pro- 
duktes zweier Ideale gelten die nachstehenden Siatze. 

Satz1. Der gréBte gemeinsame Teiler D = M, + ...+ M,+ ... der 
Erweiterungsideale M,, ..., M,, ... mit den erzeugenden Idealen m,,..., M,, ... 
ist wieder Erweiterungsideal und kann durch }=m,-+-...+m,+... 
erzeugt werden. 


Satz 2. Das kleinste gemeinschaftliche Vielfache » =n, —...—t,—... 
der Verengungsideale n,,...,,, ... mit den erzeugenden Idealen N,, ..., Ry, ... 
ist wieder Verengungsideal und kann durch B=MN,— ...—R—... 


erzeugt werden. 

Beweis von Satz 1. Es ist M,—m,+m, 2, also D=—=WMW,+... 
+ M+ ...=(m,-+ m, 2) +... + (m,+m,2) +... =(m,+...+ m+...) 
+(m,2+...+m,2+...)=d+4+d2. 

Beweis von Satz 2. Esist n,=,—P, also »=(M, —P)—... 
—(N,—P)—... =(N,—... -—R—...)—P. 

Weiter bestatigt man ahnlich wie Satz 1 den 

Satz 3. Das Produkt zweier Erweiterungsideale M,,M, mit den 
erzeugenden Idealen m,, m, ist wieder Erweiterungsideal und durch m,-m, 
zu erzeugen. 

Ein hierzu dualer, die Quotientenbildung betreffender Satz kann erst 
in § 4 bewiesen werden. 
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4. Fir Verengungsideale besteht noch der 


Satz 4. Ist das Ideal 2 in = starkes bzw. schwaches Primdrideal 
mit B als zugehdrigem Primideal, so ist in P das Verengungsideal 
OQ —P=q starkes bzw. schwaches Primdrideal mit dem zu % gehdrigen 
Verengungsideal 3 —P =p als zugehdrigem Primideal. Der (endliche 
oder unendliche) Exponent von q ist nicht gréBer als der von D (vel. 
hierzu N.§ 5). 

Beweis. Nach dem II. Isomorphiesatz in der auf Ringe bez. Fassung 
(§ 2,2) hat man P|q=P|P—O>2P/OH<2|0™), dh. P|q ist einem 
Unterring von =| isomorph. Entsprechend wird P| isomorph einem 
Unterring von =|. Daraus aber folgt sofort, da8 mit $% in = auch p 
in P Primideal, mit £2 in auch q in P schwaches Primirideal wird. 
Ferner ergibt sich p als Gesamtheit der Reprisentanten der Nullteilerklassen 
aus P'q als zugehériges Primideal — Mit 0 ist aber auch q starkes 
Primarideal. Sei in P namlich ab >q; dann hat man nach Satz 3 fiir 
die zugehérigen Erweiterungsideale (a + a2)(b+b2)>q+q22Q0. 
Also wird entweder ein Faktor oder eine endliche Potenz eines jeden von 
ihnen durch © teilbar. D. h. aber: es wird entweder einer der beiden 
Faktoren a, 6 oder eine endliche Potenz eines jeden von ihnen Vielfaches 
von q. — Wird endlich 2°>, so auch pe>q. Damit ist der Satz 
bewiesen. ; 

Nicht zutreffend ist im allgemeinen die Behauptung, daB das Ver- 
engungsideal m eines in = irreduziblen Ideals 9 irreduzibel in P ist**). 


§ 4. 
Klasseneinteilung der Ideale von Ober- und Unterring. 


1. Definition 1. Zu jedem Erweiterungsideal 2 in S ist die zu- 
gehérige Erweiterungsklasse km in P definiert als Gesamtheit der I er- 
zeugenden Ideale m in P. — Da % Erweiterungsideal ist, bleibt ky 
nicht leer. 


*”) A -< B bedeutet: A ist Untermenge von B, Ac B: A ist echte Untermenge. 

*) Beispiel Im Kérper der dritten Einheitswurzeln besitzt der Ring © 
aller ganzen algebraischen Zahlen (nach Z. III, S. 523) die irreduzible Modul- 
basis 1,a mit «=—}+}i}2 als Nullstelle von f(z)=2*+2+4+1. Der Modul 
T=(1, 2a) bildet einen Unterring von S. Das Hauptideal 6 4 hat die Modul- 
basis (4, 4), ist also Ideal in T. Als Quadrat des Primideals p= (2, 2a) in © ist 
es dort irreduzibel; doch in T wird (4,4a)=(4,2a@)—(2,4«). Beide Komponenten 
sind Ideale in & und echte Teiler von (4,4«). — Diese ,Ordnungen* des Kérpers 
der dritten Einheitswurzeln zieht schon Dedekind zu Beispielen heran (vgl. Z. III, 
8. 523 oben). 
33* 
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Die Gesamtheit & der Ideale aus P wird die mengentheoretische 
Summe der simtlichen, paarweise elementenfremden ky, k = Sy km, wo 
iiber alle Erweiterungsideale JQ in > zu summieren ist. ts 

Definition 2. Zu jedem Verengungsideal n in P ist die zugehérige 
Verengungsklasse K, in = definiert als Gesamtheit der n erzeugenden 
Ideale N in >. — Da n Verengungsideal ist, bleibt K, nicht leer. 

Das System K der Ideale in = wird enteprechend die Summe 
K= 5’ K,, wo die Summation iiber alle Verengungsideale n in P zu 

n 


erstrecken ist. 

2. Die Struktur dieser Klassen wird durch folgende Aussagen 
geklart: 

Satz 1. In jeder Erweiterungsklasse km gibt es ein einziges Ver- 
engungsideal. Dieses ist gleich dem grdBten gemeinsamen Teiler aller 
Ideale aus ky und Verengungsideal seines zugehdrigen Erweiterungsideals M . 

Und ganz analog 

Satz 2. In jeder Verengungsklasse Ky, gibt es ein einziges Erweiterungs- 
ideal. Dieses ist gleich dem kleinsten gemeinschaftlichen Vielfachen aller 
Ideale aus K,, und Erweiterungsideal des zugehérigen Verengungsideals n*). 

Saimtliche in den beiden Beweisen auftretenden Ideale werden als 
P-Moduln aufgefaBt. 

Beweis von Satz 1. m,,...,m,,... seien die Ideale aus ky. 
Das zu D=m,+...-+m,-+ ... gehdrige Erweiterungsideal D wird nach 
Satz 1 aus § 3 gleich M. b* bezeichne das zu D=—®M gehdrige Ver- 
engungsideal, D* das zu }* gehdrige Erweiterungsideal. Es wird D* >. 
Aus }>»d* folgt D>D*, somit D=—D*. Hiernach ist d* ein m,, also 
d*>bd und weiter )=d*, dh. m+...+m,+... ist das zu M ge- 
hérige Verengungsideal. Gabe es auBer b in ky noch ein Verengungsideal n, 
das etwa durch das Ideal 9 aus > erzeugt wird, so gilte zunichst n > Dd. 
Da D = M das zu n gehérige Erweiterungsideal ist, wird D > N; somit er- 
gibt sich beim Ubergang zu den Verengungsidealen in P die Beziehung 
d>n, also D}D—n. Dd ist das einzige Verengungsideal in ky. 

Der Beweis von Satz 2 verlaiuft vollkommen analeg. 

3. Nunmehr ]a8t sich zeigen, daB das Verhalten des Quotienten 
zweier Verengungsideale bestimmt wird durch 


Satz 3. Der Idealquotient c= a:b zweier Verengungsideale a,b aus 
P ist ebenfalls Verengungsideal. Bedeutet U ein beliebiges a erzeugendes, 


*) Bei der Formulierung dieser beiden Sitze wurde ich von E. Noether unter- 
stiitzt. 
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B das zu b gehérige Erweiterungsideal, so kann ¢ durch Verengung des 
Idealquotienten © = U:B erreicht werden. 

Beweis. ©’, M’ seien die zu c, a gehérigen Erweiterungsideale. Aus 
c= a:b folgt cb >a und daraus durch Erweiterung unter Benutzung von 
Satz 2 und § 3, Satz 3 die Bezichung C'S >A’ >A. Sei C—A:H, 
dann ist €’>€. Also kommt fiir die zugehérigen Verengungsideale c’ 
und ¢ nach Satz i c>c’>C¢. Aus CBSA schlieBt man th><a, also 
weiter ¢>a:b=—c, somit €¢>c; denn nach Satz 1 ist b das zu B ge- 
hérige Verengungsideal. Hiermit ist der Satz bewiesen. 

4. Die eineindeutige Zuordnung der ausgezeichneten Ideale. 
Fiir die ausgezeichneten Ideale in P und & besteht der folgende 


Satz 4. Zwischen den Verengungsidealen n in P und den Erweite- 
rungsidealen M in X gibt es eine eineindeutige bez. P und > symmetrische 
Zuordnung von der Art: Sind n und M einander entsprechende Ideale, 
so wird das zu MM gehdrige Verengungsideal m=n, das zu n gehdrige 
Erweiterungsideal N = M. 

Beweis. LaSt man jedem Erweiterungsideal I2 in > das nach Satz 1 
existierende einzige I erzeugende Verengungsideal m aus P entsprechen, 
so ist damit eine eineindeutige Zuordnung der ausgezeichneten Ideale in P 
und = gewonnen; denn m kann seinerseits aus Yt durch Verengung ge- 
wonnen werden. — Ebenso kann man jedem Verengungsideal n aus P das 
nach Satz 2 existierende einzige n erzeugende Erweiterungsideal 9 in = 
zuordnen, wodurch eine Abbildung derselben Art erzielt wird. Sie ist 
iiberdies mit der ersten identisch. 

Folgerung. Die Zuordnung der ausgezeichneten Ideale induziert eine 
eineindeutige der Klassen ky und Ky, von der Art: Sind ky und Ky, ein- 
ander zugeordnete Klassen, so wird das in km liegende Verengungsideal 
von INR identisch mit dem durch Ky, bestimmten Verengungsideal n, das 
in K, liegende Erweiterungsideal N von u identisch mit dem durch ky 
bestimmten Erweiterungsideal I. 


§ 5. 


Beziehungen zwischen den Idealen eines beliebigen Systems von Ringen. 


In den beiden vorangehenden Paragraphen war ein besonderes, ledig- 
lich aus Ober- und Unterring bestehendes System von Ringen zugrunde 
gelegt. Diese Einschrankung soll jetzt fallen oe und das erhaltene 
Resultat erweitert werden. 

Sei also S:P,,P,,... ein System beliebiger Machtigkeit von Ringen P, 
mit gemeinschaftlichem Oberring ®. P bezeichne ihren Durchschnitts- und 
= ihren Vereinigungsring. 








510 H. Grell. 


1. Definition und Struktur der Klassen der Ideale eines 
beliebigen Ringes des Systems. Um zu einer Einteilung der Ideale 
eines beliebigen Ringes P, in Klassen und zu einer Zuordnung der Klassen 
der verschiedenen Ringe des Systems zu gelangen, werde zuerst die in 
§§ 3, 4 auseinandergesetzte Einteilung der Ideale von P und = in Klassen 
ky und K,, und ihre eineindeutige Zuordnung (nach der Folgerung von Satz 4 
aus § 4) ausgefiihrt. Dann lassen sich folgende Festsetzungen treffen: 

Definition 1. Zu jedem Verengungsideal n aus P ist die Verengungs- 
klusse K, aus P, definiert als Gesamtheit der Ideale aus P,, deren Er- 
weiterungsideal in = in K, liegt, die also bei Erweiterung nach und 
nachfolgender Verengung nach P dort das Ideal n ergeben. 

Definition 2. Zu jedem Erweiterungsideal Yt aus = ist die Zr- ° 
weiterungsklasse x» aus P, definiert als Gesamtheit der Ideale aus P,, 
deren Verengungsideal in P in ky liegt, die also bei Verengung nach P 
und nachfolgender Erweiterung nach = dort das Ideal It ergeben. 

Wie spiter gezeigt werden wird, sind die Klassen K, und x» 
nie leer. 

Da die Gesamtheit der Ideale aus = in die paarweise elementen- 
fremden Klassen K,, zerfallt, wird das System der Ideale aus P, auf die 
paarweise elementenfremden Klassen K,, verteilt. Dasselbe erschlie8t man 
fiir die Klassen xg, weil auch die ky paarweise elementenfremd sind. 

Die Klassen K, aus P, besitzen eine eineindeutige Zuordnung zu den 
Verengungsidealen n in P, die xg eine gleiche zu den Erweiterungsidealen 
M in YS. Die nach § 4, Satz 4 vorhandene eineindeutige Zuordnung der 
ausgezeichneten Ideale beider Ringe vermittelt eine ebensolche zwischen 
den K, und x, und sie ist derart, daB allgemein xg und K,, einander ent- 
sprechen, wenn m und 9 einander zugeordnete ausgezeichnete Ideale sind. 

Die Klassen xy und K, enthalten eine ausgezeichnete Menge, die 
symmetrisch zu einander entsprechenden Klassen xg und Ky, bestimmt ist 
durch die 

Definition 3. Der Kern rs ist definiert als Gesamtheit derjenigen 
Ideale aus P,, deren Erweiterungsideal in > mit 9% und deren Verengungs- 
ideal in P mit m identisch ist. 

Hinsichtlich der Struktur des Kernes lassen sich nachstehende Aus- 
sagen machen: 

a) Aa liegt im Durchschnitt [xm, Km] der Klassen xm und Km. — Das 
folgt sofort aus der Definition dieser Klassen. Im allgemeinen ist der 
Kern eine echte Untermenge des Durchschnitts (vgl. 3b). 

b) Der Kern ix ist immer eine nicht leere Menge, und somit ist 
auch keine der Klassen Ky, xm leer. Es gehért nimlich sowohl das Er- 
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weiterungsideal m, in P, von m aus P, wie auch das Verengungsideal m, 
in P, von Yi aus S zum Kern. Denn m aus P, also auch m, aus P,, 
erzeugt YN in FS; M aus J, also auch m, aus P,, erzeugt m in P. Ahn- 
lich schlie8t man, daB m, bzw. m, bei Vertauschung der Operationen der 
Erweiterung und Verengung m bzw. WW erzeugen, und damit ist die 
Behauptung bewiesen. 

Im allgemeinen wird m, > m, (vgl. 3c). m, ist kleinstes gemein- 
schaftliches Vielfaches », m, gréBter gemeinsamer Teiler } aller Ideale 
des Kernes im. Denn ist Vielfaches des gréBten gemeinsamen Teilers m, 
aller YN erzeugenden Ideale aus P,. Da auch m, >, wirdm,=»d. Ganz 
entsprechend erhalt man » = m,. Aus diesem Grunde sollen m, und m, 
das obere und untere Ende des Kernes ig genannt werden. 


2. Zuordnung der Kerne und Klassen. Entsprechend dem Satz 4 
des vorigen Paragraphen gilt hier der 


Zuordnungssatz. Die Mengen der Kerne dun und io zweier be- 


liebiger Ringe P,, und P, des Systems besitzen eine eineindeutige Zuordnung, 
die beziiglich der Ringe des Systems reflexiv, symmetrisch und transitiv ist. 


Einander entsprechende Kerne in und im bestimmen hierbet in X das- 
selbe Erweiterungsideal M=MN, in P dasselbe Verengungsideal m =n. 


Beweis: Die nach Satz 4 aus § 4 bestehende eineindeutige Abbildung 
der Verengungsideale in P und der Erweiterungsideale in > induziert das 
im Satz behauptete Entsprechen der Kerne. 


Aus dieser Zwordnung der Kerne ergibt sich ohne weiteres eine solche 
der Klassenpaare {x’, Kx, {xm’, Kx”) der Ringe P,,P,. Ebenso laBt 
sich ein Entsprechen allein der Verengungs- oder Erweiterungsklassen der 
Ringe des Systems herstellen. In allen Fallen besitzt diese Zuordnung 
entsprechende Eigenschaften wie die der Kerne. 


Ein Studium feinerer idealtheoretischer Beziehungen der Ringe des 
Systems untereinander wird der ausgezeichneten Stellung der Kerne wegen 


bei ihren Idealen und unter diesen vorziiglich an den Kernenden einzusetzen 
haben. 


3. Bemerkungen und Beispiele. a) Systeme S, die aus Unter- 
ring P, und Oberring P, bestehen. Man iiberzeugt sich einfach davon, 
daB die im vorangehenden durchgefiihrte Einteilung der Ideale jedes 
Ringes P, in Klassen und die eineindeutige Zuordnung der Klassenpaare 
aller Ringe des Systems im Sonderfall aweier Ringe, von denen der 
erste P, Unterring des zweiten P, ist, auf die in den §§ 3, 4 durchgefiihrte 
Einteilung der Ideale in Klassen ky, und Ky, und deren eineindeutige Zu- 
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ordnung hinauskommt. Es wird xg) = Ko) = ky, xe = Ko = Ky; der 
Kern ao wird mit m, ie mit M identisch. 


b) Beispiel fiir 12 c[xm, Ku]. Der in a) erwahnte Spezialfall 
liefert sogleich Beispiele dafiir,da8 im allgemeinen j hy wirklich eine echte 
Untermenge von [xm,K,,] wird. Sei namlich wie in FuBnote **) wieder 
S=(1,«@) das System aller ganzen algebraischen Zahlen des Kérpers der 
3. Einheitswurzeln. T=—(1,2«) ist Unterring von S. p= (2, 2a) ist 
Ideal in G und Tf, also Erweiterungsideal in © (bez. T) und zugleich 
Verengungsideal in & (bez. SG). Deshalb ist p der Kern der Klasse 
k, = x{" = Kf” aus T. &, aber besteht nicht nur aus p; denn das Ideal 
q=(2,4a) aus TF liefert durch Erweiterung nach © ebenfalls p=q CG. 

c) Beispiel fiir Verschiedenheit der Kernenden. Im Kérper 
der 3. Einheitswurzeln bilden die drei Moduln T, = (1,4), T, —(1,2«), 
S =(1, a) ein System ©:T,,T,,S6 von Ringen mit P—=T,, 7>—G. 
Der Modul m = (2, 4a) ist Ideal in T,, M—(2, 2a) eines in S; zudem 
sind sie einander entsprechende ausgezeichnete Ideale aus P und 2. Beide 
Moduln sind aber auch Ideale in ZT, und gehéren dort offenbar zum 
Kern 1. Also werden dessen Enden wegen m >  verschieden. 


§ 6. 
Quotientenringe. 

Als Anwendung der §§ 3,4 wird ein Ringsystem S betrachtet, das 
nur aus Ober- und Unterring besteht, und zwar ist der Unterring ein be- 
liebiger Ring P, der Oberring = ein Quotientenring 5 (vgl. § 1,5). Dann 
sind die Beziehungen der Ideale von P und = festgelegt durch den folgenden 

Satz. Die Gesamtheit Is der Ideale des Ringes = und das System Ip 
der Verengungsideale in P (bez. =) bilden zwei isomorphe, vollstandige 
Idealkérper. Hierbei einander zugeordnete Ideale sind die nach der all- 
gemeinen Zuordnung (§ 4, 4) einander entsprechenden ausgezeichneten Ideale. 

Der Beweis des Satzes geschieht in vier Schritten. Ihnen zugrunde 
liegt folgende, die Struktur eines Verengungsideals in P aufklarende 


Bemerkung. Das Verengungsideal m eines Ideals 2 aus > besteht 
aus der Gesamtheit der Zahler 9 der Elemente £ von M. (Dabei be- 


deutet o ein Element aus P, a eines des den Quotientenring erzeugenden 
Systems G@.) 
Beweis. In jedem Ideal It gibt es Elemente der Form 4, z.B. oa =0. 


Bezeichne Z das System der Zahler 9. Fiir ein beliebiges £ = 0(M) ist 
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o=.a in Mund P, also auch in 9% — P= m enthalten: Z<m. Da J 


ein Einheitselement besitzt, sind die Erweiterungsideale der Ideale n 
aus P von der Form n=. Ist also ~=0(m), so wird demzufolge 


pega et =0(m2), also wegen m>>M auch £ =0(M), bei be- 
liebigem a aus G. Somit gehért u m Z, m<Z, also m= Z. 

Hiermit ist zugleich bewiesen: 1. Jedes Ideal in = ist Erweiterungs- 
ideal bez. P. Demnach besteht zwischen den Idealen in = und den Ver- 
engungsidealen in P die in § 4, Satz 4 ausgesprochene eineindeutige Zu- 
ordnung. Es bleibt der Nachweis zu fiihren, da8 in den beiden aufeinander 
abgebildeten Systemen Jy, Jp wirklich vollstandige Idealkérper vorliegen 
und da8 sie isomorph sind. 

2. Nun gilt nach § 3, Satz 2 und § 4, Satz 3, daB Jp neben beliebig 
vielen Idealen auch ihr kleinstes gemeinschaftliches Vielfaches und 
neben zweien auch deren Quotienten enthalt. Aus denselben Satzen folgt 
zugleich, daB dem kleinsten gemeinschaftlichen Vielfachen beliebig vieler 
und dem Quotienten zweier Ideale aus Jp das kleinste gemeinschaftliche 
Vielfache und der Quotient der entsprechenden Ideale des vollstandigen 
Idealkérpers Jy zugeordnet ist. 

Ip enthalt aber neben m,,m, auch m,-m, sowie neben beliebig vielen 
Idealen auch ihren gréBten gemeinsamen Teiler, und auch hier herrscht 
Entsprechen der ‘erkniipfungsresultate. — Beweis: 

3. Produkt. m,,m, aus Jp seien M,, M, aus Jy zugeordnet. Sei 
M, Mt, = M und m das zu M gehdrige Verengungsideal in P. Sicher ist 
im K6érper aller Ideale aus P erfillt m,m, >m. Zufolge der eingangs ge- 
machten Bemerkung besteht im aus allen Zahlern der Elemente von M, -M,. 


Ein solches hat die Form >’ “.“* mit u,=0(m,), = 0(m,), @,, a 
a, a 

aus G. (Ein Element » aus m, kann ebenfalls in der Form A an- 

genommen werden: “= a= fs) Demnach haben die Zahler folgendes 


a, 

Aussehen: 5) 4, f4g@. mit a, aus G. Sp, fy Gg= S My (My Gg) aber 
ist Element von m,-m,, also kommt m > m,m,, somit: m= m, m, gehort 
zu Ip. Man sieht auch sofort die Zuordnung der Verkniipfungsresultate. 

4. GréBter gemeinsamer Teiler. Den Idealen m,,..., m,,... 
aus Jp mégen in Jy entsprechen M,, ..., M,,... . Sei M, +... + M4 ...—D, 
b das zugehérige Verengungsideal und im Kérper aller Ideale aus P noch 
b=m,+...+m,.... Dort wird )>b. 5 besteht aus den Zahlern der 


Elemente von D; diese Elemente haben die Form Py £. also zeigen die 
Zahler das Aussehen S’u,a;. Das aber sind Elemente von b, da ja 
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#, a, = O(m,) ist. Auch }=m,+...-+m,+...=) gehdrt also zu Ip 
und wieder hat man das Entsprechen der Verkniipfungsrelationen. 

Der Umstand, da8 jedes Ideal aus > Erweiterungsideal bez. P ist. 
erlaubt es, die nachstehende Folgerung auszusprechen: 


Sind q und © einander entsprechende Ideale aus P und 2, so sind 
entweder beide gleichzeitig starke Primdrideale in P (d. h. im Korper aller (!) 
Ideale aus P) bzw. =, oder beide nicht. Im ersten Fall besitzen sie gleiche 
(endliche oder unendliche) Exponenten und thre zugehdrigen Primideale 
sind einander entsprechende Ideale aus P und =. Eine analoge Aussage 
gilt fiir schwache Primdrideale. 

Beweis. a) Ist © in einer der beiden Arten Primarideal in = mit ¥ 
als zugehérigem Primideal und dem Exponenten g, so ist q in P Primar- 
ideal derselben Art mit p= % — P als zugehérigem Primideal und einem 
Exponenten o< o@. Das folgt sofort aus dem Satz 4 von §3. Es kann 
aber nicht sein o << 9; denn p°>q hat zur Folge 8° >. Somit sind 
die Exponenten gleich. 

b) Ist q in P starkes Primirideal (Primideal), so auch O in 2. Sonst 
namlich hatte man fiir wenigstens ein Paar von Idealen U,B die Beziehung 
A < ||\D, B* < ||O (fiir jedes x), AB>O. Fiir die zugehdrigen Ideale 
a,b in P wiirde dann ab>q, also entweder etwa a>q und somit 
W>O oder a*,b’>q und dann >. Genau so erledigt sich die 
auf das Primideal beziigliche Behauptung. 

c) Ist q schwachprimar in P, so auch © in 2. Dazu ist zu bemerken, 
daB als Basiselement eines Hauptideals in = stets ein Element aus P 
genommen werden kann. Ist etwa o =<, so ist (0) = op 2 S>(o)—c2; 
wegen om 2 —o.% aber auch (o)>(o), somit (o)=(g). Die Basis- 
elemente der nachfolgenden Hauptideale sollen also in P liegen. Ware 
nun © nicht schwachprimar, so gabe es in > zwei Hauptideale &, 8 mit 
AW < ||O, B* < || O (fiir jedes x), AB>S>O. Fiir die Verengungsideale a, b 
hatte manab>q. Ist A=(a«), B=), so wird, wenn a-P = {a}, 
B-P = {f} gesetzt wird, {«}{f} >ab>q, also entweder « = 0(q) und 
damit («)=a>, oder a’, 8’ =0(q), und damit p*.>=—B*>OH, 
gegen die Voraussetzung. 

d) Ist p zu q gehdriges Primideal, so ist $ zu O gehdrig. Ist 
namlich das zu © gehérige Primideal, so gehért nach § 3, Satz 4 das 
Ideal p’ = 8’ — P zu q. Also wird p’=p und daraus folgt $= YR’. — 
Der Satz ist damit véllig bewiesen. 

Bemerkung. DaB zwei einander zugeordnete Ideale © und q gleich- 
zeitig in Zy bzw. Ip Primarideale sind oder nicht, folgt schon aus der 
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Isomorphie der beiden Idealkérper. Unter Benutzung des Umstandes, 
daB Jy der Kérper aller Ideale aus = ist, also © sicher ein zugehdriges 
Primideal $ in Jy besitzt, folgt ebendaraus fiir q die Existenz eines zu- 
gehérigen Primideals p in Jp, sowie das Ubereinstimmen der Exponenten 
(vgl. den SchluB von § 1). 


§ 7. 
Der Fiihrer. Die Kérper der zum Fiihrer teilerfremden Ideale. 


1. Definition und allgemeine Eigenschaften des Fihrers. 
Wie in §5 sei S:P,,P,,..., P,,... ein System beliebiger Machtigkeit von 
Ringen; P bezeichne den Durchschnitts- und = den Vereinigungsring. 

Definition. Der Fiihrer { des Systems’S ist definiert als gréBter 
gemeinsamer Teiler aller Ideale aus 2, die zugleich Ideale in P sind. — 
Da wenigstens ein Ideal aus >, das Nullideal namlich, zugleich Ideal in P 
ist, so existiert { stets. 

{ tst Ideal in P und somit allen Ringen P,. Dazu braucht nur ge- 
zeigt zu werden, daB die Menge der Elemente von f in P enthalten ist. 
Das aber ergibt sich direkt aus der Struktur des gréBten gemeinsamen 
Teilers f=f,+...+f,+..., wo f,,..., f»,--- die Ideale aus 2 sind, 
die zugleich in P liegen. — Jedes Ideal aus P, das zugleich Ideal in 2 
ist, wird teilbar durch f; doch mu8 nicht umgekehrt jedes durch f teil- 
bare Ideal aus P Ideal in = sein**). — Enthdlt = ein Hinheitselement e 
und fa8t man P und S als P-Moduln auf, so wird f =P:2. Bezeichnet P/ 
den Vereinigungsring aller P, bis auf P; und wird vorausgesetzt, daB e schon 
in P liegt, so kommt f = (Py:Py) —...— (P,:P,) —.... Denn sicher 
ist FP; >P,, also f>B, wo B fiir (P,:P;) —... —(P,:P,) —... gesetat 
ist. Weiter wird P,P’ = 2; denn einmal ist P,P/ >, zum andern liegt 
jedes P,, also auch S, in P,P/, da P, und P/ das Einheitselement e ent- 
halten, also wird S=P,P;/. Somit folgt aus @P/>P, die Beziehung 
VP/P, = VIFS>PPF=—P,. VB=—BS ist also ein in P gelegener S- Modul, 
d. a. ein in P gelegenes Ideal aus S. Demnach hat man ¥>f und da- 
mit B= f =—(P,:P;)— ... —(P,:P,)—...*). 


%3) Bestehen dieselben Bezeichnungen wie in FuBnote *), so liegt das Ideal p 
mit der Modulbasis (2,2«) zugleich in T=(1,2«) und 6=(1,a) und ist offenbar 
der Fiihrer des Systems S:&,6. Es hat namlich in © nur das Einheitsideal © als 
echten Teiler und man hat T + G. Der Modul q =(2,4«) ist Ideal in I mit q>p; 
aber q ist nicht Ideal in S, weil 2«¢ + 0(q) wird. (1, a eine irreduzible Basis von 6.) 

*) Offenbar bildet dieser Begriff des Fiihrers samt seinen Darstellungsformen 
die genaue Verallgemeinerung dessen, was Dedekind in der in *) erwihnten Arbeit 
$7 gibt. 
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2. Die Bereiche der zum Fihrer teilerfremden Ideale der 
Ringe des Systems. Um in einem beliebigen System von Ringen die 
Theorie der zum Fiihrer teilerfremden Ideale entwickeln zu kénnen, ist 
es zunichst erforderlich, in einem Ring = und dessen Unterring P die 
Beziehungen derjenigen Ideale aufzustellen, die zu einem in beiden Ringen 
gelegenen Ideal teilerfremd sind. 

I. Dementsprechend sei S ein Ring, dessen Einheitselement in seinem 
Unterring P liegt. g bedeute ein Ideal aus = in P, wihrend G,,G, das 
System der zu g teilerfremden Ideale aus P, > bezeichnet. LaBt man 
bei der Bildung des gréBten gemeinsamen Teilers evtl. auch unendlich 
viele Ideale zu, so bilden nach den Rechenregeln der teilerfremden Ideale 
Gp und Gy nach unten vollstandige Idealkérper. Fiir sie besteht der 

Satz. Die nach unten vollstandigen Idealkérper Gp und Gy der zug 
teilerfremden Ideale aus P und = sind arithmetisch-isomorph. Einander 
zugeordnete Ideale entsprechen sich in der allgemeinen Zuordnung als 
ausgezetchnete Ideale und haben ringisomorphe Restklassenringe. 

Der Beweis des Satzes stiitzt sich auf zwei Hilfssitze. 

Hilfssatz 1. m sei ein beliebiges, zu g teilerfremdes Ideal aus P, 9 
das zugehérige Erweiterungsideal in 5. Dann wird P| m2 2>|M. Ist 
m>c =P und dem Ideal c|m aus P|m durch diese Ringisomorphie in 
=|M das Ideal C*|M mit M > C* > F zugeordnet, so wird €* das zuc 
gehérige Erweiterungsideal, © * — € = cS. — Entsprechend hat man 

Hilfssatz 2. ® sei ein beliebiges zu g teilerfremdes Ideal aus = 
n das zugehérige Verengungsideal in P. Dann wird 2|MR&P\n. Ist 
Z<D<R und dem Ideal D|N aus S| NR durch diese Ringisomorphie 
in P|n das Ideal d*|n mit P<d*<n azugeordnet, so wird }* das 
zu D gehérige Verengungsideal )* — ) = D — P. 

Beweis. Beweis von Hilfssatz 1. Aus m-+g=P folgt(m+ q)= 
=M-+gq—=— 2, also nach dem II. Isomorphiesatz, weil gm=g—m 
= gM—g— M ist, 


J|M=—gt+-M/Mm_qglgMo—glgm~g+m\|m—P|m. 


Nach § 2,2 wird das dem Ideal c durch diese Isomorphiekoppelung zu- 
geordnete Ideal ©* = [c,]™ = (c —g) + M—(c—g)+M-P—cg+gM 
+cM=—c(g+ M)—cT—EC. 

Beweis von Hilfssatz 2. Aus N+g=—Z folgt (N+ g)—P 
=P=g+(R—P) nach dem 1. distributiven Gesetz (§ 1,1). Somit 
kommt 
PIn=g+n|[nglg—n=—g\g—NweGg+R|N— z|MR. 





ee 
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Wieder nach § 2, 2 wird das dem Ideal D durch diese Isomorphiekoppe- 
lung zugeordnete 6* = [D,]"=(D—g)+n—D—(gt+n)—D—P=—d. 

Es ist daraus sofort zu schlieBen: 

1. Jedes zu g teilerfremde Ideal m aus P ist Verengungsideal seines 
ebenfalls zu g tetlerfremden zugehdérigen Erweiterungsideales M in . 

2. Jedes zu g teilerfremde Ideal N aus = ist Erweiterungsideal seines 
ebenfalls zu g tetlerfremden zugehérigen Verengungsideals n aus P. 

Beweis von ]. Das zu m gehdrige Erweiterungsideal JQ ist zu g 
teilerfremd. mm’ bezeichne sein Verengungsideal. Man hat m>m’ und 
=|M~P\|m. Ware m>m’, so hatte man in P|m die Beziehung 
m’|m + (0). Nach Hilfssatz 1 also ware das zu m’ gehérige Erweiterungs- 
ideal i+ M. Somit kommt m =m’ = M— P. 

Beweis von 2. Das zu ® gehérige Verengungsideal n ist zu g teiler- 
fremd. ’ bezeichne sein Erweiterungsideal. Man hat %<’ und 
Pin~2|®’. Ware N<M’, so hatte man in >|’ die Beziehung 
N|N’ + (0). Nach Hilfssatz 2 also wire das zu N gehérige Verengungs- 
ideal n+n. Somit kommt NR = MN’ = n>. 

Nach diesen beiden Bemerkungen liefert die in § 4 hergestellte ein- 
eindeutige Zuordnung der ausgezeichneten Ideale beider Ringe P und = 
als Teilzuordnung ein eineindeutiges Entsprechen der beiden Systeme 
Gp und Gy. Um den Beweis des Satzes zu vollenden, macht man fol- 
gende, sofort einleuchtende 


Bemerkung. Sind m und Qt einander zugeordnete Ideale aus Gp 
und Gy, so wird P|m~ |M. Zwei einander durch diese Ringisomor- 
phie zugeordnete Ideale a|m aus P|m und W|I aus S| M stehen in 
der Beziehung, daB a Verengungsideal von & und A Erweiterungsideal 
von a ist. Somit sind die Voraussetzungen des Satzes 7 aus § 2, 2 er- 
fiillt, also sind die beiden nach unten vollstandigen Idealkérper Gp und Gy 
arithmetisch-isomorph. 

Insbesondere ergibt sich noch aus der Ringisomorphie der Restklassen- 
ringe einander entsprechender Ideale m und Jt, daB m und M beide 
gleichzeitig in P bzw. =, d.h. im Kérper aller (!) Ideale aus P bzw. = 
starkprimar sind oder beide nicht, im ersten Fall haben sie denselben 
Exponenten, und ihre zugehérigen Primideale sind einander entsprechende 
Ideale aus Gp und Gy. Analoges gilt fiir schwache Primirideale. 

II. Die im vorangehenden erreichten Resultate gestatten, den Fall 
eines beliebigen Systems S:P,,...,P,,... von Ringen zu erledigen. Es 
soll dabei vorausgesetzt werden, daB der Vereinigungsring > der P, ein 
Kinheitselement enthalt, das schon in ihrem Durchschnittsring P liegt. 
In jedem P, kann man dann von zueinander teilerfremden Idealen reden. 
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Werden wie in I. bei der Bildung des gréBten gemeinsamen Teilers evtl. 
auch unendlich viele Ideale zugelassen, so bildet die Gesamtheit F, der 
zum Fiihrer f=P:2 des Systems teilerfremden Ideale aus P, einen 
nach unten vollstindigen Idealkérper. Fiir diese F, besteht der 


Hauptsatz. Die Korper der zum Fiihrer { teilerfremden Ideale der 
Ringe P, sind untereinander isomorph. Hierbei einander zugeordnete 
Ideale sind einander in der allgemeinen Zuordnung (§ 5) entsprechende 
Kerne; zudem besitzen sie ringisomorphe Restklassenringe. 

Beweis. 1. Um zuerst die Moglichkeit einer eineindeutigen Zuord- 
nung der Ideale der verschiedenen F, darzutun, zeigt man: a) Jedes Ideal 
eines F, ist Kernideal. b) Sind a und & zu f teilerfremde, einander ent- 
sprechende ausgezeichnete Ideale aus P und +, so besteht jeder Kern 
iw aus genau einem Ideal. 


Beweis von a): Sei a, ein zu fj teilerfremdes Ideal aus P,. Da f 
Ideal aus = in P, ist, wird a, nach I 1. Verengungsideal seines zu j 
teilerfremden Erweiterungsideals % in =. Bei Verengung nach P liefert 
deshalb a, das zu f teilerfremde Verengungsideal a von &. Da aber a 
und % nach I als ausgezeichnete Ideale einander entsprechen, ist a, 
Kernideal. 


Beweis von b): Man zeigt fiir ein res das Zusammenfallen der Kern- 
enden f,,f,. Bei Verengung nach P bestimmt f, dort a, wird somit in 
P, zu f teilerfremd, also das zu a gehérige Erweiterungsideal in P,. Das- 
selbe trifft fiir f, zu, und so hat man f, = f,. — Speziell besteht der zu 


dem in a) erwahnten Ideal a, gehérige Kern iw lediglich aus a,; und 
alle diesem Kern in einem beliebigen Ring P,, nach der allgemeinen Zu- 
ordnung des § 5 entsprechenden Kerne bestehen gleichfalls aus nur einem 
Ideal, das zu f teilerfremd ist. Diese Abbildung der Kerne zweier be- 
liebiger Ringe P,, P, induziert als Teilabbildung ein eineindeutiges Ent- 
sprechen der zu f teilerfremden Ideale der Ringe. Dieses ist beziiglich 
der Ringe P, reflexiv, symmetrisch und transitiv. 

2. Zum Nachweis der Isomorphie iiberzeugt man sich von der Rich- 
tigkeit der 

Bemerkung. Hinander entsprechende Ideale a,,, a, aus F,,, F, haben 
in P,,P, ringisomorphe Restklassenringe, P,,\a,™~P,|a,. Wird dem 
Ideal ¢,,\a,, aus P,|a, mit a, >c¢, > P, durch diesen Ringisomorphismus 
das Ideal ¢,\a, in P,|a, mit a, >c,>P, zugeordnet, so sind c, und ¢, 
einander entsprechende Ideale aus F, und F,. 

Beweis. Einander zugeordnete- Ideale a,,a, bestimmen in = das- 
selbe Erweiterungsideal &. Daraus folgt nach I die Ringisomorphie 
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P,|a,~2|%2P,/a,. c/a, und ¢,|a, bestimmen durch diese Ring- 
isomorphie in =|% beide dasselbe Ideal € |W, somit ist nach Hilfssatz 1 
aus I das Ideal © Erweiterungsideal von ¢, und ¢, in =. Als zu f teiler- 


fremde Ideale bilden c,,c, Kerne, somit wird Aw = Cy, dw =¢,, 2h. 
aber c, und ¢, sind einander zugeordnete Ideale aus F,, und F,.— Dem- 


zufolge sind wieder die Voraussetzungen des Satzes 7 aus § 2, 2 erfiillt, 
also F,, und F, arithmetisch-isomorph. 


Genau wie unter I ergibt sich aus der Isomorphie der Restklassen- 
ringe einander entsprechender Ideale a, und a, insbesondere, daB beide 
gleichzeitig in P, und P, starkprimaér sind oder nicht; im ersten Fall 
besitzen sie gleiche Exponenten und ihre zugehérigen Primideale sind ein- 
ander entsprechende Ideale aus F,, und F,. Analoges gilt bei schwachen 
Primaridealen. 


III. Anwendung anf besondere Fille. Aus den in II ent- 
wickelten allgemeinen Uberlegungen sollen noch einige spezielle Folge- 
rungen gezogen werden. 


1. S:P,,...,P,,... sei ein Ringsystem wie in II. Gilt in einem 
Ring P, der Teilerkettensatz (vgl. N. Einleitung), so besteht in ihm die 
allgemeine Idealtheorie mit den bekannten vier Zerlegungen*®). Werden 
in jedem Ring nur zu f teilerfremde Ideale in Betracht gezogen und ist 
eine beliebige der vier Darstellungen eines solchen Ideals gegeben, so gilt 
fiir das entsprechende Ideal eines andern Ringes die Darstellung, die man 
erhalt, wenn man iiberall die Komponenten durch die entsprechenden er- 
setzt. Der Charakter dieser neuen Zerlegung ist in jeder Einzelheit der- 
selbe wie der der Ausgangsdarstellung. 


2. Weiter ordnen sich hier die Dedekindschen Ergebnisse **) iiber die 
regularen Ideale von Zahlkérperordnungen ein. In der Hauptordnung © 
eines endlichen algebraischen Zahlkérpers léBt sich jedes Ideal eindeutig 
darstellen als Produkt von Primidealpotenzen. Bedeutet nun fT eine Unter- 
ordnung von © mit demselben Quotientenkérper wie G, und wird der 
Fiihrer T: S =f gesetzt, so iibertrigt sich die soeben erwahnte Zerlegung 
auf die zu f teilerfremden Ideale aus ZT: Ist in © erfillt M+ f=—S 
und It = Kf... Pe, so wird in T, wenn iiberall zu den Verengungs- 
idealen iibergegangen wird, m = pf’... p{*; und umgekehrt entsprechend. 


35) Siehe E. Noether, Idealtheorie in Ringbereichen, Math. Annalen 83 (1921), 
S/24—66. 


%) Vgl. FuBnote 5, § 5 der dort erwahnten Arbeit. 
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§ 8. 
Fiihrerzerlegung und Ringkonstitution. 


Das zugrunde gelegte System S bestehe aus einem Ring 2 und einem 
echten Unterring P, der das Einheitselement von > enthilt. In allen 
Ringen zwischen P und = kann man dann von zueinander teilerfremden 
Idealen reden. 

Zwischen der idealtheoretischen Zerfillung des Fiihrers P: > =f und 
der Konstitution der Ringe P und = besteht ein enger Zusammenhang, 
der seinen Ausdruck findet in dem 

Zerlegungssatz. In P gelte fiir | eine Darstellung als kleinstes 
gemeinschaftliches Vielfaches oder Produkt *’) endlich vieler, aber mindestens 
zweier paarweise teilerfremder, vom Einheitsideal P verschiedener Ideale, 


f=9—---—-G, = M1--- Ge mit G+ 9, = FP fir § +). i; bezeichne das 
Erweiterungsideal von g; bez. 2, fj =),—---—f)-1 —fiar — --- oh 
die Komplementarkomponente von f,, entsprechend g; = g, —...— Q,-, 
— G41 —--- — GQ, He von g,. 


Dann wird P darstellbar als direkter Durchschnitt bez. X von k 
Ringen T,,...,1, und infolge des Dualismus (§$2,1) = als direkte 
Summe bez. P der k Ringe T;=T, — ... —T,;_, — Ty4, —--- — T,- 

Es werden die Fiihrer T;: X =j;, die Fiihrer P:T; =; (¢ =1,..., k). 

Der Beweis des Satzes benutzt neben dem 1. distributiven Gesetz 
vor allem den Satz 3 aus § 2,1 sowie die Folgerungen zu den dortigen 
Satzen 5 und 6. 

Zunachst nun besteht der 

Hilfssatz 1. Gelten fiir ein Ideal a eines Ringes mit Einheits- 
element zwei Darstellungen durch paarweise teilerfremde Komponenten, 
a=4,...0,—= @,...a,, derart, daB a; > a; ist,so wird a; = a; (¢ =1,..., &). 

Beweis. Da fiir + 7 das Ideal a; zu a; teilerfremd ist, folgt die 
Behauptung wegen 4@,...a, > 4@,. 

Man hat in = fiir den Fithrer f =f,...j,=—{f,—---—f, mit 
i, + 1;= = fiir ¢+ 7. Keine der Komponenten j, ist mit 2 identisch. 
Sonst namlich hatte man wegen g; > f;— P und f = { —- P = (f, —P)—... 
—(f,—P) nach Hilfssatz 1 wenigstens eine mit P identische Kompo- 
nente g;, gegen die Voraussetzung. Geht man iiberall zum Restklassen- 
system nach f iiber und deutet diesen ProzeS durch Klammern an, so hat 
man in 2|f = (2) fiir das Nullideal 


(0) =(f,) —... —(f,)> direkter Durchschnitt bez. (2), 


*”) Die Vielfachen- und Produktdarstellung sind nach N_ § 4, 4 4 identisch. 
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also wegen des Dualismus 
(2) = (hh) +-..4+(fr), direkte Summe bez. (0). 


Zur Anwendung von Satz 3 aus § 2,1 wird gesetzt G6 = P|f=(P). 
Es gilt dann 


(P gs, + weet (P)axy = ((P) + (f,)) oe ((P) + (f,))- 
Es sind die (P),,, genauer zu bestimmen. Wie oben fiir (2) ergibt 
sich aus f = g, —.. af g, fiir (P) die Darstellung (P) = (gi) +...-+( gt). 


Beriicksichtigt man, daG fir i + erfiillt ist g/>,>f,, so erhalt man 
hieraus (P) +(f,)=(g/)+(f,). Wegen g/>f,; folgt dann nach dem 
1. distributiven Gesetz 
(P)a = (f2) — CP) + (fd) = (Be) — (as) + (fe) 
= (9;) + (i) — £) = (97) + () = (ay), 


also 
(Phin + pigs + (P) aus, — (91) oa wi dh + (Ge) — (P) *). 
Somit wird (P) = ((P) + (f,)) —...—((P)-+ (f,)), also kommt durch 
Auflésen der Klassen P = (P +-f,) —... —(P + ,). T,; =P +f, ist wegen 


TT, Ring. Nach der Folgerung 3 aus § 2, 1 und nachfolgender An- 
wendung des I. Isomorphiesatzes ist dieser Durchschnitt ein direkter bez. 2, 
. wenn die Komponenten T,; als von = verschieden nachgewiesen werden, 
und dann wird auch fir T/=T,—...—T,;.,—T,,,—--.—T, der 
Ring S=T;+...+ 7; direkte Summe bez. P. Um also T, + = nach- 
zuweisen und zugleich die weiteren Behauptungen des Satzes zu erledigen, 
beweist man den 


Hilfssatz 2. Sind M,,...,M, Unterringe von = und der Fiihrer 
von M,; nach 2 das Ideal m;—M,;,:2, so wird der des Durchschnitts- 
ringes M=M,—...—M, gegeben durch M: 2 =m = m, —... — m,. 

Beweis. Setzt man m,—...—m,=D, so ist b als Ideal aus = 
in Msicher Vielfaches von M:2 =m. Zum andern wird fiir jedes i er- 
fillt m>m,, also kommt m = », w. z. b. w. 

Bezeichnet nun t; den Fiihrer T;:2, so ist zunachst f;>t,;, da ja f; 
Ideal aus = in T; ist. Nach dem Hilfssatz 2 und wegen P = T, —...—T, 
wird f =f, —...—f, =t, —... — t,, also nach Hilfssatz 1 schlieBlich jf; = t,, 
(¢=1,...,%). Damit ist auch T,; + bewiesen, weil fiir T;— 2 sein 
miBte T;:2—=f,, gegen friiher Bewiesenes. Somit wird wirklich 








**) Nach Satz 3 aus § 2,1 1aBt sich zunachst nur (P) =(P) a t--- +(P) 6, 
aussagen. 
Mathematische Annaler 97, 34 
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P—T,—...+T, direkter Durchschnitt bez. 2 und S=T;4...4 
direkte Summe bez. P. 
Es bleibt noch P: T, = g/ nachzuweisen. Zunichst ist wegen g; (P +f) 
= 9; +f=g, dieses ideal aus P auch eines in T,, es wird also g/ >t, 
=P:T,. Zum andern aber hat man nach § 1, Satz 9 


t, =P: T,—P:(P + §,) = (P:P) —(P:f,) =P —(P: 9,2) =P —(f:9,), 


d. h. tf: g;, also t,-g,> 2 Q,;, und daraus wegen g,+ 9; =P weiter 
t,>9,, somit t,—g/, w.z.b.w. Damit ist der Satz véllig bewiesen. 


Aus dem Zerlegungssatz lassen sich noch einige Folgerungen ziehen. 
Folgerung 1. Bezeichnet v,,...,v,, eine beliebige Kombination von 


m verschiedenen Zahlen der Rethe 1,...,k, und setzt man T,,__,,, 
=T,,—..-— Tras fr,...% = ,— +++ — fen» SOw8E Gy.» gleich dem 
kleinsten gemeinschaftlichen Vielfachen der von Q,,,.--,Qr, verschiedenen 
Ideale g;, 80 wird Ty... rm? 2 = Fr, ...rms PT... 1m = Gry etm 


Beweis. Der erste Teil der Behauptung folgt aus Hilfssatz 2; den 
zweiten beweist man genau so wie P:T,;—g,, in dem nun iiberall an 
Stelle von Ti; li» gi tritt Ts, «++ Ym? fr, + ¥m? Go, ... % 


Folgerung 2. Es gelten die Restklassenringisomorphien 


Ty, .. woth... nn — as Pie. ...». und | a | gy, . Sc2lt. ... a 


oo Mm 


wenn g,,..,, und f,, __,, entsprechend wie f,, ,, und g/, __,,, definiert ist. 


Beweis. Unter Zuhilfenahme von Hilfssatz 1 erkennt man, daB das 
Erweiterungsideal von g,,,,, bez. T,,...,,, gleich wird f,,,,. Man hat 
namlich die Beziehung f= fh... om” os... 9m = (Gey... ? Voy... 9m) Bes. Pm 
I —— oo 7 a) a pas ieee Somit folgt aus g,,...., 
+ Qs, ...%. =P und P:T,,,.=Q,...», der erste Teil der Behauptung 
nach § 7, Hilfssatz 1; die andere Halfte erledigt sich entsprechend **). 


Als Sonderfall dieses Zerlegungssatzes ergibt sich der nachstehende 
von Furtwangler aufgestellte Satz “°): © bezeichne die Hauptordnung eines 
endlichen algebraischen Zahlkérpers, T eine Unterordnung von ©. Zerlegt 

man dann in © den Fiihrer f= &:© derart in Komponenten f;. daB 


%) Dieser Satz bildet zusammen mit den Resultaten des § 7 ein wesentliches 
Hilfsmittel, um den ProzeB8 der Erweiterung beliebiger Ideale aus P nach = oder 
den der Verengung beliebiger Ideale aus = nach P in den Zwischenringeu von P 
und = genauer zu verfolgen. Unter Annahme von Endlichkeitsvoraussetzungen, die 
dem Doppelkettensatz ahneln, hat W. Krull mit ringtheoretischen Methoden hierher 
gehérige Untersuchungen durchgefiihrt; eine betreffende Arbeit wird bald erscheinen. 

“) Vgl. FuBnote 12. 
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deren Normen paarweise teilerfremd sind, so sind auch die f,; Fiihrer 
{;= I,:S nach Unterordnungen T,; von G. 

Denn die Normen N(f;) sind teilbar durch die Komponenten f; und 
als rationale Zahlen Elemente jeder Unterordnung von ©. Somit werden 
in & die Verengungsideale t; = f;— T, also auch in © deren Erweiterungs- 
ideale t;-G, paarweise teilerfremd. Nach Hilfssatz 1 aber folgt aus 


t;;S >f, weiter t;-G—f; und dann aus dem Zerlegungssatz die Furt- 
wanglersche Behauptung. 


(Eingegangen am 18. 5. 1926.) 
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Zur Theorie der Ordnungen in algebraischen Zahl- 
und Funktionenkérpern. 


Von 
Heinrich Grell in Géttingen. 


Die vorliegenden Entwicklungen bauen weiter auf der Arbeit von 
E. Noether, ,Abstrakter Aufbau der Idealtheorie in algebraischen Zahl- 
und Funktionenkérpern“*) und meiner eigenen friiheren ,,Beziehungen 
zwischen den Idealen verschiedener Ringe“*). Im besonderen handelt es 
sich um eine Anwendung der in diesen beiden Arbeiten gegebenen Resul- 
tate auf beliebige endliche Ordnungen*) algebraischer Zahlkérper und damit 
um eine Ankniipfung an den im Eingange meiner ersten Arbeit umrissenen 
Fragenkreis. 

Waren aber dort die betrachteten Idealkérper (G. § 1) frei von jeder 
Endlichkeitsvoraussetzung, so hat man es hier zu tun mit Bereichen, die 
aus der Gesamtheit der Ideale einer endlichen Ordnung bestehen. In 
ihnen ist nach N. §§ 2,3 der Doppelkettensatz mod. den vom Nullideal 
verschiedenen Idealen erfiillt (vgl. N. Einleitung). Es besteht demnach 
die in N.§7 gegebene Idealtheorie mit der eindeutigen Zerlegung eines 
Ideals in endlich viele paarweise teilerfremde, gréBte primaire Kompo- 
nenten. Nach N.§ 10 ist die Giiltigkeit des Doppelkettensatzes identisch 
mit der Existenz einer Kompositionsrethe von Idealen nach jedem vom 
Nullideal verschiedenen Ideal m. Bedeutet 0 das Einheitsideal der be- 
treffenden Ordnung, so sind zwar nicht die Einzelglieder m, einer solchen 


*) E. Noether, Abstrakter Aufbau der Idealtheorie in algebraischen Zahl- und 
Funktionenkérpern, Math. Annalen 9¢ (1926), S. 26—61; zitiert mit N. 

*) H. Grell, Beziehungen zwischen den Idealen verschiedener Ringe, Math. An- 
nalen 97 (1927), S. 490—523; zitiert mit G. 

%) Unter einer endlichen Ordnung versteht man mit Dedekind jeden Ring aus 
ganzen algebraischen Zahlen eines endlichen algebraischen Zahlkérpers, der den Ring 
der ganzen rationalen Zahlen umfaSt, unter der Hauptordnung den aller ganzen alge- 
braischen Zahlen des betreffenden Kérpers. 
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Reihe m = m,,...,™,,...,™,, 0 eindeutig bestimmt, wohl aber ist es 
nach dem Jordan-Hélderschen Satz die Anzahl der von o verschiedenen 
Glieder, die Lange des Ideals m. 

Durch Kombination mit Begriffen und Satzen der verallgemeinerten 
Abelschen Gruppen erhalt man hieraus fiir die erwahnten Bereiche eine 
Theorie des Grades und der Norm von Idealen (§§ 3,4). Sie schlieBt die 
von Dedekind nur fiir die Hauptordnung*) entwickelte ein. Insbesondere 
wird der Grad eines Ideals gleich der Summe der Gradzahlen seiner Pri- 
markomponenten, der Grad eines Primirideals gleich dem Produkt aus 
der Lange des Primarideals und dem Grad des zugehérigen Primideals. 
Entsprechende Satze beherrschen die Zusammensetzung der Normen. Die 
Theorie des Grades der Ideale einer beliebigen Ordnung wird entwickelt 
in begug auf jede Unterordnung dieser Ordnung, die Normentheorie fiir die 
Ideale einer beliebigen Ordnung nicht nur beziiglich des Hauptidealringes 
der ganzen rationalen Zahlen, sondern auch in bezug auf jeden in dieser 
Ordnung enthaltenen Ring, der aus allen ganzen algebraischen Zahlen 
eines endlichen algebraischen Zahlkérpere besteht, d.h. also, auch fiir 
»Relativ“ordnungen in ,,Relativ“kérpern. Letzteres gelingt durch Heran- 
ziehen des Hilfsmittels der Quotientenringe (§ 2). Die ersten Ansatze zur 
Normentheorie in ,,Relativ“ordnungen finden sich in der Dedekindschen 
Arbeit ,Uber eine Erweiterung des Symbols (a;b) in der Theorie der 
Moduln“*). Abgesehen von dem in der vorliegenden Arbeit erreichten 
weitergehenden Resultat ist auch der hier eingeschlagene Weg wesentlich 
gangbarer als der Dedekinds, iiber den dieser sich am SchluB des § 4 
(S. 199) seiner Arbeit so auBert: ,,Immerhin bleibt die eine wie die andere 
Definition von (a;6) hinsichtlich ihrer Einfachheit auBerordentlich weit 
zuriick hinter der Definition des alten Symbols (a; 6), welche sich un- 
mittelbar auf die Betrachtung der in den Moduln a, 6 enthaltenen Zahlen 
stiitzt. Nachdem ich seit vielen’ Jahren eine ahnliche Vereinfachung ver- 
geblich gesucht habe, kann ich nur noch den Wunsch aussprechen, daB es 
einem anderen gelingen mége, eine solche zu finden.“ 

Das Hilfsmittel der Quotientenringe erlaubt ferner, die in der Theorie 
der algebraischen Zahlen unter dem Titel ,,I[deale in verschiedenen Kér- 
pern“*) bekannten Siatze, die die Beziehungen der Ideale der Hauptord- 
nung P eines Zahlkérpers & und der Hauptordnung 2 einer endlichen 
Erweiterung 2 von & regeln, von der Hauptordnung = auf eine beliebige 
»Relativ“ordnung T aus 2 auszudehnen. 


*) Nachrichten der Géttinger Gesellschaft der Wissenschaften 1895, S. 183—208. 
Auf diese Arbeit wies mich nachtriglich E. Noether hin. 

5) Vgl. Hilbert, Zahlbericht, Anmerkung zu S. 204 auf 8S. 536; ausfihrlicher 
Hecke, Theorie der algebraischen Zahlen, § 37. 
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Weiterhin liefern vorziiglich die beiden letzten Paragraphen der ersten 
Arbeit (G.) neue Aufschliisse. Zunichst gelingt die genaue Bestimmung 
der allgemeinen Primideale in jeder endlichen Ordnung T eines algebrai- 
schen Zahlkérpers. Nach N.§9 namlich existiert in jeder solchen Ord- 
nung, die in ihrem Quotientenkérper Q(T) nicht ganz abgeschlossen ist, 
wenigstens ein Primideal, dessen zugehérige Primirideale aus ihm nicht 
simtlich durch Potenzierung zu erreichen sind, Diese Primideale sollen 
als allgemeine, die iibrigen als spezielle bezeichnet werden. Auf ihr Vor- 
handensein hat schon Dedekind hingewiesen*). Die damit aufgeworfene 
Frage findet ihre Erledigung in dem Satz, daB alle und nur die Prim- 
ideale aus T allgemein sind, die im Fiihrer von T nach dem Ring = aller 
ganzen algebraischen Zahlen aus Q(T) aufgehen (§ 6). 

Zwei weitere Anwendungen der §§ 7,8 in G. ergeben sich durch Ver- 
bindung mit dem Gradbegriff. In jeder ,Relativ“ordnung T lassen sich 
zunachst die vom Nullideal verschiedenen Jdeale, die Fiihrer nach einer 
Unterordnung T’ sind, charakterisieren: dann und nur dann namlich ist ein 
solches Ideal f Fiihrer, wenn fiir ein beliebiges zugehériges Primideal p 
vom Relativgrad 1 das durch f und f:p im Grundbereich von T bestimmte 
Verengungsideal (G.§3) beidemal dasselbe ist. Der von Dedekind in 
einer FuBnote zur Diskriminantenarbeit’) fiir die Hauptordnung von Zahl- 
kérpern ohne Beweis ausgesprochene Satz ist hierdurch eingeordnet und 
erheblich erweitert. Aus der Annahme, da8 die Zerfillungen siamtlicher 
rationaler Primzahlen in der Hauptordnung bekannt sind, ergeben sich 
daraus unter Benutzung von G. § 8 die Furtwanglerschen expliziten Dar- 
stellungen der Fiihrerideale’*) (§ 5). 

Als zweite Anwendung der Gradtheorie bekommt man den Kom- 
posttionsrethensaiz des § 6. Er bildet die abstrakte Fassung der aus der 
algebraischen Geometrie bekannten Auflésung der Singularitéten. Man 
kann namlich diese Auflésungstheorie auffassen als Ubergang von den 
Idealen einer endlichen Ordnung T zu den Erweiterungsidealen in der 
Hauptordnung = des zu T gehérigen Quotientenkérpers Q(T). Unter Be- 
nutzung dieser Auffassung gab B. L. v. d. Waerden den in FuBnote *°) mit- 
geteilten Rangsatz, der — geometrisch gesprochen — die Gleichheit zweier 
verschieden definierten Vielfachheitszahlen*) behauptet. Seine abstrakte 

®) Dirichlet-Dedekind, Vorlesungen iiber Zahlentheorie, III. Aufl., § 172, S. 522 
(zitiert mit Z III, die IV. Auflage entsprechend mit ZIV). 

") R. Dedekind, Ober die Diskriminanten endlicher Kérper, Abhandlungen der 
Géttinger Gesellschaft der Wissenschaften 29 (1882), FuBnote zu S. 28. 

™*) Ph. Furtwangler, Ober die Fiihrer von Zahiringen, Wiener Berichte 128 
(1919), S. 289-245, Satz 4. 


®) Siehe hierzu B. L. v. d. Waerden, De algebraische grondslagen der meetkunde 
van het aantal, Diss. Amsterdam 1926, § 5. 
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Verallgemeinerung ist der erwahnte Kompositionsreihensatz. Sein Beweis 
vollzieht sich, indem man die stérenden mehrfachen ,,Singularitaten“ einer 
Ordnung mittels des Zerlegungssatzes aus G. § 8 in einzelne, leichter zu 
bewaltigende auflést. 

Die bisher besprochenen Tatsachen gelten gleicherweise fiir die end- 
lichen Ordnungen algebraischer Funktionenkérper einer Veranderlichen, 
sowie die andern in N. § 3 erwahnten, den Zahlkérperordnungen verwandten 
Ringe. Wie in N. werden die Beweise der vorliegenden Arbeit mit den 
Methoden der abstrakten Arithmetik und Algebra und damit gleichzeitig 
fiir alle in Betracht kommenden Bereiche gefiihrt. 

Alle in dieser Arbeit behandelten Ringe besitzen ein Einheitselement 


und sind bis auf die Restklassenringe nach gewissen Idealen samtlich null- 
teilerfrei. 


§ 1. 
Ringe mit Doppelkettensatz. Verallgemeinerte Abelsche Gruppen. 


1. Ordnungen. = sei ein nullteilerfreier Ring, dessen Einheits- 
element e in dem Unterring P liegt. Wie in N.§1,2 heiBt ein in = ge- 
legener, P umfassender Ring T eine P-Ordnung. T heiBbt endliche P-Ord- 
nung, falls er ein endlicher P-Modul ist. Die Definition und Theorie der 
P-ganzen Elemente aus = ist in N. § 1,3 gegeben. In dieser Arbeit wird 
benutzt der dort ausgesprochene Hilfssatz 1: Alle Elemente einer end- 
lichen P-Ordnung T aus = sind P-ganz. -- Uberdies sei noch auf den Be- 
griff der ganzen Abgeschlossenheit verwiesen (N. § 1, 4). 

Weiter wird benétigt der 


Hilfssatz 2. IM sei ein endlicher und vom Nullmodul verschiedener 
P-Modul in >, ® ein P-Modul und Unterring von 2, sowie INN = M. 
Dann wird e == 0(%). 


Der Beweis vollzieht sich genau so wie der des Hilfssatzes in N. § 8, 1. 
Und ferner hat man den 


Satz 1.°) Ist in P mod. den vom Nullideal verschiedenen Idealen der 
Doppelkettensatz erfiillt und X eine endliche (nullteilerfreie) P-Ordnung, 
so besteht er gleicherweise in jeder P-Ordnung T aus 2. 


*) Beim Beweise des Satzes wurde ich von E. Noether unteretitzt. In N. § 3, 2 
ist der Beweis des Satzes gefiihrt unter der Annahme, daB der Quotientenkérper 
von = eine endliche Erweiterung erster Art des Quotientenkérpers von P darstellt, 
indem benutzt wird, daB das System der P-ganzen Elemente aus Q( =) ein endlicher 
P-Modul ist. Diese letztere Tatsache hat K. F. Schmidt bei weiteren einschrankenden 
Annahmen fiir P auch dann nachweisen kénnen, wenn @(*) beliebige endliche Er- 
weiterung von Q(P) bedeutet, und einen noch weitergehenden Schritt in dieser Rich- 
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Beweis. Nach dem Modulsaiz aus N.§ 2 gilt in = der Teilerketten- 
satz fiir P-Moduln. Deshalb besteht er insbesondere fiir die Ideale der 
P-Ordnung T, und T hat eine endliche Modulbasis 1, ...,17,,. Um mod. 
einem vom Nullideal verschiedenen Ideal € aus T das Erfiilltsein des Viel- 
fachenkettensatzes zu beweisen, geniigt nach der Folgerung des Modul- 
satzes (N.§ 2) der Nachweis, daB die € in bestimmter Weise zugeordneten 
Ideale ¢; aus P vom Nullideal verschieden sind. Ganz dhnlich wie in 
N. § 3,2 geschieht das so: Bezeichnet & = Q(P) den Quotientenkérper 
von P und 1¢,,...,7, ein gréBtes bez. & linear irreduzibles System aus T, 
so hat man fiir i=1,...,m Relationen t/-c; = cj, 1, +... +¢iqt, mit 
Koeffizienten c;+ 0 und c,; aus P. Setzt man c=—c,...¢,, sowie 
«,= =, so liegt T in dem aus a,,..., a, abgeleiteten P-Modul. € + (0) 
ist bez. & vom gleichen Rang wie T. Bezeichnet also y,,...,7, ein 
gréBtes_ bez. & linear irreduzibles System aus €, so hat man Relationen 
@,=4;,7, +.--+4;,7, mit Koeffizienten a,, aus %, also fiir geeignetes 
a,+ 0 aus P weiter a,a;= 0(€); auf Grund der Unabhangigkeit der «, ge- 
héren die a; den ¢; an, die also vom Nullideal verschieden sind. 


2. Ringe mit Doppelkettensatz. Fiir Ringe mit Giiltigkett des 
Doppelkettensatzes mod. den vom Nullideal verschiedenen Idealen besteht 
die in N. § 6 und § 7 entwickelte Idealtheorie mit ihrem Hauptsatz (Satz V, 
N.§ 7): Jedes Ideal aus = ist entweder selbst primar oder lapt sich ein- 
deutig darstellen als Produkt endlich vieler, paarweise teilerfremder, gréBter 
primarer Komponenten, die sdmtlich vom Einhettsideal verschieden sind*®). 
Ein vom Null- und Einheitsideal verschiedenes Primideal besitzt keinen 
vom Ejinheitsideal verschiedenen echten Teiler. 


Definition 1. Ein Ideal 6 hei&t unmittelbarer Teiler eines Ideals a, 
wenn a> b ist und kein von beiden verschiedenes Ideal ¢ mit a >c>b 
existiert. 

Nach N. $10 gibt es in = zu jedem vom Nullideal verschiedenen 
Ideal a unter Annahme einer Wohlordnung der Ideale wenigstens eine 


tung bedeutet die Nete von Artin-v.d.Waerden; ob aber das System der P-ganzen 
Elemente aus Q(>) allgemein ein endlicher P-Modul wird, ist bisher unentschieden 
(vgl. K. F. Schmidt, Danziger Vortrag, Jahresbericht der Deutschen Mathematiker- 
vereinigung 34 (1926), S. 144 der schriigen Paginierung; Artin-v.d.Waerden, Die Er- 
haltung der Kettensatze der Idealtheorie bei beliebigen endlichen Kérpererweiterungen, 
Géttinger Nachrichten 1926). 

%) Der Kiirze halber soll im folgenden auch stets dann von einer Produktdar- 
stellung gesprochen werden, wenn das Ideal selbst primar ist, also nur eine einzige 
Komponente auftritt. Bei den Beweisen aller entsprechenden Sitze ist dieser Fall 
nicht besonders unterschieden; die dazu notwendigen geringfigigen Abanderungen 
sind jedesmal ohne Schwierigkeit vorzunehmen. 
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Kompositionsreihe™) von Idealen, d. h. wenigstens ein System von Idealen 
a=4,,..-,@,, 2, derart, daB jedes unmittelbarer Teiler des vorangehen- 
den ist. Die Lange**) 4 als Anzahl der vom Einheitsideal = verschiedenen 
Ideale a, ist hierbei nach dem Jordan-Hélderschen Satz stets dieselbe, 
also eine allein durch das Ideal a bestimmte nicht negative ganze Zahl. — 
Im Anschlu8 hieran bestehen die folgenden Tatsachen. 

Satz 2. Jeder unmittelbare Teiler a eines Primdrideals q mit end- 
lichem Exponenten 0 und yp als zugehdérigem Primideal ist Vielfaches 
von q:p. 

Beweis. Sei p®° = gesetzt. Wegen q:p°=q >al>q:p?¢= gibt 
es einen kleinstméglichen Exponenten o, so daB a>q:p’, a<\\q:p*-? 
wird. Man hat also ap’-!<||q, und da a unmittelbarer Teiler von q 
ist, wegen qg+ap’-!>a weiter a=q-+ap’-?. Demnach kommt 
ap=qp-+ap’ nach dem zweiten distributiven Gesetz, somit ap > q und 
daraus a>q:p, w. z. b. w. 

Satz 3. Das vom Hinheitsideal verschiedene Primdrideal q besitze p 
als zugehdriges Primideal und q' als unmittelbaren Teiler. Dann gilt fiir 
jedes Element x = 0(q’), 3=0(q) die Bezichung xX —q = xp. 

Beweis. Nach Satz 2 ist q’>q:p, also xp>q und somit auch 
xp>x2—q. Ware xp>x2—q, so hatte man in J die Existenz 
eines Elementes o mit ox =0(q) und o+:0(p). Demnach wire das 
Hauptideal o> zu p, also auch zu q teilerfremd, und aus ox >> q wiirde 
gegen die Voraussetzung x = 0(q) folgen. 

Man zieht daraus die 


Folgerung. Der Restklassenmodul q’|q ist modulisomorph dem 
Restklassenmodul S|, und als Reprdsentanten von q’|q kénnen die mit 
einem beliebigen x = 0(q'), 3=0(q) multiplizierten Reprasentanten vm 
>|p genommen werden. 

Beweis. Fiir alle diese x wird x + q=4Qq’, also nach dem IL. Iso- 
morphiesatz (G. § 2,2) q’|\q~«2|x2—q—=—xZ|xp. Wegen der Null- 
teilerfreiheit von = folgt daraus die Behauptung. 

Die bisherigen Entwicklungen gelten nach Satz 1 im besonderen in 
allen endlichen nullteilerfreien P-Ordnungen 2, fiir deren Grundbereich 
P mod. den vom Nullideal verschiedenen Idealen der Doppelkettensatz 
erfiillt ist. 








11) Hinsichtlich der Bezeichnung ,Kompositionsreihe“ vgl. N., FuBnote *). 

1%) Die Kenntnis des Begriffs der Lange und des folgenden Satzes 2 verdanke 
ich einem Vortrag von E. Noether iiber Hilberteche Zahlen (Theorie der irreduziblen 
Ideale); vgl. dazu Jahresbericht der Deutschen Mathematikervereinigung 34 (1926), 
8. 101 der schragen Paginierung. 
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8. Multiplikationsringe. Eine besondere Klasse von Ringen mit 
Doppelkettensatz bilden die reguldren Multiplikationsringe"*). Nach 
W. Krull versteht man darunter einen nullteilerfreien Ring mit Einheits- 
element, in dem der Teilerkettensatz fiir Ideale gilt und fiir diese aus 
Teilbarkeit a > 6 Produktdarstellung a= bc folgt. Man beweist einfach, 
daB in diesen Ringen ein (vom Null- und Einheitsideal verschiedenes) 
Primideal nur das Einheitsideal als echten Teiler besitzt und Primirideale 
eindeutige Potenzen der zugehérigen Primideale werden. Die im Ring 
nach N. § 6, Satz III geltende Idealtheorie nimmt also die Form an: 
Jedes Ideal aus = ist entweder selbst Primideal oder la8t sich eindeutig 
als Potenzprodukt von Primidealen darstellen, die simtlich vom Einheits- 
ideal verschieden sind. Es liegen demnach dieselben Verhiltnisse wie in 
N. § 9,3 vor; dh. die reguldren Multiplikationsringe sind identisch mit 
denjenigen, fiir die die fiinf Axiome aus N. gelten (vgl. N., Einleitung). 
Spezielle Multiplikationsringe bilden die regulaéren Hawptidealringe, d. h. 
Ringe, in denen jedes Ideal Hauptideal ist, also eine aus einem einzigen 
Element bestehende Basis besitzt**). 


Ist Rt Multiplikationsring, 2 eine endliche Erweiterung 1. Art seines 
Quotientenkérpers & = Q(R), sowie S der Ring aller i-ganzen Elemente 
aus 2, so ist nach N. § 3,1 jeder R umfassende Unterring T von S 
eine endliche R-Ordnung. Somit besteht in T die in 2. gegebene Ideal- 
theorie. Die dort gebrachten Entwicklungen betreffen u. a. also die Ord- 
nungen endlicher algebraischer Zahlkérper sowie die andern, in N. § 3, 
Abschn. 3 und 4 erwahnten Bereiche. 


4. Verallgemeinerte Abelsche Gruppen”). Im Ring = werden 
wie in G. § 1,6 Moduln betrachtet, deren Multiplikatorenbereich I" ein 
nullteilerfreier Hauptidealring ist. Das Produkt des Nullelements aus I 


8) Multiplikationsringe hat prinzipiell zuerst W. Krull behandelt; vgl. W. Krull, 
Uber Multiplikationsringe, unter A. Loewy, Beitrige zur Algebra 3; Berichte der 
Heidelberger Akademie 1925, 5. Abhandlung. Dort sind die Multiplikationsringe vor 
allem in ringtheoretischer Hinsicht behandelt. Die hier gegebene Idealtheorie war 
mir schon im Winter 1923/24 im wesentlichen durch eine E. Noethersche Vorlesung 
bekannt. 


™) Vgl. W. Krull, Uber die verschiedenen Arten der Hauptidealringe; Berichte 
der Heidelberger Akademie, 1924, 6. Abhandlung. 

) Zu dieser Auffassung vgl. die FuBnote *) zu N. § 10 sowie die Arbeit von 
W. Krull, Uber verallgemeinerte endliche Abelsche Gruppen, Math. Zeitschr. 23 (1925), 
8. 161ff. Die Kenntnis der Tatsachen dieses 4. Abschnitts verdanke ich einer Vor- 
lesung von E. Noether im Winter 1924/25; ygl. auch die Note iiber einen Vortrag im 
Jahresbericht der Deutschen Mathematikervereinigung 34 (1926), S. 104 der schragen 
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mit einem beliebigen Element aus = sei das Nullelement aus 2; fiir das 
Einheitselement @ von I" gelte @-o =o bei beliebigem o aus 2. 


a) Definition 2. Die Periode des Moduls I% bez. I ist definiert als 
gréBter gemeinsamer Teiler m aller Ideale g aus I’, fiir die g-M gleich 
dem Nullmodul wird. — Wenigstens ein solches Ideal g existiert, das Null- 
ideal namlich **). 

Das Verhalten von Periode und Modul findet sich ausgesprochen in dem 

Satz 4. Besitzt der Modul M die Periode m, und besteht in I die 
Darstellung durch endlich viele aber mindestens zwei paarweise teiler- 
fremde, vom Einheitsideal I’ verschiedene Komponenten m= mM, ... m, 
mit m+m,=—I (fiir i+j), so wird M direkte Summe (bez. des 
Nullmoduls) der s Moduln M;=—mjM mit den Perioden m,;, wenn 
mj = M, ... My-, M41... mM, gesetat ist (vgl. G. § 2, 1). 

Der Beweis verlauft genau so wie fiir einen entsprechenden Satz bei 
den gewohnlichen endlichen Abelschen Gruppen, indem man sich vergegen- 
wirtigt, daB die dabei angewandten Schliisse nur von den abstrakten Ver- 
kniipfungen und Eigenschaften der Moduln Gebrauch machen; die bei end- 
lichen Gruppen auftretende ,,Ordnung“ ist dabei sinngema8 durch die 
Periode zu ersetzen. 


Definition 3. Ein Modul MN heiBt primar bez. I’, wenn seine 
Periode Primirideal in I" ist. — Ein Modul 9% mit der Periode (0) ist 
also ein primarer Modul, ebenso wie ein Modul mit der Periode I’; letz- 
terer wird offenbar mit dem Nullmodul identisch. 

Da sich nach 3. in I" jedes Ideal eindeutig darstellen la8t als Produkt 
endlich vieler paarweise teilerfremder Primfrideale, so folgt aus Satz 4 
sofort der 

Satz 5. Jeder Modul mit einer Periode m=4q,...9, t8t entweder 
selbst primar oder lapt sich eindeutig darstellen als direkte Summe (bez. 
des Nullmoduls) von primdren Moduln 0,,...,0, mit den paarweise 
teilerfremden, vom Hinheitsideal verschiedenen Perioden q,, -.-, 4,- 

Beweis. Es bleibt nur der Nachweis der Eindeutigkeit der Zerlegung. 
Sei also M=OH,+...iH, mit der Periode 9,+ I" fir O, — was keine 
Beschrinkung der Allgemeinheit bedeutet — und 9,+ 9;=T fiir +). 
Sei 9, ...9, =m. Es ist m-M—(0), also m>m; zum andern kommt 
(0)—=mMN—=mH,+...+mOH,, also mO,—(0) fir i=1,...,k. Dem- 
nach wird m>@, (¢=1,...,k), also m=>m und m=m. Aus der 
eindeutigen Darstellung von m folgt k = s und bei geeigneter Anordnung 
q,=G, (§=—1,...,8). 

%*) Vgl. hier Hentzelt-Noether, Polynomideale und Resultauten, § 1, Math. Ann. 
88 (1922), 8. 53—79. 
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Sei also jetzt M=—O,}...40,—0,4...40, mit O,—9/-M. 
O, und ©, soller dieselbe Periode q,; besitzen. Es kommt 

OD, = 9) M—=q/O,+...+9/0,=—9/0, sowie 4,0, ==(0). 

Also hat man (q;+ 9/)0, = I'-0,= 0, = 0,, w. z. b. w. 

Definition 4. Ein endlicher Modul M@ = (y,, ..., #,) heiBt zyklisch, 
wenn er eine aus einem einzigen Element bestehende Basis besitzt. Ein 
Modul heiBt zyklisch direkt unzerlegbar, wenn er sich nicht als direkte 
Summe (bez. des Nullmoduls) endlich vieler (aber mindestens zweier) 
zyklischer Moduln darstellen 1aBt. 


Fiir endliche primdre Moduln beweist man den 


Satz 6. Jeder endliche primdre Modul ist entweder selbst ein zyklischer 
und zyklisch direkt unzerlegbarer Modul, oder laBt sich bis auf Isomorphie 
eindeutig darstellen als direkte Summe (bez. des Nullmoduls) endlich vieler 
zyklischer, zyklisch direkt unzerlegbarer Moduln*’). 

Der Beweis ist fiir Moduln mit der Periode m=(0) und m+ (0) 
getrennt zu fiihren. Im iibrigen gilt das zu Satz 4 Gesagte. 

Durch Kombination von Satz 5 und 6 ergibt sich, daB jeder endliche 
Modul M, der nicht schon selbst zyklisch und zyklisch direkt unzerlegbar 
ist, sich bis auf Isomorphie eindeutig darstellen 148t als direkte Summe 
(bez. des Nullmoduls) endlich vieler zyklischer, zyklisch direkt unzerleg- 
barer Moduln. In beiden Fallen wird die Anzahl dieser letzteren Moduln 
als Rang des endlichen I'- Moduls IQ bezeichnet. 

b) Zum Aufbau der Theorie der Normen bendétigt man die folgenden 
Tatsachen: 

In = seien & und B zwei endliche [’-Moduln gleichen Ranges und 
A>. Sind A=—lea,+...i le, wd S=Z,+...4 0B, nach a) 
bestehende Darstellungen durch zyklische und zyklisch direkt unzerlegbare 


) Vgl. H. Priifer, Theorie der Abelschen Gruppen L, Math. Zeitschr. 20 (1924), 
8. 165—187. — Satz 6 samt den im Abschnitt vor b) gezogenen Folgerungen gilt auch 
noch, wenn /° direkte Summe endlich vieler nullteilerfreier Hauptidealringe 


r=I,+...iI, wird, derart, daB jedes I, Ideal in J ist. Man hat dann nimlich 
i=, (i=1,...,) und 1,7, =(0) fir i+ 7. Daraus ergibt sich weiter 
M=M, L....M, mit M,=ML,. Es handelt sich wirklich um eine direkte Summe 


(bez. des Nullmoduls). Setzt man namlich [7 =, +...+Iy-1+Tu4it+.-..+Ih 
und B=MNI,—MNIY, so wird VI, >(M IY) T= (0), BIS] (MT,) M=(0), also 
B1,4+81/=8(1,+17)=8F=8=(0). Die ®, sind endliche Moduln bez. der 
Hauptidealringe I; ihr Rang bez. I ist gleich dem bez. I, da fiir die in einer Dar- 
stellung M, = 1, 44,4. ...4T; Min, auftretenden zyklischen, zyklisch direkt unzerlegbaren 
Komponenten I «;,=J°u;, gilt und die Eigenschaft der Unzerlegbarkeit bei dieser 
Erweiterung des Multiplikatorenringes erhalten blelbt. Der Rang von M& bez. I’ wird 
dann die Summe der Rangzahlen der M, wegen M=M, +...4M,. 
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Moduln I’a,, I°f,, 80 hat man Relationen «,— 3'g,,f, mit Koeffizien- 
ten g,;, aus I’. <a 


Definition 5. Die Norm N(B|U) von B nach U ist definiert als 
das aus der Determinante |g,,| in I" abgeleitete Hauptideal. 

Es ist sehr leicht einzusehen, daB die Norm eine Invariante der 
beiden Moduln &,%, also unabhingig von der speziellen Basis der «,, £; 
ist. Noch genauer gilt: Die Norm ist eine Invariante des Restklassen- 
moduls 8|Y; tsomorphe Restklassensysteme von '- Moduln haben dieselbe 
Norm. 

Beweis. Die Elementarteilertheorie lehrt, daB die Basen der «,, f, 
speziell so wahlbar sind, daB fiir i=—1,...,n wird «,—e,8, mit 
e,= 0(Te;,,). Diese e, aus I heiBen die Elementarteiler von 8 nach %. 
Es wird also die Norm gleich ihrem Produkt, N(®|%)—e,...¢,. Die 
Elementarteiler nun sind Invarianten der Restklassenmoduln: Isomorphe 
Restklassenmoduln (mit dem gleichen Multiplikatorenbereich) liefern die- 
selben Elementarteiler. Daraus aber folgt sofort die Behauptung. 

Ist A> BSC, sowie A,B, € von gleichem Rang, so ergibt sich 
nach den einfachsten Determinantensitzen sofort, daB N(€|%)=— N(C|B 
-N(8|U) wird. 


§ 2. 


Besondere Quotientenringe. Regulire Multiplikationsringe und ihre 
Erweiterungen. 


1. Besondere Quotientenringe*™). I. In einem nullteilerfreien 
Ring P mit Einheitselement und Giiltigkeit des Doppelkettensatzes mod. 
den vom Nullideal verschiedenen Idealen bezeichne g ein vom Null- und 
Einheitsideal verschiedenes Ideal. G sei das System der zu g teilerfremden 


Elemente aus P, sowie P’ — _ der nach G. § 1, 5 gebildete Quotientenring. 


In Erginzung der Ergebnisse des § 6 aus G@ lassen sich dann iiber die Ver- 
engungsideale in P sehr genaue Aussagen machen. Es gilt namlich 


18) Diese Art von Quotientenringen hat W. Krull nachdriicklicher in die Theurie 
der Zahl- und Funktionenkérper hineingezogen; vgl. dazu den Vortrag auf der 
Danziger Tagung, Jahresbericht der Deutschen Mathematikerv gung 34 (1926), 
S. 121 der schriigen Paginierung. Auch ihre in 3. gegebene Verwendung in der Theorie 
der Relativkérper ist dort gebracht, worauf mich E. Noether nachtriglich aufmerksam 
machte. — Wird g als Nullideal angenommen, so sind die Ergebnisse von 1. I. tri- 
vial, da dann G das System der Einheiten aus P, also P’=P wird, wie leicht zu 
sehen ist; ebenso selbstverstandlich werden die Ergebnisse von 1., wenn g = P gesetzt 
wird, da dann P’ den Quotientenkiérper Q(P) ergibt. 
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Satz 1. Die vom Nullideal (0) und Hinheitsideal P verschiedenen 
Verengungsideale in P sind alle und nur diejenigen Ideale, deren zuge- 
hérige Primideale in g aufgehen. 

Beweis. (0) und P sind offenbar Verengungsideale. — Nach Satz 2 
aus G. § 3 ist das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von Verengungs- 
idealen wieder ein solches; wegen der [dentitét von Vielfachen- und Pro- 
duktdarstellung bei einer Zerlegung in endlich viele paarweise teilerfremde 
Komponenten und Hilfssatz 1 aus G. § 8 ist jede gréBte primaire Kom- 
ponente eines Verengungsideals wieder Verengungsideal. Deshalb kann 
man sich beim Beweise auf Primirideale beschrianken. 

a) q besitze ein zu g gehdriges Primideal p. Sei gesetzt 7 = q P’ — P; 
dann ist q> 9. Wire q >, so ergibe sich die Existenz eines x =0(9), 


=:0(q). Dieses x hatte die Form n=l, wo q zu q und a zu @ ge- 
hért. Somit kimeax—=—g=0(q). a@ aber ist zu g, also auch zu jedem 
seiner Primideale, somit auch zu q teilerfremd, d. h. es wird gegen die 
Voraussetzung x = 0(q). 

b) Das vom Null- und Einheitsideal verschiedene Primdrideal q set 
zu g teilerfremd. Es enthalt dann wenigstens ein zu g teilerfremdes Ele- 
ment x +0. Somit liegt x-“ =e in qP’. Also wird gP’ =P’, qP’ —P 
=P’— P=P-+q, w.z.b.w. — Weiter besteht 


Satz2. Sind m und I einander entsprechende ausgezeichnete, vom 
Nullideal verschiedene Ideale aus P und P’, so wird P|m~P’|M. Ist 
M> ASP’ und dem Ideal A|M aus P’|M durch Isomorphie in P|m 
das Ideal a|m mit m>a =P zugeordnet, so entsprechen sich a und U 
als ausgezeichnete Ideale aus P und P’. 


Zum Beweise dient die Bemerkung: Jede Klasse aus P’| I kann 
durch ein Element aus P reprisentiert werden. — Sei namlich (g’) eine 


Klasse und o’ = = mit @ aus P und @ aus G; dann wird ao’ = 9, also 


(a)(o’)=(@). a@ ist zu g, nach Satz 1 wegen m+(0) also auch zu m 
teilerfremd; deshalb gibt es in P ein a’, so daB aa’=e(m), also 
aa’=e(M), d. h. (a)(a’)—(e) wird. Aus (a)(e’)=(oe) kommt dann 
(e’) =(e")(a)(a’) =(e@)(a’) =(ea’), w. z. b. w. — Hiernach ist P’| M 
<P|M, wegen P|M~<P’|M also P’|M—P|M. Aus P|M~P|m 
folgt damit der erste Teil der Behauptung. Dem Ideal &| I aus P’|M 
sei durch Isomorphie in P|m das Ideal a|m mit m= a > P zugeordnet, 
a’ = W&—P bezeichne das durch & in P erzeugte Verengungsideal. Nach 
Definition von a’ ist a’|M die Gesamtheit der durch Elemente aus P 
reprasentierbaren Klassen von &{| 2. Nach der obigen Bemerkung kommt 











Ordnungen in Zahl- und Funktionenkérpern. 535 


also A|M = a’|M und weiter A) M = a’|M~a’\a’—-M—a' lA—P—M 
=a’|m, womit wegen der Voraussetzung iiber a und der besonderen Be- 
schaffenheit des Isomorphismus auch der zweite Teil des Satzes bewiesen ist. 


II. War im besonderen P ein Multiplikationsring, so wird P’ Haupt- 
tdealring. 

Beweis. &% sei ein beliebiges Ideal in P’, a sein Verengungsideal 
in P. Nach N.§9,4 1aBt sich jedes Ideal a aus P in ein Hauptideal 
verwandeln durch Multiplikation mit einem Ideal c, das zu einem beliebig 
vorgegebenem 6 + (0) teilerfremd ist. Nimmt man speziell b = g, so hat 
man ac=@-P; daraus folgt durch Erweiterung wegen aP’ = % weiter 
W(cP’)=— oP’. cP’ aber wird nach dem Teil b) des Beweises zu Satz 1 
gleich P’; mithin kommt & = oP’, w. z. b. w. 

2. Regulare Multiplikationsringe und ihre Erweiterungen. Der 
nullteilerfreie Ring = sei eine endliche P-Ordnung und besitze ein in P ge- 
legenes Einheitselement. P sei Multiplikationsring. Dann wird das Ver- 
haltnis der Ideale in P und & geklart durch den ; 


Satz 3. Das System Gp aller Ideale aus P und das System der Er- 
wetterungsideale in = bilden zwei isomorphe, vollstdndige Idealkérper. 
Hierbet einander zugeordnete Ideale sind die nach der allgemeinen Zuord- 
nung (G. § 4,4) einander entsprechenden ausgezeichneten Ideale. 


Der Beweis benutzt einmal, daB in S mod. den vom Nullideal ver- 
schiedenen Idealen der Doppelkettensatz gilt, also sich jedes Ideal eindeutig 
als Produkt endlich vieler, paarweise teilerfremder, gréBter primarer Kom- 
ponenten darstellen 1a6t. Zum andern stiitzt er sich auf den folgenden, 
fiir endliche nullteilerfreie P-Ordnungen = geltenden 


Hilfssatz. Jedes Ideal in P ist Verengungsideal bez. >. 


Beweis. Das betreffende Ideal m in P darf als vom Nullideal ver- 
schieden vorausgesetzt werden. im = m2 — P ist das Verengungsideal der 
Klasse kim x, (G. § 4). Da (nach § 1) in P fiir die Ideale der Teiler- 
kettensatz gilt, besitzt m, also auch der P-Modul m2 = m > als Produkt 
der endlichen P-Moduln m und & eine endliche Basis. Aus m> im folgt 
fiir geeignetes ¢ die Beziehung m= imc. Dann kommt durch Erweite- 
rung m2=—m2—c(m +S). Damit aber sind die Voraussetzunge: des 
Hilfssatzes 2 aus § 1 erfiillt. Somit wird e=0(c), also cP und damit 
m == im; m ist Verengungsideal. 

Gp ist ein vollstandiger Idealkérper. Gy enthalt nach G. §3, Satz 1 und 
Satz 3 neben beliebig vielen Idealen deren gréBten gemeinsamen Teiler 
und neben zweien ihr Produkt; auBerdem herrscht Zuordnung der Ver- 
kniipfungsresultate einander entsprechender Ideale. 
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Es bleibt also die auf das kleinste gemeinschaftliche Vielfache und 
den Quotienten beziigliche Behauptung nachzuweisen. 

I. Kleinstes gemeinschaftliches Vielfaches. W,,..., M,,... 
seien Erweiterungsideale im Kérper aller Ideale aus =. Dann sind zwei 
Falle zu unterscheiden: 

a) Das kleinste gemeinschaftliche Vielfache M, — ... —M, —...=¥B 
ist das Nullideal. Dann ist 8 Element von Gy, und es besteht auch Zu- 
ordnung der Verkniipfungsresultate. 

b) M, —... —M, —...—B ist vom Nullideal verschieden. Setzt 
man dann %, = WM, —...— M,, so wird fiir jeden Index ¥ > &, erfiillt, 
also des Vielfachenkettensatzes in = halber von einem gewissen 4 ab 
B= B, = Bi41=—..., somit 8=—M, —...—M,. Demnach bleibt die 
Richtigkeit der Behauptung fiir endlich viele, d.h. fiir zwei Erweiterungs- 
ideale M,, M, nachzuweisen. Da man beide Ideale als Produkt endlich 
vieler, paarweise teilerfremder Komponenten © darstellen kann, deren 
jede Erweiterungsideal eines Primarideals q == p¢ aus P ist, und das kleinste 
gemeinschaftliche Vielfache zweier zueinander teilerfremder Ideale gleich 
ihrem Produkt wird, so geniigt es, I, und Mt, als Erweiterungsideale 
zweier zum gleichen Primideal p gehérigen Primarideale q, = p*, q, = p™ 
anzunehmen. Ist nun etwa o,>0,, so wird m,>m,, also M, > M,; 
somit gehért Mi, —M, — M, wz Gr. 

II. Quotient. Wieder kann man sich der eben angefiihrten Zer- 
legung der Ideale St halber und wegen der Giiltigkeit der Formel 
(0, —...— 0,):B =(0,:B) —... — (0,:B) auf Quotienten A: B be- 
schrinken, bei denen &{ Erweiterungsideal eines Primarideals aus P ist 
iiberdies kann noch wegen U:€ = W:(M-+ C) das Ideal B als Teiler von 
W@ angenommen werden. Wird § mit dem Nullideal (0) oder Einheits- 
ideal S identisch, so ist die Behauptung klar. Im andern Fall bestimmen 
YW und % in P beide zum gleichen Primideal p + P gehérige Primirideale a,b 
mit a>b6. Ist a=cb, so wird A= CB, wenn C€ das zu c gehérige 
Erweiterungsideal ist. Somit kommt € > W%: B= und deshalb BO=BC. 
Bezeichnet $ das zu p gehdrige Erweiterungsideal, G das System der zu 
 teilerfremden Elemente aus 2, of das der zu p teilerfremden aus P, 
so wird der Quotientenring P’ = — P  Unterring von 3’==. In P’ wird 
b Hauptideal, 6P’=—£P’; also kommt auch in  ” die Beziehung 
$s’ =~’. Somit hat man 

B(D2") =(B 2") (OX 2") = (BO) >’ = (BC) J’ =... = 8(C 3’). 
Da >” nullteilerfrei und 6 + 0 ist, folgt daraus O 5’ = € S’. Nus sind 
aber nach 1., Satz 1 die Ideale O und € aus S beide Verengungsideale 
bez. =’; somit wird schlieBlich O = C, w. z. b. w. 


re 
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Durch diesen Satz sind die Betrachtungen eingeordnet, die in der 
Theorie der algebraischen Zahlen unter dem Titel ,,Jdeale in verschiedenen 
Kérpern“ bekannt sind®). Es handelt sich hierbei um die Beziehungen 
zwischen den Idealen der Hauptordnungen ©, , ©, zweier endlicher alge- 
braischer Zahlkérper &,, %,, von denen &, eine Erweiterung von &, ist. 
Zugleich aber sind sie auf beliebige endliche S,-Ordnungen T, aus &, 
ausgedehnt. 


3. Quotientenringe in der Theorie der Relativkérper. In der 
Theorie der Zahl- und Funktionenkérper gibt es haufig Aussagen, die sich 
wesentlich auf die Hauptidealeigenschaft des Ringes der ganzen rationalen 
Zahlen oder des Polynombereichs einer Veranderlichen stiitzen. Um ihnen 
auch bei Zugrundelegung eines Multiplikationsringes, d. h. in der Theorie 
der Relativkérper, Giiltigkeit zw verschaffen, ist es am einfachsten, von 
den jeweiligen Bereichen zu gewissen Quotientenringen iiberzugehen. Da- 
bei benétigt man die folgenden Entwicklungen. 

R sei ein nullteilerfreier Multiplikationsring, f = Q(R) sein Quo- 
tientenkérper, 2 eine endliche Erweiterung 1. Art von &, & eine endliche 
R-Ordnung aus LY. m bezeichne ein beliebiges Ideal aus R, M—mT 
sein Erweiterungsideal in T. Dann besteht der 


Satz 4. Bezeichnet m(M) das System der zu m(M) teilerfremden 
Elemente aus Ri(Z), so ist der Quotientenring ZT’ = = ein endlicher 


M 
Modul bez. des Hauptidealringes 9’ = *. 


Beweis. Der Satz ist offenbar richtig, wenn m das Null- oder Ein- 
heitsideal aus Rt ist, da dann m(M) das System der Einheiten bzw. das 
System aller Elemente aus R(T) und somit R’=—R (IT’'=—T) baw. 
R’ = K (X’ = Q(T)) wird. Sei also im folgenden m vom Null- und Ein- 
heitsideal verschieden. 

TE’ —,...,F;, seien die zu T’ konjugierten Ordnungen in den n 
bez. & konjugierten Kérpern 2 = 2,,..., 2, von 2, G der aus Z,,..., L, 
gebildete Galoissche Kérper. Stellt man ein Element 1’ aus &’ durch die 
in N. § 8 definierten Elemente &, aus 2 mit Koeffizienten aus & dar, 
v=kb+...+6h, é,, so schlieBt man wie dort, daB diese k; dem Durch- 

s 
schnitt |®, =| angehéren; dabei bezeichnet G* den Ring aller R-ganzen 
Elemente aus & und M* das System der zu It* — mG* teilerfremden 
Elemente aus S*. Um den Beweis des Satzes zu vollenden, ist noch 
* 

[®, 4 = §’ zu zeigen; dann schlieBt man weiter nach dem Modulsatz 
aus N. § 2. 

Mathematische Annalen. 97. 35 
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Nun ist sicher #’ < [eS]. Um [2.5] € ft’ zu beweisen, macht 
man vorerst folgende 

Bemerkung. Ein Element & aus & la8t sich so als Quotient b=? 
zweier Elemente r,, r, aus Rt darstellen, daB nicht gleichzeitig beide Haupt. 
ideale Rr,, Rr, durch ein zu m gehdriges Primideal p teilbar sind. 

Beweis. Nach der Theorie der gebrochenen Ideale (N.§ 9,5) exi- 
stiert fiir den R-Modul Rk eine Darstellung Rk=—a:b als Quotient 
zweier Ideale a,b aus R mit a-+-b-=-R. Verwandelt man nach N. § 9, 4 
das Ideal 6 durch Multiplikation mit einem zu m+ (0) teilerfremden 
Hauptideal ¢ in ein Hauptideal Sir,, so hat man eine Darstellung 
Rk—=—a:b—ac:bc=—ac:Rr,. Demnach wird kr, =r, Element aus R, 
also k=“!, und diese Darstellung ist die gewiinschte. 


* 
Sei nun o* ein Element aus if, =I Dann bestehen Darstellungen 


gM iia c== mit o, « aus S*, M*, r, a aus R; dabei darf angenommen 


werden, daB die Hauptideale ir und Ra nicht beide zugleich durch ein 
zu m gehdériges Primideal teilbar sind. Ware nun a nicht teilerfremd su 
m, so ware a, also auch ry durch das Erweiterungsideal $* — yp S* eines 
zu m gehdrigen Primideals p teilbar. Wegen M*>* ist w m P* 
teilerfremd, also r= 0(9*). p aber ist nach dem Hilfssatz aus 2. Ver- 
engungsideal, somit wird r= 0 (* —R=—p), gegen die Voraussetzung. 


Also ist |, | <F' und damit der Satz bewiesen. 


§ 3. 
Der Grad eines Ideals"). 


1. Definition und Eigenschaften des zu einem Ideal ge- 
hérigen Gradmoduls. = sei eine endliche nullteilerfreie T-Ordnung mit 
einem in T gelegenen Einheitselement. In T, also auch 2, gelte mod. der. 
vom Nullideal verschiedenen Idealen der Doppelkettensatz. In = bezeichne 
M—O,...0, die Darstellung eines vom Null- und Einheitsideal ver- 
schiedenen Ideals 9% durch gréBte primaire Komponenten; 0,,..., 0, seien 
die Exponenten der zugehérigen Primideale §,, ..., $,. 

Der zu I gehérige Gradmodul M bez. T wird folgendermaBen ge- 
bildet : 

Es bezeichne N‘" den Restklassenring von T nach dem System 
xn” —NR—~T=(P, —...—P,)—T aller in T gelegenen Réprisentanten 








%) Dieser Paragraph ist bei der Korrektur neu gefaBt, weil sich in der urspriing- 
lichen Darstellung ein Versehen befand, auf das mich B. L. v. d. Waerden hinwies. 
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von Nullteilerklassen des Restklassenringes >| I. Setzt man allgemein 
Q)* = Op: Pi | Qe: BE" (k= 1, ..., 8; 7=1, -.., O)™), 80 ist jedes Qi” 
ein N‘")-Modul, wenn die Verkniipfungen durch Vermittlung der in = 
bestehenden definiert werden. Unter dem zu 9 bez. T gehérigen Grad- 
modul M versteht man dann die als N‘"’-Modul aufgefaBte rein formal 
gebildete direkte Summe M= Qj’) +...4 Q0)4...4-.Q1°+...4Q%. 
Wie iiblich wird dabei Addition und Subtraktion zweier Elemente aus M 
sowie die Multiplikation eines Elementes aus N‘"’ und eines aus M durch 
Zusammensetzen der an den einzelnen Elementkomponenten entsprechend 
ausgeiibten Operationen definiert. 


Man sieht ohne weiteres, da8 ringisomorphen Restklassen- und 
Multiplikatorenringen modulisomorphe Gradmoduln entsprechen, wenn nur 
die Bedingung erfiillt ist, daB die Produkte aus einander zugeordneten 
Elementen entsprechender Q}*’- Komponenten bzw. des Multiplikatoren- 
ringes wieder einander zugeordnet sind. 

Wegen der Endlichkeitsannahme iiber 2 ist der Gradmodul M ein 
endlicher N‘"- Modul. Es geniigt dazu der Nachweis, daG (fiir k = 1,..., 8) 


QQ? —giPi.. ee ein endlicher N'"’-Modul wird. Zu dem Zweck 
macht man zunichst die 


Bemerkung. Das Verengungsideal m =I —T eines vom Nullideal 
verschiedenen Ideals It aus = ist vom Nullideal verschieden. 


Beweis. WM und S sind bez. des Quotientenkérpers &* = Q(T) von 
T von gleichem Rang. Bedeutet u,,..., 4, ein groBtes bez. &* linear 
irreduzibles System aus Yt, so besteht deshalb fiir das Einheitselement e von = 


eine Beziehung e = ( *) My +... + (¢ ) #,, mit Koeffizienten a,, b; aus T. 
Jeder Nenner ,, ade auch ihr Produkt b=b,...6, ist vom Nullelement 


verschieden, und man hat b = be = b(t bie + FH) = 0(M); somit 
ist m+(0), w.z. b. w. 


Bezeichnet ferner K, den Restklassenkérper von 2 nach dem zu ©, 
gehérigen Primideal §8,, so gilt der 


Hilfssatz. Ist in = das Primdrideal 0, von der Lange 1, so ist 
der zugehérige Gradmodul Q") = Qi +...4Q%)’ als K,- Modul vom 
Range scat 


Beweis. Da K, als Kérper nullteilerfreier Hauptidealring ist, kann 
man nach §1, 4 von einem Rang reden, falls nur jedes Q;” endlicher 
K,- Modul wird. Bezeichnet 0, : $’~* = qo, q,,-- -, 42 = 2, : $B} eine von 
Ds: 9i7* nach , : 4 laufende Kompositionsreihe von Idealen, so wird 
der Satz bewiesen sein, falls gezeigt wird, daB jedes Q‘ ein endlicher 

35* 
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K,-Modul vom Range 2 ist; denn der Rang von Q™ setzt sich additiv 
aus den Rangzahlen der Q” zusammen, und 4“ ist die Summe der Einzel- 
langen 4. 

Bezeichnet nun q,,...,g, ein System von Elementen aus = mit 
q; = 9(q;), =0 (q;_,) (€=1,...,4), so sind die 4 Moduln K, (q,) zy- 
klische Moduln. 

Sie sind zyklisch direkt unzerlegbar. Da namlich jedes vom Null- 
element (0) verschiedene Element aus K, (g;) Basiselement dieses Moduls 
wird, wiirde sich aus K,(q¢,) = K,(2,)-+...+K,(,) gegen die Voraus- 
setzung ergeben, daB jeder Summand mit K,(q;) identisch wiirde. 


Die Summe S = K,(q,) + --- + K,(q,) tat eine direkte bez. des Null- 
moduls. Dazu beweist man die eindeutige Darstellung des Nullelements. 


Sei nimlich (0) = {k,}(q,) +... +{k,}(9,) =(Aiq)+--- +( oe 


dann folgt aus (k,g,) = —(k,9,) —---— (k,_,9_,), daB kg, =0(q,_,) 
Somit wird k, = 0($,), also {k,} = - {0}, weil sonst g, = 0 (q,_,) ) wiirde. 
Durch Fortsetzung des Verfahrens kommt man zu {k,} = ... = {k,} = {0}. 


Wendet man die Folgerung des Satzes 3 aus § 1, 2 auf die vor- 
liegende Kompositionsreihe an, so ergibt sich der Modulisomorphismus 
q;|9;-, ™ K,(q,), (¢=1,..., 4); jedes Element aus q; ist nach q;_, einem 
Element k,g; kongruent, wo k; Reprisentant einer Klasse von > |B, ist. 


Daraus aber ergibt sich sofort, daB S = Q}” wird. Sei namlich (g) eine 
sy lim aus Q”. Sei o=k, 9, (9,_,), O—%, 9, = G1 (Gye) 


—k,q,— + — ey dy = 4, (40)- Dann wird in Qi” erfillt (o )=(k,9,) +-- 
“+ (yg) = (hb 4,) +... + {k,}(q,), also Q -< 8, und wegen <Q!" 
kommt schlieBlich S = Q; i w. z. b. w. 

Setzt man nun ¥, —...— $, =, so ist wegen > N= WN 


= K,1+...1K, und K,Q™=(0) (i+ &) der Modul Q® auch ein end- 
licher N-Modul und hat als solcher denselben Rang wie als K,-Modul 
(vgl.**)). NW aber ist ein endlicher N-Modul. Da namlich M + (0) ist, 
gilt gleiches von J und somit zufolge der Bemerkung auch von Jt; = R — T. 
Deshalb wird N = T | Ry direkte Summe (bez. des Nullideals) von endlich 
vielen Kérpern, also nullteilerfreien Hauptidealringen NW” — K{" i-... i K2”. 
Ist etwa K‘’ die dem Restklassenkérper T|%,—T(i—1,...,8) iso- 
morphe Keapenmte, so wird wage der Endlichkeitevorsnessteung iiber = 
der Modul K;, ein endlicher K"-Modul und wegen K‘” K; = (0) (» + 2) 
auch ein endlich: N Modul. Dasselbe gilt fiir N und schlieBlich wegen 
des Hilfssatzes auch fir Q” (k—1,...,8). Damit ist dann auch die 
Endlichkeit des N-Moduls M, d.h. des Gradmoduls von 9 bez. T, be- 














Ordnungen in Zahi- und Funktionenkérpern. 541 


2. Definition und Eigenschaften des Grades eines Ideals. 


Definition. Als den Grad des vom Null- und Hinheitsideal ver- 
schiedenen Ideals M aus X bez. T bezeichnet man den Rang des zu M ge- 
hérigen Gradmoduls M bez. des Multiplikatorenringes N™; dem Einheits- 
ideal wird der Grad Null zugeschrieben. 


Infolge FuBnote *”) kann man vom Rang des Gradmoduls sprechen, 
da N direkte Summe endlich vieler Kérper wird. 


Uber den Grad bestehen die folgenden Tatsachen**). 


Satz 1. Der Grad eines vom Nullideal verschiedenen Ideals M aus 
= bez. T ist gleich der Summe der Gradzahlen seiner gréBten primdren 
Komponenten. 

Beweis. Der Rang des zu % gehérigen N“-Moduls M wird § gee 
der Summe der Rangzahlen der N-Moduln QY = Q/” + ...4.Q” 

NW = KM 4...4 Ky" die Darstellung von N als direkte Senme a 
lich vieler ile We KS? und ist etwa K<” die dem Restklassenkérper 

T/$, — T (& =1,..., 8) isomorphe Kempentate, wo §, das zur Primar- 
komponente ©, von nM gehérige Primideal ist, so besitzt Q“ bez. K.” 
xe KS” .Q™ = (0) (» + 4) denselben Rang wie in bezug auf N’. Der 

-Modul o” aber ist der zu ©, bez. T gehérige Gradmodul, und da- 
sait ist die Behauptung bewiesen. 

Satz 2. Der Grad eines vom Nullideal verschiedenen Primdrideals D. 
in = bez. T ist gleich demProdukit aus der Lange i von 0 und dem Grad 
des zugehérigen Primideals ¥ bez. T. 

Beweis. Bezeichnet $, das zu % gehérige Verengungsideal in T, und 
setzt man K = T|®,, so gestattet, wenn » den Grad von $ bez. T an- 
gibt, der Septnaneieper =|$=—K als der zu % gehérige Gradmodul 
eine Darstellung K = K"(x,)i...4.K(a,) durch zyklische, zyklisch 
direkt unzerlegbare K"-Moduln K(x ;). Nach dem Hilfssatz hat man fiir 
den zu © gehérigen Gradmodul Q eine Darstellung Q = K(q,)+...+K(q,). 
Wie beim Beweise dieses Satzes schlieBt man, daB die A-» zyklischen 
K-Moduln K (q,x;) zyklisch direkt unzerlegbar sind. Ihre Summe wird 
Q. Sie ist direkt bez. des Nullmoduls; denn aus 0 = Pt {k, ;}(9;2;) folgt 


zuniachst 0 = 2 {k, ;}(2,;) und daraus, da8 alle Elemente {k, ;} verschwin- 
den. Damit ist der Satz bewiesen. 


2) In den Beweisen wird IM stets sls vom Einheitsideal verschieden voraus- 
gesetzt, da fiir dieses alle Behauptungen sofort einleuchten. 
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§ 4. 
Die Norm eines Ideals. 


1. Normen beziiglich eines Hauptidealringes. Wie in § 3, 3 sei 
= eine endliche nullteilerfreie P-Ordnung; P sei Hauptidealring. Ist dann 
der P-Modul = vom Rang n, so besitzt, wie leicht zu sehen, jedes vom 
Nullideal verschiedene Ideal aus = als P-Modul denselben Rang. Erinnert 
man sich an die Entwicklungen aus § 1, 4b), so kommt man zu 

Definition 1. Die Norm N(Y) eines vom Nullideal verschiedenen 
Ideals U aus = bez. P ist definiert als N(S|U); die Norm des Null- 
ideals aus = als das Nullideal in P. 


Es besteht der 


Satz 1. Die Norm eines Ideals ist gleich dem Produkt der Normen 
seiner gréBlen primaren Komponenten. 

Beweis. Sei die Darstellung von M gegeben durch A= O, ...0, 
=, —...—0,. Dann wird N(M) = N(2|M) = N(2|0,)- N(O,|O, O,)-... 
-N(O, ...O,_,|M). Nach dem II. Iscmorphiesatz wird O,...O,_,|0,... 
5,_,H,~2/0,, also nach § 9, 4b) weiter N(O,...0,_,|0, ...O,_, O) 
= N(2|D,) = N(O,), womit die Behauptung bewiesen ist. 

Ferner hat man 


Satz 2. Ist 0 Primdrideal der Lange 4 mit $ als zugehdrigem 
Primideal, so wird N(2.) =(N())*. *) 

Beweis. Ist 2) = 2), 0,,..., 2,— = eine Kompositionsreihe von £, 
so ist nach der Folgerung des Satzes 3 aus § 1,2 das Restklassensystem 
,|0,_, modulisomorph dem Restklassenkérper 2|‘$. Daraus folgt die 
Behauptung unter Anwendung derselben SchluBweise wie beim Beweise 
des vorhergehenden Satzes. 


Der Zusammenhang zwischen Norm und Grad eines Ideals wird ge- 
liefert durch den 


Satz 3. Der Grad eines vom Nullideal verschiedenen Ideals U in 
= bez. P ist gleich der Anzahl der miteinander identischen oder von- 
einander verschiedenen, vom Einheitsideal P verschiedenen Primidealfaktoren, 
in die N(U) in P zerfallt. 

Unter Beriicksichtigung der fiir Grad und Norm geltenden Gesetze 
reicht es hin, zu zeigen, daB die Norm eines Primideals % aus = gleich 





%) In einem Ring mit Einheitselement werde unter %° bei beliebigem Ideal % 
stets das Einheitsideal verstanden. 
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wird einer Primidealpotenz p? in P, wo yw den Grad von % bez. P be- 
zeichnet. Das aber geschieht so **): 

= und § sind endliche P-Moduln. Bezeichnen nun ¢,,...,¢, die 
deshalb existierenden Elementarteiler von = nach $ mit e;=0(Pe,,,) 


(¢=1,...,m—1), so hat man nach der Theorie der Elementarteiler die 
Darstellungen T=Pé,4...1Pé, 
und P= Peg, 4...4Peeg 4+ P-.4,4+---+P-é,, 


und es wird noch das Hauptideal Pe, gleich dem zu % gehérigen Ver- 
engungsideal in P, also gleich einem Primideal p. Aus den Teilbarkeits- 
relationen folgt Pe, =...— Pe,=p, und daraus wegen N($)= Pe, ...e, 
die Beziehung N(%)= pe mit on. o aber ist der Grad von § bez. P. 
Bedeutet nimlich & den Restklassenkérper P|p, so wird 2|$ der zu ¥ 
gehérige Gradmodul und =| = (2) = K(é,)+...4+R(¢,). Die Summe 
ist wirklich direkt; denn aus (0)={k,}(é,)+...+ {k,}(€,) folgt 
k,é,+...+k,&=0($), also wegen der Darstellung von § weiter 
k; = 0(p) (¢=1,...,@) und damit schlieBlich {k,} = ... = {k,} = {0}, 
w. z. b. w. 

2. Normen beziiglich eines Multiplikationsringes. Die Ent- 
wicklungen in 1. erlauben unter gewissen weiteren Einschrankungen eine 
Theorie der Normen in bezug auf Multiplikationsringe aufzustellen, die 
mit der soeben gegebenen vdllig parallel lauft. Dazu sei P ein nullteiler- 
freier Multiplikationsring, & —Q(P) sein Quotientenkérper, 2 endliche 
Erweiterung erster Art von &, = eine endliche P-Ordaung aus 2. 

RM bezeichne ein vom Nullideal verschiedenes Ideal aus >, m sein 
Verengungsideal in P, M das System der zu Yt = m— teilerfremden Ele- 
mente aus >, m das der zum Ideal m teilerfremden aus P. Der Quotienten- 


ring =" = rs ist nach § 2, Satz 4 endliche Ordnung bez. des Hauptideal- 
ringes P’ — be 


= R’— NZ’ sei das Eweiterungsideal von NM bez. 2, 
N’(%’) die Norm von 9%’ bez. P’, die stets existiert, da nach § 2, Satz 4 
der Ring >’ endliche P’-Ordnung ist. 

Definition 2. Die Norm des vom Nullideal verschiedenen Ideals 
bez. P ist definiert als das durch N’(%’) in P erzeugte Verengungsideal, 
N(N) = N’(N’) — P; die’Norm des Nullideals aus > ist das Nullideal 
in P. 

Man iiberzeugt sich zunichst, daB diese Definition mit der in 1. ge- 
gebenen iibereinstimmt, falls P speziell Hauptidealring ist. Fiir den Fall 


%%) Diese SchluBweise verdanke ich einer E. Noetherschen Vorlesung im 
Sommer 1925. 
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des Nullideals ist das klar, fiir die andern Ideale hilft folgende, auch 
weiterhin benutzte 


Bemerkung. 8 sei ein nullteilerfreier Hauptidealring mit dem Quo- 
tientenkérper # = Q(R), Z eine endliche Erweiterung 1. Art von &, 
S eine endliche R-Ordnung aus %. h bedeute ein beliebiges Ideal aus f, 
© sein Erweiterungsideal in ©, H(h) das System der zu §(h) teiler- 


fremden Elemente aus G(R); S’ = ¥ und ft’ = . seien die entsprechen- 


den Quotientenringe. 

Sind dann I und Wi’ einander entsprechende auagezeichnete Ideale 
aus © und GS’, und wird die Norm beidemal im alten Sinn (nach 1.) ge- 
nommen, so ist die Norm von IN bez. R gleich dem aus der Norm von 
M’ bez. R’ in R erzeugten Verengungsideal. 


Beweis. 6 darf als vom Null- und Einheitsidea! verschieden ange- 
nommen werden, da sonst wegen © = GS’, R=R baw. L= CS’, K——M’ 
die Behauptung trivial ist; ebenso kann man bei § +(0) das Ideal 2 
und damit nach der Bemerkung aus § 3, 3 auch m= I — RK als vom 
Nullideal verschieden annehmen, da fiir Jt = (0) die Bemerkung stimmt. 


Zunichst sieht man, da8 sich auch die beiden Verengungsideale 
m=MN—R und m’ = M’ — R’ als ausgezeichnete Ideale aus R und R’ 
einander entsprechen. Nach der Theorie der Quotientenringe (G. § 6) 
geniigt dazu der Nachweis, daB m=m’-—-S wird. Es ist aber 
m= M— R= M — (R' — KR) = (M’ — S) — (RM’ — RK) =—(M' — KR’) —R 
=m’ — RR, w. z. b. w. 

Die Norm von 9’ bez. §’ ist das Produkt der Elementarteiler 
von ©’ nach M’, die von M bez. MR das Produkt derjenigen von © 
nach 9%. Nach Satz 2 aus § 2 wird S’|M’~S|M und RK’ | m’~R| m; 
also sind die in R|m gelegenen Restklassenideale der Elementarteiler von 
S nach I den in R’|m’ gelegenen Restklassenidealen der Elementar- 
teiler von SG’ nach IM’ durch die Isomorphie R|m—~ RK’ | m’ zugeordnet. 
Nach der Theorie der Elementarteiler ist m(m’) der héchste der Elemen- 
tarteiler von ©(G’) nach IN(M’), alle andern sind Teiler von m(m’). 
Deshalb ergibt sich nach dem zweiten Teil des Satzes 2 aus § 2: die Ele- 
mentarteiler von © nach WM sind die Verengungsideale bez. R der ent- 
sprechenden von G’ nach 9’. Somit wird nach der Theorie der Quo- 
tientenringe auch N(M) als ihr Produkt Verengungsideal des Produktes 
der entsprechenden, d.h. von N’ (IM), w. z. b. w. 

Um nun die Aquivalenz beider Normdefinitionen bei solchen Idealen 
einzusehen, die vom Nullideal verschieden sind, hat man nur R =P, 
S=Z und h= m= M—P wz setzen. 











Ordnungen in Zahl- und Funktionenkérpern. 545 


Die Sdtze 1, 2 und 3 gelten unverdndert auch, wenn P Multiplika- 
tionsring ist. Bei den Beweisen diirfen die betrachteten Ideale als vom 
Null- und Einheitsideal verschieden vorausgesetzt werden. 

Beweis von Satz 1. Sei in 2 die Darstellung des Ideals  gegeben 
durch R= O,... O,. m= RN — P sei das Verengungsideal von N bez. P; 
2’ = Z und P’ =f die wie in Satz 4 aus § 2 gebildeten Quotienten- 
ringe. Bedeutet q; das durch ©; in P erzeugte Verengungsideal, so ist 
jedes zu m (Mt =m) teilerfremde Element aus P( 2) auch teilerfremd 
zu q,;(q,;2); also umfaBt jeder der entsprechend gebildeten Quotientenringe 


Pe bzw. 4-5 den Ring P’ bzw. 5’(i=1,...,8). Fiir jeden In- 


dex i sind 0,5" und 0,2, einander entsprechende ausgezeichnete Ideale 
aus >” und J,, weil beide durch Verengung nach S dort ©, ergeben. 
Somit wird die Norm von £,2”" bez. P’ gleich dem aus der Norm von 
0,2, bez. P, in P’ erzeugten Verengungsideal, also die Norm von ©, 
bez. P gleich dem aus der Norm von ©; >" bez. P’ in P erzeugten Ver- 
engungsideal. Man hat nun in >” die Beziehungen (%2”)= (0, 2”)... (0,2”), 
somit nach Satz 1 aus 1. fiir die Normen beziiglich P’ weiter N’ (RN >’) 
= N’(, 5")... N’(Q2,2"), also nach der Theorie der Quotientenringe auch 


N(R) = N’ (RZ) — P= (N’ (OD, 3”) — P)... (N’(O, 5”) — P) 
= N(Q,)... ¥(2,), 
w. z. b. w. — Noch einfacher gestalten sich die iibrigen Beweise. 
Beweis von Satz 2. © sei ein Primiarideal der Lange 4 und mit $ 
als zugehdrigem Primideal, m— © —P sein Verengungsideal in P, P’ =~ 
und 5” = a die nach Satz 4 aus § 2 gebildeten Quotientenringe. In >’ 


wird nach Satz 2 aus 1. die bez. P’ genommene Norm N’ (0.5") = N’(P>")’, 
wo i’ die Lange von OS” in 5” angibt. Wegen 3’|O3’~ S/H ist 
i’ =4; ferner schlieBt man wie beim Beweise des vorigen Satzes, dab 
N’($z") — P= N($) wird. Also hat man wie vorhin 


N(Q) = N’(Q.5") — P =(N’ (BS) — P)* = N(B)’, w.z. b. w. 


Beweis von Satz 3. Unter Beriicksichtigung der Giiltigkeit der 
Satze 1 und 2 reicht es wieder hin, zu zeigen, daB die Norm eines Prim- 
ideals $ bez. P gleich wird einer Primidealpotenz p¢, wo o den Grad von 


®B bez. P angibt. Sei nun m =f — P, wihrend P’ = und 3’ = = die nach 


Satz 4 aus § 2 gebildeten Quotientenringe bezeichnen. Nach Satz 3 aus 1. 
wird die bez. P’ genommene Norm N’($2")=p’*, wo p’ = BS’ — P’ 
Primideal in P’ ist und 9’ den Grad. von $2’ bez. P’ bedeutet. p be- 
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deute das durch p’ in P erzeugte Verengungsideal; es wird dann p 
auch das durch $§ aus = erzeugte Verengungsideal; denn man hat 
$—P=(Ps’—F)— P=(PSX’— P’)—P=p’—P. Wegen P|p~P’ |p’ 
und J P2 >’! P>” ist der Grad 9 von ¥ bez. P als eine allein durch 
P!p und Z| bestimmte Zahl gleich dem Grad 9’ von $2" bez. P’. 
Demnach kommt N($)=- N’(B>’) —P =(p’ — P)* = p®, w. z. b. w. 

Ist in 1. oder 2. 2 Multiplikationsring, so beweist man mittels der 
Satze 1 und 2 sowie der eindeutigen Darstellbarkeit jedes Ideals MM 
aus = als Produkt von Primidealpotenzen die Giiltigkeit der Formel 
N(UAB) = N(A) N(B) fiir beliebige Ideale A,B aus >. Hingegen ist in 
jedem P umfassenden echten Unterring T von = mit dem Quotienten- 
kérper Q(T) = Q(=) die eben erwahnte Beziehung wenigstens einmal nicht 
erfiillt. Nach N.§ 9,8 namlich gibt es in solchen T wenigstens ein Prim- 
ideal § derart, daB $8° reduzibel, d.h. kleinstes gemeinschaftliches Viel- 
faches 3° = €, — ©, von zwei echten Teilern ©, , ©, wird (vgl. hier § 6, 1). 
Jede dieser Komponenten ist echtes Vielfaches von %, also besitzt $8* eine 
Lange 4>3. Nach den Normgesetzen wird dann 


N(B*) = (N(P))* > (N(P))’ > (N(P))? = N(P)-N(P). 


3. Fiir die Ideale der Hauptordnung eines endlichen algebraischen 
Zahlkérpers ist von Hilbert**) noch eine andere Definition der Norm ge- 
geben worden. Ihre Aquivalenz mit der in 2. aufgestellten allgemeineren 
soll im folgenden gezeigt werden. 

P, &, 2 mégen dieselbe Bedeutung wie in 2. haben; = sei eine end- 
liche P-Ordnung aus 2, die in ihrem Quotientenkérper Q(2), der ohne 
Beschrinkung der Allgemeinheit als mit 2 identisch angenommen werden 
darf, algebraisch ganz abges.alossen sei. Dann ist > Multiplikationsring™). 
2Q=,,...,2, bedeuten die n bez. & konjugierten Kérper, @ der aus 
ihnen gebildete Galoissche Kérper, 2 = ,,..., 2, die n untereinander 
konjugierten Hauptordnungen aus £ = &%,,...,%,, G die Hauptordnung 
aus G. W;(«,) bezeichne stets ein Ideal (Element) aus 2;, W;(a,) das 
hierzu konjugierte in =;. Dann hat man folgende, der Hilbertschen ent- 
sprechende 

Definition 3. Die Norm n(W) des Ideals & aus = bez. P ist 
definiert als das durch (W,S)...(U%,S) in P erzeugte Verengungsideal. 


Das Verhiltnis der beiden Normbegrifie N(Y) und n(%) findet seine 
Klarung in dem 


*) Siehe Hilbert, Zahlbericht, § 14. 
) Vgl. hier § 1, 3. 
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Satz 4. Die Norm N(U) und die Norm n(U) sind identisch. Das 
Erweiterungsideal N(U)S = n(X)S wird das Produkt (U,S)...(A,S) 
der zueinander konjugierten Ideale U,S,...,U,S. 

Beweis. Offenbar darf &—%, als vom Null- und Einheitsideal 
verschieden vorausgesetzt werden. m sei das durch & in P erzeugte Ver- 
engungsideal, 7 =m 7 und I = Bye die zugehérigen Erweiterungsideale 


von m; P’=—, S'=7, 6’ -s die nach § 2, Satz 4 gebildeten Quo- 
dese: 

Durch Multiplikation mit einem zu Mt; +(0) teilerfremden Ideal C, 
aus 2, werde Y; in ein Hauptideal a, >,—U;,C,; verwandelt. Dann folgt 
aus a, 2/ = U,5/ weiter «,S' = 1,6’, weil wegen M,S = mS offenbar F/ 
in S’ enthalten ist (i—=1,...,). Wird «,—« gesetzt, so kommt dem- 
nach (W,6’)...(U,S’) = (a,6’) ... (aS) = (a, ... «,)S’ = n(a)-6’, 
wo wie iiblich n(a)=«a,...a, gesetzt ist; n(a«) ist Element von P. 

Fir =’= 5,’ wird ferner die bez. P’ genommene Norm N’ (a >’) 
des Hauptideals « 5’ gleich dem Hauptideal n(«)-P’. Um das einzusehen, 


(i) (n) 


sei o;",..., 0," eine bez. P’ linear unabhingige Modulbasis von 2/. Dann 
wird mit Koeffisionten oy aus P’ erfiillt 
a; 0,” = Cy of +.. + Con of” ? 
wo ¢ und » unabhangig voneinander alle Werte 1,..., durchlaufen. 
Also wird nach einfachen Determinantensatzen 
| ig05” | = m(oe)-| 05” | = | e¢5|-| 05” |. 
Wegen der linearen Unabhingigkeit der o{” bez. P’ wird |o;”|+0 und 
somit |¢,;|—=m(«), also |c,;|-P’= N’(ad’) = n(a)-P’, w. z. b. w. 
Demnach kommt nun 
N(U)-S’ = N(U)-P’-S’ = N’(UAD"’)-S’ = N’ (az’)-S’ 
= n(a)-P’-S’ = n(a)-6’ = (4, S’)...(4, 6’). 

Der Satz wird ganz bewiesen sein, wenn gezeigt werden kann, da das 
durch N(U)-S’ in © erzeugte Verengungsideal N(W)-S’ — S = N(A)-S 
ist. Dann namlich hat man 

N(U)-S = N(U)-6’ —S = (4, 6’)... (4S) —S 
= (A,S’— S)...(4,S’ -S) = (4, S)... (4S), 
und da nach § 2,2 N(%) Verengungsideal bez. © ist, hat man damit 
auch den ersten Teil des Satzes. 


Um aber N(U)S’— G=N(UA)S einzusehen, bedenke man, dab 
N’(U’) das aus dem Produkt der Elementarteiler von >’ nach a>’ 
abgeleitete Hauptideal ist und daB das aus jedem einzelnen Elementen- 
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teiler abgeleitete Hauptideal ein Idealteiler des héchsten m’ = YS’ — P’ 
unter ihnen wird; somit bildet N(Y%) wegen m = m’ — P ein Produkt von 
Idealen, die saimtlich Teiler von m sind. Deshalb kann in N(Y) kein 
zu m teilerfremdes, vom Einheitsideal P verschiedenes Primideal, also auch 
in N(Y)S kein zu M teilerfremdes, von G verschiedenes Primideal auf- 
gehen. Denn wenn N(Y)S> und M<||\P wire, hatte man fiir das 
aus dem Primideal $ in P erzeugten Verengungsprimideal p = $§ — P die 
Beziehungen N(W)>p und m <||p, weil jedes Ideal aus P Verengungs- 
ideal bez. S wird. Somit wird nach Satz 1 aus § 2 das Ideal N(UA)S 
Verengungsideal bez. S’, und damit ist der Beweis des Satzes erbracht. 


Durch die Betrachtungen der §§ 3, 4 ist nach der SchluBbemerkung 
von § 1,3 und unter Beriicksichtigung von N. § 3 eine Theorie des Grades 
und der Norm von Idealen in beliebigen endlichen Ordnungen und Relativ- 
ordnungen algebraischer Zahlkérper sowie anderen ihnen verwandten Be- 
reichen gegeben. Sie umfaiit die bisher nur fiir die Hauptordnung der 
Zahlkérper bekannten Entwicklungen; insbesondere noch stimmt hier die 
von Dedekind gegebene Graddefinition (Z. IV, § 180) wegen Satz 3 mit 
der in $3 dieser Arbeit aufgestellten iiberein. Dasselbe gilt fiir die alge- 
braischen Funktionen einer Veranderlichen mit algebraisch abgeschlossenem 
Koeffizientenkérper K beim Grundbereich R = K[z].*°) 


§ 5. 
Charakterisierung der Fiihrer. 


1. Wie friiher bezeichne S eine endliche nullteilerfreie, von ihrem 
Grundbereich P verschiedene P-Ordnung mit einem in P gelegenen Ein- 
heitselement; P sei Multiplikationsring. Es gilt also in allen P-Ordnungen 
T aus = die in § 1,2 gegebene Idealtheorie. Alle Elemente aus = sind 
nach § 1,1 P-ganz, und nach §1,5 ist P in seinem Quotientenkérper 
S& = Q(P) algebraisch ganz abgeschlossen. SchlieBlich kann man vom Grad 
eines Ideals aus bez. P sprechen, da = endlicher P-Modul ist. 

Es handelt sich um die Charakterisierung derjenigen Ideale aus 2, 
die Fiihrer T: > nach P umfassenden Unterordnungen T von = sind. Die 
Frage findet ihre Erledigung in dem 

Fiihrer-Satz**). Die notwendige und hinreichende Bedingung da- 
fiir, daB ein Ideal § aus = Fiihrer | = 1:2 eines P umfassenden Unter- 
ringes T von = wird, besteht darin: 


*) Siehe Dedekind-Weber, Theorie der algebraischen Funktionen einer Verander- 
lichen § 7, Journ. f. Math. 92 (1882), S. 181—290. 

*) Das Resultat lag fiir die Hauptordnuhg endlicher algebraischer Zahlkérper 
vor: Es steht schon bei Dedekind, Uber die Diskriminanten endlicher Kérper, FuB- 
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a) T und = haben verschiedene Quotientenkorper: {| = 

b) T und = haben identische Quotientenkérper : 

1. f+ (0); 

2. bedeutet p ein beliebiges zu § gehdriges Primideal 1. Grades (bez. P| 
aus =, so erzeugen { und f:p in P dasselbe Verengungsideal. 

Bemerkung. T und = haben dann und nur dann denselben Quo- 
tientenkérper Q(T)= Q(2), wenn T und & von gleichem Rang bez. 
& = Q(P) sind, d. h. dieselbe Maximalzahl bez. & linear unabhingiger 
Elemente besitzen **). 

Durch diesen Satz werden also u. a. die Fiihrer in beliebigen Ord- 
nungen endlicher algebraischer Zahlkérper sowie den andern in N. § 3 
angefiihrten Bereichen bestimmt. 


Beim Beweis des Fiihrersatzes wird der Fall a) rasch erledigt; kaum 
umstandlicher ergibt sich die Notwendigkeit der ausgesprochenen Be- 
dingungen im Fall b). Um aber den Nachweis des Hinreichens zu fiihren, 
ist es einmal notwendig, die Struktur des Ringes S noch genauer zu unter- 
suchen, als dies bereits in § 1,2 geschah; zum andern miissen die dort 
gebrachten Entwicklungen selbst mit herangezogen werden. Zur weiteren 
Aufhellung der Struktur nun dienen die beiden folgenden Hilfssitze. 


Hilfssatz 1. Ist a vom Nullideal verschieden und a > 6, so existiert 
stets ein unmittelbarer Teiler ¢ von a mit a >c>b. — Das folgt direkt 
aus dem Doppelkettensatz. 


Ist a >b und hat man in eindeutiger Darstellung durch paarweise teiler- 
fremde gréBte primaire Komponenten a = q,...q,, b=, ...9,, soistr<s, 
und man kann sich die Komponenten so angeordnet ‘hie daB g;>9 q; 
wird (j= 1,...,1r). ear Be 6 r<se die Ideale G,,,=...=9, = 
so sollen a mS ...q, und b=9,...9,9,,,--.9, als nocniderte Dar- 
stellungen bezeichnet werden. Dien besteht der 


Hilfssatz 2. a sei vom Nullideal verschieden und 6 ein unmittelbarer 
Teiler; a=q,...q, und b=@, ... 9, seien die normierten Darstellungen 


note zu S. 28 (vgl. hier FuBnote *) dieser Arbeit). Scheinbar ohne Kenntnis dessen 
hat Furtwingler in den Wiener Berichten (vgl. FuBnote *)) die explizite Darstellung 
aller Fiihrerideale der Hauptordnung © eines endlichen algebraischen Zahlkérpers ge- 


geben unter der Annahme, daB die Zerfillung 6 p = ps Lor por jeder rationalen Prim- 
zahl p in S bekannt ist. Unter dieser Voraussetzung sind die erhaltenen Resultate 
dem Dedekindschen aquivalent. Vgl. dazu den Schlu8 dieses Paragraphen. 

*7) Man erkennt: T und Q(T) bzw. = und @(2) haben gleichen Rang bez. 
R=Q(P). Die Notwendigkeit gleichen Ranges bei Q(T) =Q( =) folgt dann sofort; 
daB sie hinreicht, ergibt sich nach der Steinitzschen Arbeit: Algebraische Theorie der 
Kérper, § 7, 3 [Journ. f. Math. 187 (1910), S. 167—308]. 
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von a und 6. Mit Ausnahme eines Index ¢ wird dann q;= 9, (j+¢), . 


wahrend 9; unmittelbarer Teiler von q; wird. 


Beweis. Wenigstens eines der 9,, etwa 9,, mu8 echter Teiler des 
entsprechenden q, sein. Alle andern §, aber miissen mit den entsprechen- 
den q, tibereinstimmen, da es sonst zwischen a und 6 ein von beiden ver- 
schiedenes Ideal gabe; aus demselben Grunde mu8 9, unmittelbarer Teiler 
von q, werden. 

Nunmehr bereitet der Beweis des Fiihrersatzes selbst keine Schwierig- 
keiten mehr. 

Fall a). 1. f =(0) ést notwendig. Ist nimlich f = T: 2 und f +(0), 
so ist fiir ein Element » +0 aus f erfiillt p> >T, d.h. ein beliebiges 
Element o des Ringes S hat die Form o =-—, wo t passend aus T ist. 


Da auch ¢ in T liegt, ist o im Quotientenkérper Q(T) enthalten. Also 
wird Q(2)<Q(T). Da wegen T< SZ auch Q(T) <Q(2) kommt, hat 
man Q(T) = Q(=). 

2. f= (0) ist hinreichend. In diesem Fall ist naimlich P selbst eine 
P-Ordnung, nach der f Fiihrer f =P: wird. Aus P:2+(0) namlich 
wiirde genau wie eben 2 <Q(P) folgen. Da nach § 1, Hilfssatz 1 der 
Ring = aus lauter P-ganzen Elementen besteht, wiirde sich hieraus wegen 
der ganzen Abgeschlossenheit von P in Q(P) ergeben 2 <P, also >= P, 
gegen die Voraussetzung. 


Fall b). 1. {+ (0) tst notwendig. Als endjicher P-Modul ist 2 von 
endlichem Rang bez. = Q(P). Sei also o,,...,0, ein bez. & linear 
irreduzibles System aus 2, 1,,...,1, eines aus T. Wegen Q(T) = Q(2) 


bestehen Relationen o, = Se,.1, mit Koeffizienten c,; aus %. Multipliziert 
j=1 


LS ae] 
man beiderseits mit dem vom Nullelement verschiedenen gemeinsamen 
Nenner ¢, der ¢,; (j= 1,...,m), der ein Element aus P ist, so kommt 
¢,o,= 0(T), also fiir c,...c, = ¢ + 0 aus P schlieBlich cX>T, c = 0(f) 
und deshalb f + (0). 
2. f und f:p miissen in P dasselbe Verengungsideal bestimmen, wenn 
p vom 1. Grade ist. Der Umstand, daB p vom 1. Grade ist, wird identisch 
damit, dab —P-+ +p gréBter gemeinsamer Teiler der beiden P-Moduln 
P und p wird. Aus f>f:p folgt P—f2>P—(f:p). Ware die linke 
Seite echtes Vielfaches der rechten, so ergibe sich die Existenz eines Ele- 
mentes 9 aus P mit 9 =0(f:p), ==-0(f). Wegen o-p>f wird 
[>fit+ez=f+e(P+p)=—f+eP+ep=f+eoP. 


Somit ware {+o ein echter Idealteiler von f, der auch in T liegt; 
d. h. aber: gegen die Voraussetzung ist f nicht Fiihrer f = T: =. 
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8. Die Bedingungen sind hinreichend. Es darf zunaichst f+ 2 an- 
genommen werden, da man fiir f= 2 hat f= 2:2. P+ f ist ein P um- 
fassender Ring gleichen Ranges bez. & wie J. Denn wegen (P + f)*>P-+f 
ist P -}f zunichst Ring; ferner enthilt das vom Nullideal verschiedene 
Ideal f und folglich auch der Ring P +- f die gleiche Anzahl bez. & linear un- 
abhangiger Elemente wie >. Es wird nachgewiesen, da8 (P +-f): =f wird. 

Wire namlich der Fiihrer (P +f): 2 = g ein echter Teiler von f, so 
miiBte auch ein nach Hilfssatz 1 existierender unmittelbarer Teiler ¢ von f 
mit f >c>g Ideal in P-+-f sein. Sei in normierter Darstellung f = q, ...q,, 
¢=9,q,.--q, und dabei (nach Hilfssatz 2) 9, ein unmittelbarer Teiler 
von q,- 

Nun kann das zu q, gehérige Primideal p, nicht 1. Grades bez. P sein. 
Denn nach § 1, 2, Satz 2 ist zunichst einmal 9, >9q,:p,. Aus f>c er- 
gibt sich die Existenz eines Elementes t = 9 + aus P +f (mit 9 aus P 
und @ aus f) derart, daB r= 0(c), == 0(f), also auch 9 =0(c), + 0(f) 
ist. Demnach wiirde 9 = 0(g,) und 9g = 0(q,:,), @ = 0(q;) (7+ 1), also 
auch, entgegen der Voraussetzung, 9 = 0((q,:),) — 4g — --- — 4, =f: P,)- 

p, kann aber auch nicht von héheren als 1. Grade bez. P sein. Ist 
nimlich wieder 9 = 0(f), =0(c), so kommt 9 += 0(q,), =0(G,), also 
wei.er 9, =4,-+ 02. Nach dem II. Isomorphiesatz (G. § 2, 2) ergibt sich 
ferner ¢'f = c|q, —c ~c|q,™~c+4q,|q,. Es wird aber c+ q, = q*¥ =9,; 
denn aus ¢,q, >, folgt zunaichst g* > 9,. Aus q*+q;,;=2 (¢+1) 
ergibt sich c=9*—q,—---—Q, =a} q,---9,= 9, %,---q,, also nach 
Hilfssatz 1 aus G. § 8 schlieBlich g* — c+ q, = ,. Zusammenfassend hat 
man dann bei Benutzung von Satz 3 aus §1 die Isomorphien 


c|f~4,!q, +o] op. 

Wegen der Voraussetzung iiber p, gibt es in >| p, wenigstens eine Klasse (w), 
die nicht durch Elemente aus P zu reprasentieren ist. Da c Ideal in P +f 
ist, hat man auf Grund der Isomorphiekoppelung we = 0’(p,e) bei ge- 
eignetem 0’ aus P. Also wird wo = 9’ +20 mit a= 0(p,). fo —x 
aber ist als Element von = ein P-ganzes Element aus & = Q(P), somit 
wegen der ganzen Abgeschlossenheit von P in & ein Element r aus P. 
Damit aber wiirde w=r(p,), (w)=(r), gegen die Voraussetzung. 

2. Zum SchluB soll die Aquivalenz der Furtwanglerschen Resul- 
tante**) mit dem von Dedekind ausgesprochenen Satz im Fall der 
Hauptordnung © eines endlichen algebraischen Zahlkérpers gezeigt werden. 

Bei der genaueren Charakterisierung der Fiihrer beschrankt sich 
Furtwingler auf solche Ideale f, deren Norm N(f) gleich einem aus einer 


%) Vgl. FuBnote *). 
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Primzahlpotenz p' im Ring der ganzen rationalen Zahlen abgeleiteten 
Hauptideal wird. Das bedeutet nach Hilfssatz 2 aus G. § 8 und der 
dortigen SchluBbemerkung keine Einschrinkung der Allgemeinheit. Es 
gelten dann die folgenden Behauptungen: 

1. In © bestehe die Zerlegung Gp=p*... ps mit n>1. Damit 
j= pe... pg« Fithrer wird, ist notwendig und hinreichend: Bezeichnet p, 
ein Primideal 1. Grades und ist e,=1(a;), so ist fiir wenigstens einen 
e¢—1 





. * e,—1 
a;, e; ist gréBer als +. ie 


2. In © bestehe die Zerlegung G p= p*. a) Ist p vom 1. Grade, so 
ist f = p* dann und nur dann Fiihrer, wenn e==1(a) wird. b) Ist p von 
héherem als 1. Grade, so ist f = p* stets Fiihrer. 

A. Aus dem Dedekindschen Satz folgen die Furtwdnglerschen Be- 
dingungen. 

I. Die Bedingungen sind notwendig. Sei im Fall 1 fiir jedes j +7 


e,—1 Aa 


erfiillt ¢, <a. Setzt man ae 80 wird © p* = pf™... po% 


von ¢ verschiedenen Index j erfiillt e; > 





> fp, = prt... pi*... pa", aber S p® < ||f, da Sp* < || pf’ ist. Dem- 
nach ware f — R= R pet! + R pe = (f:p,) — KR, also f nicht Fiihrer. 

Ahnlich erledigt man 2a; 2b ist sofort klar. 

Il. Die Bedingungen reichen hin. Sei im Fall 1 wenigstens einmal 
e, > “a, firj +i. Wairef—R— Rp’, (f,:p,) —R—R pe mit o<a, 
so ginge p, genau zur (e;—1)-ten Potenz in p? auf, also hatte man 
0 =i. Demnach aber wire stets 1a, =e;, gegen die Voraus- 
setzungen. . 

Entsprechend erledigt man 2. 

B. Aus den Furtwdnglerschen Bedingungen folgt der Dedekindsche 
Satz. Es bedeutet zuniichst keine Einschrinkung, wenn f als ein Ideal 
mit einer Norm N(f) = R-p* vorausgesetzt wird, wo p Primzahl in § ist. 

I. {| und f:p miissen in Ri dasselbe Verengungsideal bestimmen, 
wenn { Fiihrer und p beliebiges zugehdriges Primideal 1. Grades bez. R 
ist. Das folgt wie bei AIT. 

Il. Ist p beliebiges zugehdriges Primideal 1. Grades und bestimmen { 
und {:p dasselbe Verengungsideal in Ri, so ist § Fiihrer. — Der Beweis 
verlauft wie bei A L. 
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§ 6. 
Anwendungen des Zerlegungssatzes. 


1. Bestimmung der allgemeinen Primideale. sei eine endliche 
nullteilerfreie P-Ordnung mit einem im Grundbereich P gelegenen Ein- 
heitselement; in P gelte mod. den vom Nullideal verschiedenen Idealen 
der Doppelkettensatz. Ferner sei 2 in seinem Quotientenkérper 0(2) 
algebraisch ganz abgeschlossen. Nach N. § 8 gibt es dann in 2 nur solche 
Primideale p, deren zugehérige Primirideale q Potenzen pe werden. Da- 
gegen liegt in jedem P umfassenden, echten Unterring T von 2, der 
mit = denselben Quotientenkérper Q(T) = @Q() besitzt, nach N. § 9,8 
wenigstens ein Primideal, dessen zugehérige Primarideale aus ihm nicht 
simtlich durch Potenzierung zu gewinnen sind. Diese letzteren Primideale 
sollen als allgemeine, die anderen als spezielle bezeichnet werden. Die 
genaue Bestimmung der allgemeinen Primideale einer P-Ordnung T aus = 
mit Q(T)= Q() wird geleistet durch den 

Satz: Alle und nur die zum Fiihrer T:2 =f gehdrigen Primideale 
aus T sind allgemein. 

Zum Beweise zeigt man, da8 fiir alle und nur die zu f gehérigen 
Primideale p aus T die Quadrate p* in T reduzibel, d. h. kleinstes ge- 
meinschaftliches Vielfaches p*—c,—c, von echten Teilern c,,c, werden. 
¢, und c¢, sind dann notwendig zu p gehérige allgemeine*’) Primarideale, 
also p ein allgemeines Primideal. 

Nach den Entwicklungen in G. § 7 leuchtet sofort ein, daB alle nicht 
zu f{ gehérigen Primideale aus T sicher speziell sind. Gabe es namlich zu 
einem solchen Primideal p ein allgemeines Primirideal qg, so ware, da p 
und also auch gq zu f teilerfremd sind, das Erweiterungsideal gq 2 = © 
in = allgemeines Primiarideal. Jedes allgemeine Primideal gehért also zum 
Fithrer. 

Etwas umstandlicher ist der Nachweis, daB alle zu { gehdrigen Prim- 
ideale allgemein sind. Ist { Primarideal in T, besitzt es dort also lediglich 
ein einziges zugehériges Primideal, so ist nach N. § 9 der Satz bewiesen. Es 
gelte also in T fiir f die eindeutige Darstellung durch paarweise teilerfremde, 
gréBte primaire Ideale f=—g,...g, mit s>2. Nach G. §8 erlaubt T 
eine Darstellung T= T,—...—-T, als direkter Durchschnitt bez. >**) 
von Ringen T; = T + f,;, wobei f; das zu g; gehdrige Erweiterungsideal in = 

%) Ein Primiarideal heiBt allgemein, wenn es nicht Potenz seines zugehérigen 
Primideals ist. 


2s) Von dem Zerlegungssatz aus G. § 8 wird in Wirklichkeit nur benutzt, daB 
zwischen T und J Ringe T, mit den angegebenen Eigenschaften liegen; die Darstellung 
als direkter Durchschnitt selbst findet keine Verwendung. 
Mathematische Annalen. 97. 36 
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ist. Es gilt weiter T:T,;= 9 = @Q,.--9;-1Q;41---G,> Tj: 2=f,, sowie 
der Isomorphismus T;|f;~T)|g;. Also ist j; in T; Primarideal. Da jedes 
T, echter Unterring von = ist, wird nach N. § 9 das zu f, in T, gehérige 
Primideal 8, dort allgemein, indem namlich {/ reduzibel in T, wird. Da 
mit $, auch R; in T, zu 9 teilerfremd ist, wird das Quadrat des aus §; 
durch Verengung hervorgehenden Primideals p, reduzibel in T. Das Prim- 
ideal p; aber ist wegen g;>p,; das zu g,, also eines der zu f gehdrigen 
Primideale. Da die Schliisse fiir jedes i der Reihe 1,...,8 gelten, ist 
der Satz bewiesen. 


2. Die abstrakte Fassung der Singularititenauflésung. 
A. Uber die Ringe P und = seien dieselben Voraussetzungen gemacht 
wie in §4,1: & sei eine endliche nullteilerfreie P-Ordnung mit einem 
im echten Unterring P gelegenen Einheitselement; P sei Hawptidealring. 
T bedeute einen P umfassenden Unterring von 2, der mit > denselben 
Quotientenkérper Q(T) = Q(2) besitzt. Dann besteht der folgende 

Kompositionsreihensatz. Das Primdrideal q aus T set grdpte 
primadre Komponente eines Hauptideals Tq mit einem vom Nullelement 
verschiedenen Basiselement q aus T. Ist q von der Lange i und besitzt 
sein Erweiterungsideal D2 = q 2 =O, ... 0, die gréBten primaren Kom- 
ponenten ©, von der Lange i; und mit 8, als zugehérigem Primideal, 


so wird 
A= Ag’ (B,) +... +4,9'(B,), 
wo g'(B;) den Grad von J, bez. T bedeutet. 
Um ibn zu gewinnen, beweist man zuniichst den 


Gradsatz*). Das Primdrideal q aus T sei gréfte primdre Kom- 
ponente eines Hauptideals Tq mit einem vom Nullelement verschiedenen 
Basiselement q aus T. Bezeichnet dann QO —q = das Erweiterungsideal 
von q in 2, so haben q und 0 in T und & denselben Grad bez. P. 


%) Im Oktober 1925 teilte mir B.L. v.d. Waerden den Beweis folgenden Satzes 
mit: ,Sei R = K[z] der Polynombereich mit algebraisch abgeschlossenem Koeffizienten- 
kérper, ® = K(z), 2 endliche Erweiterung 1. Art von &, © der Ring aller R-ganzen 
Elemente aus 2, I eine R-Ordnung in © mit Z als Quotientenkérper. Bezeichnet 
dann q eine gréBte primaire Komponente eines beliebigen Hauptideals Tr + (0) aus f, 
O=q6 das Erweiterungsideal in S, so haben die beiden K-Moduln S| und &/q 
denselben Rang.“ Der Beweis arbeitet mit Nullstellenbetrachtungen und war deshalb 
nicht allgemein zu fiihren. Unter Benutzung wesentlicher Grundgedanken jedoch 
konnte mit Hilfe der §§ 7,8 aus G. der obige Satz bewiesen werden. DaB der 
Gradsatz nicht fiir beliebige Primirideale gilt, bemerkte schon B. L. v. d. Waerden. 
Man erkennt es einfach, wenn man das Beispiel aus G. § 5, 3b zu Hilfe zieht. Das 
dort definierte Ideal p ist in T ein Primideal 1. Grades bez. des Ringes der ganzen 
rationalen Zahlen, das Erweiterungsideal pS =p aber ist in S Primideal 2. Grades. 
Entsprechendes gilt natiirlich bez. des Kompositionsreihensatzes. 
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Beweis. Es kann offenbar q als vom Einheitsideal T verschieden 
angenommen werden. 


I. Ist q und damit auch © zum Fiihrer | = 1: = teilerfremd, so be- 
sitzen die beiden Ideale in T und = nach G. §7, Hilfssatz 1 isomorphe 
Restklassenringe, also in T und = denselben Grad g(q) = g() bez. P**); 
in diesem Fall ist man fertig. 

II. Im andern Fall beweist man zunichst den 


Hilfssatz. Ist I eine beliebige Unterordnung von = mit dem 


Quotientenkérper Q(I") = Q(=), so haben die beiden Ideale 'q und >q 
in I und & denselben Grad bez. P. 


Beweis*). Zufolge Satz 3 aus § 4 wird der Hilfssatz bewiesen 
sein, wenn gezeigt werden kann, daB N;(Tq)= Nx (2q) ist; dabei ist 
Mr (Tq) = N(T\|Tq), Nz(2q)= N(2|2q), wenn T,Tg, 2, q als P- 
Moduln aufgefaBt werden (vgl. §1,4b). Zu dem Zweck nun macht man 
folgende 


Vorbemerkungen. 1. Fiir jedes vom WNullelement verschiedene 
Element p des Fiihrers § =T: gilt Ny(T vy) = Nx (2¢). 

Beweis. Fir die P= Moduln Ty, 2, T, = besteht die Modul- 
isomorphie Sp|Ty ~ =|T, also ist nach §1, 4b erfillt N(2p|T¢) 
=N(S|\T). Wegen Teo > SpLjSfeT]j- gilt weiter 

Nz (2) = N(2|2—) = N(2\T)-N(T| 2) = N(T| 2 ¢y)-N(2y\T¢) 
= N(T\|Tyo)=M(To¢), w.z. b. w. 


2. In einer beliebigen P-Ordnung I’ ist fiir zwet beliebige Ele- 
mente «, 8 erfiillt 


Nr (Taf) = Nr(Te)-Nr(T£). 


Beweis. Offenbar diirfen a, 8 beide +0 vorausgesetzt werden. 
Wegen der Modulisomorphie ['a|TafS2%TI|Tf wird N(Ca|T«f) 
= N(I|\I'£), also 


Nr(C af) = N(U|\ Cas) =N(U'Ce)-N(Tae| Cap) =N(T\a)-N(\TB) 
Nr(U«)-Nr(U ZB), w. 2. b. w. 


*1) Es handelt sich immer um isomorphe Restklassenmoduln mit demselben 
Multiplikatorenbereich. 

8%) Der hier gegebene Beweis des Hilfssatzes ist eine nach der ersten Korrektur 
vorgenommene, gegeniiber der urspriinglichen Fassung wesentliche Anderung. Da- 
durch erst wurde es méglich, die zuerst dem Element gq auferlegte Bedingung, daB 
es namlich dem Grundbereich P entstammen sollte, fallen zu lassen und den Kom- 
positionsreihensatz in seiner jetzigen allgemeineren Form auszusprechen. Notwendig 
ergaben sich daraus auch gewisse Modifikationen des Abschnittes B. 


36* 
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Nunmehr verlauft der Beweis des Hilfssatzes so: Da T und = den- 
selben Quotientenkérper haben, ist nach § 5 der Fiihrer f=T:2 vom 
Nullideal verschieden. Ist also g +0 ein Element aus f, so wird auch 
y-q = 0(f), und man hat nach den Vorbemer n 


Nz (2 ¢)-Nz(2q) = Nz (= eq) = Ni(T eq) = Nr(T¢)-Nr(Tq). 


Da in P wegen der eindeutigen Darstellbarkeit eines Ideals als Produkt 
von Primidealpotenzen gilt, daB aus ab=ac bei a+(0) stets b=—c 
folgt, hat man wegen Nz(2p)=N;(Tp)+(0) schlieBlich Nz(2q) 
= N;(Tq), w. z. b. w. 

Der Beweis des Gradsatzes ergibt sich nun so: 

1. Ist Tg=q, also S¢=Q, so ist der Satz erledigt. 

2. Dasselbe ist der Fall, wenn Tq in mindestens zwei Primar- 
komponenten in T zerfallt, aber q die einzige zu f nicht teilerfremde ist. 

Wird namlich Tg = q,q, ---q,, 29 = 0,0, .-. 0, (mit O; = q,2), 
und etwa q=q,, 2 —0,, so haben q; = q, ... q, und O/ = O, ... ©, nach I 
denselben Grad 9(4;) =g(Q,). Wegen g(Tq)=g(2q) aber kommt 


9(4,)=9(Tq) — 9(45) =9( 2a) — 9(D,) =9(Q,). 


3. Tq besitze also mindestens zwei zu f nicht teilerfremde Primar- 
komponenten q = 4q, und q,. Dann besteht in T fiir den Fiihrer die ein- 
deutige Darstellung f == g, ...g, mit k>2. Man darf annehmen, daB gq, 
und g, dasselbe zugehérige Primideal p, besitzen. Wie in 1. werde T dar- 
gestellt in der Form T = T, —-...—T,**) mit T; = T +f, und f,— 9,2. 
Es wird noch T:T, = g/; T,:2={,- 

Wegen q,-+ 9; =T hat man fiir das Erweiterungsideal 9, = q,T, 
von q, den Isomorphismus T,|9,-~T|q,. Somit haben q, und §, den- 
selben Grad g(q,) = 9(@,)- 

Setzt man weiter q;T, = 4;, 80 haben 9; und ©, denselben Grad; 
denn aus q;-+ 9, =T folgt 9;-+ 9,7, =T,, also 9;-+f, =T, und somit 
nach I die Richtigkeit der Behauptung. Wegen g(T,q)=g(2q) aber 
schlieBt man dann 


9(9,)=9(4,)=9(T,9) —9 (4:1) = 9 (24) — 9 (D1) = 9 (Q,). 


Verfahrt man so fiir jede der zu f nicht teilerfremden Komponenten, so 
ist der Satz bewiesen. 


Unmittelbar aus dem Gradsatz ergibt sich der 


Beweis des Kompositionsreihensatzes. Wieder darf q als vom 
Einheitsideal verschieden angenommen werden. Nach dem Gradsatz wird 
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9 (q)=g (©), also nach Satz 1 und 2 aus §3 49(p)=4,9(#,)+-.-+4,9(8,), 
wenn p das zu q gehdrige Primideal ist und alle Grade bzw. P genommen 
sind. Da alle %; in T das Ideal p als Verengungsideal liefern, so iiber- 
zeugt man sich leicht, daB g(3;) = g’(¥,)-g(p) wird. Damit aber ist wegen 
g(p) +0 der Satz bewiesen. 


B. Macht man iiber den Quotientenkérper von = einschrankende Vor- 
aussetzungen, co kann die Hauptidealeigenschaft fiir P abgeschwicht werden. 
Sei naimlich wie in § 2,3 P ein nullteilerfreier Multiplikationsring, 2 endliche 
Erweiterung 1. Art des Quotientenkérpers 8 = Q(P), T und Z zwei end- 
liche P-Ordnungen aus 2 mit demselben Quotientenkérper 2=Q(T')= Q(2). 
Dann gilt ebenfalls der Kompositionsreihensatz. 

Es geniigt, den Gradsatz fiir vom Eimheitsideal T verschiedene Ideale 
zu beweisen; den Kompositionsreihensatz erschlieSt man daraus genau wie 
unter A. 


Den Beweis des Gradsatzes in B. fiihrt man mittels des Satzes 4 
aus § 2 auf den Gradsatz in A. zuriick. 

Sei gesetzt Tg=m*, m=m*—P, m=mT, M—mz; m,m, M 
bezeichne das System der zu m, m, Wt teilerfremden Elemente aus 


P,T, =; P’ = =e T’= : >= > die daraus abgeleiteten Quotienten- 


m 

ringe. P’ wird nach § 2,111 Hauptidealring, T’ und >’ nach Satz 4 
desselben Paragraphen jeder eine endliche P-Ordnung mit demselben 
Quotientenkérper Q(T’) = @Q(2"). Schreibt man q’= qT’, O'’=O2", 
so wird q’S’=’. Ferner ist q’ gréBte primaire Komponente von 
T’¢g=m*’, wie aus den Entwicklungen in § 2 und G. §6 sofort folgt, 
und eben daraus ergibt sich noch T|q %T’|q’ und 2|O ~ 3/0’. 

Nach dem Gradsatz in A. haben nun die beiden Ideale q’ und 0’ 
in T’ und >” denselben Grad bez. P’. Der bei der Graddefinition auf- 
tretende Multiplikatorenbereich §’ der den beiden Restklassenringen T’ | q’ 
und >” |’ entsprechenden Gradmoduln ist der Restklassenkérper des Ringes 
P’ nach dem zu G’ = q’ — P’ gehérigen Primideal p’, wahrend entsprechend 
der Multiplikatorenbereich @& der den Restklassenringen T|q und 5/0 
zugehérigen Gradmoduln der Restklassenkérper des Ringes P nach dem zu 
q =q —P gehérigen Primideal wird. 

Wegen 9 = q — P= q’—T—P=q’— P= q’— P’—P=]7’—P sind 
q und q’, also auch und p’ einander entsprechende ausgezeichnete Ideale 
aus P und P’ (G.§ 6, Satz, Folgerung). Somit kommt nach § 2, Satz 2 
der Isomorphismus & ~ &’, und wegen T’|q’T|q und 3"|0'’ + 3|O 
folgt, daB q und © bez. P denselben Grad haben wie q’ und ©’ bez. P’. 
D. h. aber: q und © haben gleichen Grad bez. P, w. z. b. w. 

















558 





H. Grell. Ordnungen in Zahl- und Funktionenkérpern. 


C. Wird P als Polynombereich K[{z] mit algebraisch abgeschlossenem 
Koeffizientenkérper K, = als Ring aller P-ganzen Elemente einer end- 
lichen Erweiterung 1. Art 2 von K(z), T als eine P-Ordnung in = mit 
£ als Quotientenkérper angenommen, so wird der Restklassenkérper nach 
einem Primideal des Ringes P isomorph dem Kérper K, und es gibt so- 
mit in allen P-Ordnungen aus > nur Primideale 1. Grades bez. P. Der 
Gradsatz wird hier zum v. d. Waerdenschen Rangsatz; die Gradzahlen 
g’(8;) des Kompositionsreihensatzes werden gleich 1. so da® die Linge 4 
des Primarideals q in T gleich der Summe der Langen der Primirideale ©,, 
d. h. gleich der Lange des Ideals 0 in S wird. 


(Eingegangen am 18. 5. 1926.) 








Notwendige und hinreichende Multiplizititsbedingungen 
zum Noetherschen Fundamentalsatz der algebraischen 
Funktionen. 


Von 
Heinrich Kapferer in Freiburg i. Br. 


(Mit einem Zusatz, gemeinsam mit E. Noether in Géttingen.) 


Das Folgende stellt eine Verschirfung des Noetherschen Fundamental- 
satzes dar, in der Form von notwendigen und hinreichenden Multiplizitats- 
bedingungen*). Den Tatsachenkomplex des Noetherschen Fundamental- 
satzes fasse ich — in Anlehnung an die idealtheoretische Auffassung des 
Satzes*), jedoch ohne von idealtheoretischen Begriffen und Satzen hier und 


im folgenden Gebrauch zu machen — in folgende zwei getrennte Aussagen *) 
zusammen: 


Satz Ia. Es existiert fiir jede gemeinsame Nullstelle x =a, y= 
von zwei teilerfremden Polynomen gy, y in z, y — mit beliebigen kom- 
plexen Koeffizienten —, eine kleinste ganze rationale positive Zahl 9, so daB 
der Modul (y, wy, p?) genau dieselbe Gesamtheit von Polynomen bedeutet 
wie der Modul (gy, y, p’), wo p=(2—a, y— f) und o eine beliebige 
ganze rationale Zahl gréBer o bedeutet *). 


Satz Ib. Bezeichnet man diese begrifflich eindeutig bestimmte Ge- 
samtheit von Polynomen mit q bzw. mit q;, wenn es sich um die #-te 
der s verschiedenen Nullstelien, um z= «,, y= ;, handelt, so gilt: 


1) Fiir eine ausfiihrliche Darstellung verweise ich auf meine Arbeit gleichen Titels 
in dem von A. Loewy, Freiburg i. Br., veranlaB8ten Sonderheft der Heidelberger Aka- 
demie- Berichte 1927 ,,Beitrige zur Algebra“, welches Arbeiten verschiedener Ver- 
fasser enthiilt. 

*) Vgl. z. B. B. L. van der Waerden, Zur Nullstellentheorie der Polynomideale“. 
Math. Annalen 96 (1926), S. 203. 

5) In § 1 der zitierten Abhandlung habe ich die beiden Aussagen einzeln und direkt, 
d. h. ohne idealtheoretische Begriffe, bewiesen. 

*) Die Buchstaben p und q sind deshalb gewahit, um an die inhaltliche Uberein- 
stimmung des Bezeichneten mit den Begriffen Primideal p und Primirideal q, welche 
in der neueren Literatur iiblich sind, zu erinnern. 
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Notwendig und hinreichend dafiir, da8 ein vorgegebenes Polynom K 
in x, y die Teilbarkeitseigenschaft K = 0(q, w) besitzt, ist die simultane 
Erfiillung folgender s Kongruenzen 


K = 0(4,), K= 0(q,), sees K = 0(q,). *) 


Historisch — man vergleiche die Einleitung von Max Noethers grund- 
legender Abhandlung iiber diesen Gegenstand*®) — ist der Fundamentalsatz 
aus den Bemiihungen hervorgegangen, folgende fundamentale Aufgabe zu 
lésen: Man soll von jedem vorgegebenen Polynom K in x, y feststellen 
kénnen, ob es durch |p, w) teilbar ist oder nicht, d. h. auch, ob zwei weitere 
Polynome 4 und » in 2, y existieren, so daB die Gleichung 


K=i-9+ pop 
eine Identitét in x, y wird. 


Diese Aufgabe wird durch Noethers Satz nicht gelést; vielmehr ist der 
letztere nur als eine, allerdings fundamentale, Redukiton*) der gestellten 
Aufgabe auf eine einfachere aufzufassen, namlich auf die Frage nach den 
notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir das Bestehen der einzelnen 
Kongruenzen K = 0(q). Wann ist nun K = 0(q)? Erst wenn diese letztere 
Frage beantwortet ist, ist auch die urspriingliche Fragestellung M. Noethers 
erledigt. Dies ist das Ziel der vorliegenden Abhandlung, das auch tat- 
sichlich erreicht wird, und zwar durch Angabe von endlich vielen, auch 
praktisch unschwer kontrollierbaren, Multiplizitdtsbedingungen, die fiir 
K=0(q) notwendig und hinreichend sind. Eine hinreichende Bedingung 
fir K=0(q), die aber nicht zugleich notwendige Bedingung ist, ist be- 
kannt und wird in der Literatur hiufig angewandt und zitiert, etwa in 
der Form: 

Fiir das Bestehen der Kongruenz K=0(p,y) ist es hinreichend, 
daB jeder Schnittpunkt von gy = 0, y= 0 im Polynom K in ,,geniigend“ 
hoher Vielfachheit vorkommt. 

Dieser Satz ist in Satz I als Spezialfall enthalten; denn ein g-facher 
Punkt in K ist gleichbedeutend mit K = 0(p¢); dann ist a fortiori auch 
K = 0(9, y, p?), d. h. auch K=0(q). Aber die Umkehrung gilt nicht. 





5) Max Noether, ,Uber einen Satz aus der Theorie der algebraischen Funktionen“, 
Math. Annalen 6 (1872). 

*) Die genannte Reduktion ist etwa vergleichbar derjenigen, die jedermann aus 
der elementaren Zahlentheorie bekannt ist: Die Eigenschaft der Teilbarkeit einer 
natiirlichen Zahl A durch eine ebensolche B ist aquivalent der Eigenschaft der Teilbar- 
keit von A durch p™, durch p)*,..., durch pf, wo p,, Py,---+, Ps die verschiedenen 
Primteiler von B = pf p}* ... py* bedeuten. Als ein Analogon zur Primzahlpotenz ist 
nun gerade der Begriff ,Primirideal* — im Text mit q bezeichnet —, aufzufassen. 
[Vgl. E. Noether, ,Idealtheorie in Ringbereichen“*, Math. Annalen 83 (1921), Einleitung.] 
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Die angekiindigte Lésung des Problems la8t sich kurz so charakteri- 
sieren: Dem einzelnen q 1a8t sich ein System vont positiven ganzen ratio- 
nalen Zahlen (g,), (g,),---,(g,) zuordnen, und dem Modul (K, q) eine 
gleich groBe Anzahl ganzer rationaler positiver oder negativer (K,), (K,), 
.. +, (K,), 80 daB folgender Hauptsatz gilt: 

Satz Il. Notwendig und hinreichend fiir K =0(q) ist die simultane 
Erfiillung der t Bedingungen 


(K,)2(9:). (Ki) =(g), +++ (K,) > (9). 
Dabet wird 
(91) + (Ge) +--- +(9,) =H, 


wo pu die q entsprechende, durch die Resultante definierte, Schnitipunkt- 
multiplizitat bedeutet. : 

Zum Beweise sei — ohne Beschrinkung der Allgemeinheit — z= 0, 
y= 0 als die q entsprechende Nullstelle von (y, y) vorausgesetzt. Weiter 
soll allgemein, wenn A(z, y) irgendein Polynom’) in z, y ist, das Sym- 
bol (A) diejenige Zahl bedeuten, welche angibt, wie oft y als Faktor in 
A(0,y) auftritt; falls aber A(0,y) identisch verschwindet, so soll (A) 
gleich co gesetzt werden. Die zu q zugeordneten Zahlen (g,), (g,), ---, (9; ) 
werden durch nachstehendes Gleichungssystem erklirt, welches die metho- 
dische Grundlage des Verfahrens bildet: 


f,-9, (0, y): y — g,-f,(0, y): yM = a-h, 
(1) fa*9a (0, 9): 9 — Gf (0, y): 9 = ae-hg 


£9, (0, y) : ye — g,°f, (9, y) : yo = xh, 


Dasselbe baut sich allein auf das vorgegebene Polynompaar ¢, y auf; 
die Polynome f,, g, werden namlich als identisch mit », p definiert, bis 
eventuell auf die Reihenfolge; diese soll so sein, daB (f,) > ‘g,) ist. Durch 
diese Festsetzung, und nur dann, wird fh, ganz rational. 


Die Polynome f,, g, werden als identisch mit h,, g, definiert, mit 
der Nebenbedingung (f,)>(g,). Allgemein wird das Polynompaar /,, g, 
als identisch mit h,_,, g,_, definiert, mit der Nebenbedingung (f,) > (g,). 

Das Gleichungssystem (1) la8t sich zwar endlos in der erklarten Weise 
fortsetzen; der Hauptsatz verlangt aber nur die ersten ¢ Gleichungen des 
Systems zu bilden, wo ¢ durch folgende Tatsache festgelegt ist: 


”) LaBt man fiir A(z, y) auch gebrochen rationale Funktionen C(x, y): D(z, y) 
zu, so wird (A)=(C)—(D); im letzteren Fall kann also (A) auch negative Werte an- 
nehmen. 
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Hilfssatz I. Es existiert eine natiirliche Zahl ¢ [und zwar t< yp, 
unter w die Schnittpunktmultiplizitét verstanden, in welcher der Punkt 
z=0,¥=0 in p=0, y=O0O auftritt] derart, daB die ersten ¢ der 
durch (1) definierten Zahlen, naimlich (g,),(g,), ...,(g,). samtlich grofer als 
Null sind, wahrend gleichzeitig (g,,,) und alle folgenden gleich Null sind. 

Es wird namlich, unter Beriicksichtigung des Produktsatzes der Re- 
sultanten, die Schnittpurktmultiplizitat im Punkte z=0, y=0O von 
f,=0, g, =0 gleich 

# — (9;) — (9) —---— @,)s 
woraus das Abbrechen nach hdchstens « Schritten folgt. Daraus ergibt 
sich gleichzeitig die Tatsache: 
(2) # = (91) + (92) +--+ + (9%)» 
eine Formel, die deshalb bemerkenswert ist, weil sie, ganz allgemein, eine 
rationale, und auch praktisch leicht ausfiihrbare, Methode zur Bestimmung 


der Schnittpunktmultiplizitat bedeutet, sobald die betreffende Nullstelle 
bekannt ist. 


Nachdem so die Zahlen (g;) bekannt sind, bestimmen sich die Zahlen 
(K;) durch nachstehendes, (1) entsprechendes, Gleichungssystem: 


K,-9,(0, y): y™ —9,-K,(0, y): y@ =2-K, 
(3) K,-9,(9, y): y® —g,-K,(0, y):y@=—a-K, 


K,-9, (0, y): y% — 9,-K, (0, y): y@? = 2-K,,, 

K, wird als identisch mit K definiert. K, wird ersichtlich dann und 
nur dann ganz rational, wenn (K,)>(g,) ist. Falls letzteres erfiillt, folgt 
weiter: K, wird dann und nur dann ganz rational, wenn (K,) >(g,)- 
Allgemein — falls schon K, ganz rational ist — K,,, wird dann und nur 
dann ganz rational, wenn (K,) > (g,) ist. 

Der Beweis des Hauptsatzes (Satz II) beruht jetzt auf dem weiteren 

Hilfssatz II. Setzt man (f;, g;, p?) gleich q®, so gilt fiir jedes ¢ 
der ganzen Zahlenreihe 1, 2,... in inf. der Satz: 

Fir die Kongruenz 

K, = 0(q) 
ist notwendig und hinreichend die simultane Erfiillung der zwei Bedin- 
n: 


(K=(9,) wd K,,,=0(q**). 


Der Beweis*) des Hilfssatzes ergibt sich durch Kombination der 
Gleichungssysteme (1) und (3). Beriicksichtigt man, daB g,,,, gemaB 
*) Vgl. auch den Beweis in Bemerkung I des ,,Zusatzes“. 
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Hilfssatz I, im Nullpunkt nicht mehr verschwindet, daB also der Modul 
q“*» aus allen Polynomen besteht (Einheitsideal ist), und folglich 
K,,,=0(q"*) trivial wird, so ergibt die t-malige Anwendung des 
Hilfssatzes II den Beweis des Hauptsatzes. 


Ohne Beweise — die Beweise findet man in meiner oben zitierten 
Abhandlung — fiige ich noch zwei Zusdtze zum Hauptsatz an: 

Zusatz I. Die Zahl ¢ des Hauptsatzes ist identisch mit der klein- 
sten*) positiven Zahl v von der Art, daB 
z* = 0(q) 
ist. 

Zusatz II. Die Gleichungssysteme (1) und (3) und die daraus durch 
Vertauschen von x mit y entstehenden liefern, bei geeigneter Kombination, 
eine rationale Methode zur genauen numerischen Bestimmung des zu q 
»gehérigen* Exponenten 9°), d. h. jenes Minimalexponenten 9 des Satzes La. 

E. Bertini‘’®) hat fiir 9 eine allgemeine Formel angegeben. Da8S diese 
Formel aber nicht immer den Minimalwert von o angibt, wird in der 
zitierten Abhandlung an dem Beispiel gp = x* + y*; y= 2*+ y® gezeigt. 
SchlieBlich sei noch bemerkt, da8 auch Bertinis Forme! selbst durch unsern 
Hauptsatz auf eine neue Art begriindet werden kann. 


Eine interessante Spezialisierung des Hauptsatzes folgt aus der ein- 
schrankenden Voraussetzung, daB die Nullstelle des betreffenden q=(¢, y, p¢ ) 
wenigstens in einer der beiden Kurveng=0, y= 0 einfacher Punkt ist. 
Wenn diese etwa in y einfacher Punkt ist, dann 148t sich zeigen, daB die 
Anzahl ¢ des Hauptsatzes genau gleich ~ und daB die ¢ Ungleichungen 
des Hauptsatzes ersetzt werden diirfen durch eine esnzige Multiplizitats- 
bedingung. Dies fiihrt zu folgendem allgemeinen Satz: 


Satz II]. Wenn sdmiliche Schnittpunkte von py =0, y = 0 in p ein- 
fache Punkte sind, so ist — K teilerfremd zu yw vorausgesetzt — fiir das 
Bestehen der Kongruenz K = 0(, y) notwendig und hinreichend, daB K 
in allen diesen Punkten verschwindet, aber so, dafB die Schnittpunkt- 
multiplizitat im Kurvenpaar K=0, y =0 je mindestens so grop ist 
als im Kurvenpaar p=0, p= 0. 


® Es ergeben sich hier also die genawen Exponenten im Gegensatz zu den Ab- 
schittzungen von Fri. Grete Hermann [,,Die Frage der endlich vielen Schritte in der 
Theorie der Polynomideale* (unter Beniitzung nachgelassener Sitze von K. Hentzelt), 
Math. Annalen 95 (1926)], wo, bei allerdings viel allgemeinerer Problemstellung, nur 
obere Schranken angegeben werden. 
10) E. Bertini, Math. Annalen 34 (1889). 
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Dieser Satz III ist noch aus einem besonderen Grunde bemerkens- 
wert: Die von ihm geforderte Multiplizitaétsbedingung ist namlich eine 
solche, deren Erfiilltsein oder Nichterfiilltsein unabhangig von der auf (1) 
beruhenden Formel (2), durch endlich oftmalige Differentiation festgestellt 
werden kann. Dies leuchtet unmittelbar ein, wenn ich folgenden ,,Satz“ 
zitiere, den ich 1923 aufgestellt habe**) und welcher so lautet: 

Wenn A und B irgendzwei teilerfremde Polynome in z, y sind, P 
ein gemeinsamer Punkt, der einfacher Punkt von B ist, so ist die Multi- 
plizitaét dieses Punktes als Schnittpunkt dann urd nur dann gleich einer 
Zahl «x, wenn die Multiplizitaét desselben Punktes im Kurvenpaar A’=0, 
B=0 genau u —1 ist; dabei bedeutet 


1_@4 0B @A OB 


~ Oe dy dy da" 

SchlieBlich sei noch erwahnt, daB der Hauptsatz (Satz II) mit einer 
kleinen Modifikation auch auf homogene Polynome in 3 Variablen z, y, z 
iibertragen werden kann. Diese Ubertragung gelingt besonders elegant in 
obigem Spezialfall. Es la8t sich naimlich zeigen: 

Zusatz zu Satz III. Satz III bleibt véllig unverindert bestehen, 


auch dem Wortlaut nach, wenn man unter gy, y, K homogene Polynome 
in drei Variablen versteht**). 


Zusatz, gemeinsam mit E. Noether**). 


Das Gleichungssystem (1) gibt zugleich eine rationale Methode zur 
Bestimmung eines vollen Restsystems nach q, worunter ein volles Re- 
prasentantensystem der endlich vielen — in bezug auf den Koeffizienten- 
bereich P — modulo q linear unabhdngigen Restklassen zu verstehen ist. 
Damit werden die einzelnen Schritte im Beweis des Hauptsatzes sehr 
durchsichtig; zugleich ergibt sich als Nebenresultat die Tatsache, daB die 
Resultantenmultiplizitat  tibereinstimmt mit der Lange des Ideals q; 





1) H. Kapferer, ,Uber die Multiplizitét der Schnittpunkte von zwei algebrai- 
schen Kurven*. Jahresber. der D. M.-V. 32 (1923). 

12) Die Frage nach den Bedingungen fiir das Bestehen einer homogenen Kon- 
gruenz in drei Variablen K(z,y,z)=0(9 @,y,z), w(z,y,2)) ist — allerdings unter 
stark spezialisierten Voraussetzungen — auch die Kernfrage einer Untersuchung von 
A. Ostrowski, ,Uber die Maxwellsche Erzeugung der Kugelfunktionen“, Jahresb, der 
D. M.-V. 83 (1925). In dieser Note wird vorausgesetzt: g zerfallt in lauter lineare 
Faktoren; g und K sind gleicher Ordnung; wy = z*+y*+z*. Da also hier yw voll- 
kommen singularitaétenfrei ist, so kann der Hauptsatz der Ostrowskischen Note als 
Spezialfall unseres Satzes III aufgefaBt werden. 

18) Die idealtheoretische Deutung rihrt von E. Noether, der zugrunde liegende 
Beweis von (5) und (6) von H. Kapferer her. 
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d. h. mit dem Rang des Restklassenringes oder der Anzahl in bezug auf P 
linear unabhangiger Restklassen ). 


Das volle Restsystem ist — mit den Bezeichnungen von (1) und 
Hilfssatz II — charakterisiert durch folgenden 


Satz IV. Hin volles Restsystem nach q ist gegeben durch die Polynome 
h,, hyy,..-, hy); ...; hk, hyy,...,hpyM-; ...; kh, hyy,....hy-. 


Dabei ergibt jeweils h,, h,y,...,h,y-* ein volles Restsystem von q+? 
nach q\®. 

Aus der Definition folgt unmittelbar: g*+? —(q®,h,), also 
q® =0(q*+»). Satz IV wird also bewiesen sein, wenn gezeigt ist: 


(4) h,zx=0(q®); hyo =0(q®) 
und 
(5) aus h, F(y) =0(q®) folgt F(y) = 0(y). 


Die Relationen (4) sagen namlich aus, daB die linearen Verbindungen von 
h,,h;y,...,h,y®-* die Restklassen von q*+ nach q® erschépfen, wah- 
rend (5) die Linearunabhangigkeit ausdriickt. Da q*+” gleich dem Ein- 
heitsideal wird — was jetzt aus der endlichen Lange von q folgt — er- 
gibt sich daraus der Beweis von Satz IV und zugleich die Tatsache, daB 


die Lange von q gleich (g,)-+-...+-(g,) wird, also nach (2) mit der 
Resultantenmultiplizitat iibereinstimmt. 


Die erste der Relationen (4) liest man aus (1) ab; die zweite ergibt 
sich folgenderma8en: 


Es wird h,g,;=0(q®); also wegen der ersten Relation (4) auch 
h,g;(0,y) =0(q®) oder h,y™-(9,(0,y):y™)=0(q®), woraus h,y 
= 0(q) wegen g,(0, y):y=E0(y) folgt. 

Dem Beweise von (5) sei die aus (1) unmittelbar abzulesende Be- 
merkung vorausgeschickt: f,; und g,; kénnen als gemeinsamen Teiler nur 
ein nicht durch y teilbares Polynom d(y) in y besitzen: f,=d,(y)f,, 
g,=4d;(y)g; und f, und g, teilerfremd. Wegen d(y)=:0(p) wird q® 
also auch gleich (f,, 9,,p2); dabei wird dies gleich (f;,, 9,,p°) fiir jedes 


14) Der Kérper P soll — ohne Beschrinkung der Allgemeinheit — als algebraisch 
abgeschlossen vorausgesetzt werden; in diesem Umfang gelten tatsichlich alle voran- 
gehenden Sitze, mit Ausnahme der Differentiationsbedingung. Die Lange von q ist 
auch definiert als die Lange einer von p nach q laufenden Kompositionsreihe aus 
Idealen. Vgl. E. Noether, Jabresber. d. d. Math.-Ver. 34 (1925), 8. 101 (schriige Pagi- 
nierung); ausfihrlicher bei H. Grell, Math. Annalen 97 (1927), S. 529. 

Die in der Literatur vorliegenden Beweise fiir das Ubereinstimmen beider Multi- 
plizitatszahlen (bei m Variablen) sind sehr kompliziert; am einfachsten ist der noch 
nicht publizierte nachgelassene Beweis von Hentzelt. 
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o> o, als Teiler von q fiir jedes solche o; somit ist q die zum Null- 
punkt gehérige Primarkomponente von (/,, 9;). 

Seien y,, 4,;...;¥,,6, die von x=0, y=0O verschiedenen Null- 
stellen von 1/;, g;) und seien t,,...,7, die Exponenten der entsprechen- 
der Primirkomponenten von (/;,9,); sei weiter in dem Produkt 
P=((x — y,) + u(y—4,))"...((2—y,)+u(y—4,))” die Unbestimmte u 
so zu einem Element aus P spezialisiert, daB P==0(p) erhalten bleibt. 
Setzt man G(z,y) gleich dem Produkt des spezialisierten P mit d(y), 
so wird also G(x, y)==0(p) und q®-G(2,y) = 0(f,, g;). 

Aus der Voraussetzung h; F(y)=0(q) folgt also h; F(y)G(2, y) 
= 0(f,,9;), oder — zusammen mit (1) — in Form von Identititen: 


h, F(y)@=Af,+ Bg, hx=(9,(0,y):y¥™)-f,—(f(0,y):¥™)g,; 
das ergibt aber 
f,(xA — F(y)H)=0(9,); H=G(zx, y)-9,(0, y):y=0(p). 
Aus der Teilerfremdheit von f, und 9, folgt weiter 
tA— F(y)H=0(9,); also F(y)H=0(9,,x)=0(9,,2,p°) = (y™, 2), 
und damit F(y)=0(y). Damit ist (5) und also Satz IV bewiesen. 
Bemerkung I. Die Relationen (4) und (5) zusammen mit Hilfs- 
satz II lassen sich als zueinander reziproke Relationen zwischen Ideal- 
quotienten’*®) schreiben, wobei der Beweis der zweiten Relation zugleich 
einen Beweis fiir Hilfssatz II gibt: 
(6) q@: qn = (q®, x) = (y™, x); q®:(q®, x) = q+, ae) 
Die erste Relation stellt die Zusammenfassung von (4) und (5) dar, zur 
zweiten ist zu bemerken: x-q“+? = 0(q) war in (4) bewiesen; die Um- 
kehrung ergibt sich analog wie (5). Aus xM=0(q™®) folgt wie oben: 
zMG=0(f,,9;); also «MG-g,(0,y):y@ =0(xh,, g;). 
Da g;3=0(x) nach Definition — (f;)>(g;) —, kommt daraus 
M.(G-9;(0,y):y) =0(h,,g;)=O0(q*t”), also M=0(q**»). 
DaB die Bedingung von Hilfssatz Il notwendig ist, folgt jetzt so: 
K,;=0(q,) ergibt K,(0,y)=0(y,2z); also (K;)>(g;) und damit 
— nach (3) — 
zK;,,=0(q); also — nach der zweiten Relation(6)— K,,,=0(q**”). 





1%) Unter dem Quotienten a:6 versteht man bekanntlich die Gesamtheit der 
Polynome ¢(z,y), so daB bc=0(a) wird. 

%®) Von diesen beiden zueinander reziproken Relationen bedingt nach der all- 
gemeinen Theorie der irreduziblen Ideale die eine die andere; vgl. Macaulay, Modular 
Systems, Nr.72 und 73. Cambridge Tracts 19 (1916). 
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DaB die Bedingung hinreichend ist, liest man unmittelbar ab; die endlich 
oftmalige Anwendung von Hilfssatz II aber ergibt den Hauptsatz. Ebenso 
ergibt die Iteration der zweiten Relation (6) den Zusatz I, namlich q: 2‘ 
= q+, also gleich dem Einheitsideal, und zwar ist ¢ die niedrigste der- 
artige Potenz, wegen q:a'-1=q®~! 

Bemerkung II. Fiir ein nicht durch q teilbares Polynom K 1la8t 
sich noch aussagen: Ist K=0(q*+”), =:0(q®), so wird (K,q®) 
=(h;y™,q). Denn nach Satz IV wird K = h,y*c(y) modulo (q) mit 
c(y)=:0(y); also kommt 


(K,q®) =(h,y*, q®). 
Dabei wird y)-* K = 0(q), und zwar ist das nach (5) die niedrigste 


derartige Potenz. Nach Hilfssatz II ist aber (g;) —(K) diese niedrigste 
Potenz; also wird 4 gleich (K). 


(Eingegangen am 24. 10. 1926.) 








Uber Eiflichen konstanter Affinbreite. 
Von 
Wilhelm Si8 in Kagoshima (Japan). 


1, Der Beweis in Nr. 3 meiner friiheren Arbeit gleichen Titels*) ist 
nur unter der Voraussetzung £-+ "= 0 richtig. Der Inhalt der iibrigen 
Teile von § 2 bleibt davon unberiihrt. Der Satz in der Einleitung (Nr. 1) 
ist folgendermaBen zu formulieren: 

»Die Ellipsoide sind sowohl die einzigen Eiflachen konstanter Ajffin- 
breite wie auch die einzigen analytischen Hijlichen, deren Affinnormalen 
in Gegenpunkten sdmitlich affine Doppelnormalen sind.“ 

2. Der Satz iiber Kérper konstanten Durchmessers, dessen affingeo- 
metrisches Analogon ich beweise, ist schon vor der genannten Arbeit des 
Herrn K. Reidemeister von E. MeiBner bewiesen worden*). Diese Bemerkung 
verdanke ich meinem Freunde, dem Herrn K. Reinhardt in Greifswald. 


*) Math. Annalen 96, S. 251 ff. 


*) Uber Punktmengen konstanter Breite, Vierteljahrsschrift der naturforsch. Ge- 
sellschaft, Ziirich 1911, S. 42. 


(Eingegangen am 5. 11. 1926.) 














Ober den Zusammenhang zwischen den definierenden 
Gleichungen und der Idealtheorie in 
algebraischen Kérpern. 


(Zweite Mitteilung.) 
Von 


Oystein Ore in Oslo. 


Einleitung. 

In der ersten Mitteilung*) ist der Zusammenhang zwischen den Eigen- 
schaften der Ideale und den Eigenschaften der definierenden Gleichung 
f(#)=0 des Kérpers studiert worden, und die Grundlage dieser Unter- 
suchungen war dabei der folgende wichtige Satz: 


Wenn das Polynom f(z) (mod p*) die Zerlegung in irreduzible Fak- 
toren 


(1) f(x) =f, (x) f(x)... f(x) (mod p*) 

besitzt, so hat die Primzahl p im entsprechenden Kérper K(#) die Prim- 
idealzerlegung 

(2) =pepe...per, Np. = ph, 

wobei 

(3) ef =m, 

ist, wenn n,; die Gradzahl des entsprechenden Faktors f;(2) in (1) be- 
zeichnet. Dabei ist a eine beliebige feste Zahl, woriiber nur @ > 6 voraus- 
gesetzt wird, wenn die Diskriminante von f(z) genau durch p? teilbar ist. 
Weiter besteht auch die Kongruenz 

(4) f,(0) = 0 (mod pye~?), 


1) ©. Ore, Uber den Zusammenhang zwischen den definierenden Gleichungen und 
der Idealtheorie in algebraischen Kérpern (Erste Mitteilung), Math. Annalen 96 (1926), 
S. 313-352. Diese Arbeit wird im folgenden mit I bezeichnet. 

Mathematieche Annalen. 97. 37 
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d.h. wenn man in (1) « hinreichend groB8 wahit, kann man erreichen, da8 
die entsprechende Zahl /,(@) durch eine beliebig hohe Potenz von p, 
teilbar wird. Diese Tatsachen sollen im folgenden kurz als der erste 
Hauptsatz bezeichnet werden. 


Aus dem Hauptsatze folgt, wie man bemerkt, nicht vollstandig die 
Form der Primidealzerlegung der Primzahl p, indem fiir jedes Primideal 
nur das Produkt e,f;—=m,; von Ordnung und Gradzahl bekannt ist. Im 
folgenden soll aber noch ein zweiter Hauptsatz bewiesen werden, wodurch 
man direkt aus der gegebenen Gleichung die vollstandige Primidealzerlegung 
ablesen kann: 

Man zerlegt in (1) den irreduziblen Faktor f,(x) (mod p*) weiter in 
irreduzible Faktoren (modd p*, ¢;(v)) 


(5) f, (x) = f;,.(, v) f,.g(a, 0)... fi,r,(x, v) (modd p*, y;(v)) 
(f= 1,2,...,7), 


wobei ¢;(v) eine beliebige Primfunktion (modp) n,-ten Grades der 
Variablen v ist. Die Primzahl p hat dann die Primidealzerlegung (2), 
wobei nun e; den gemeinsamen Grad und f, die Anzahl der Faktoren in 
(5) bezeichnet, so daB auch die Relation (3) erfiillt ist. 

Um diesen Satz zu beweisen, miissen die Eigenschaften der algebra- 
ischen Zahlen in bezug auf Primidealpotenzmoduln genauer untersucht 
werden, und man erhalt dadurch eine interessante Kenntnis iiber den Auf- 
bau der algebraischen Kérper. 

In Kapitel 2 werden die beiden Hauptsitze auch fiir Relativkérper 
bewiesen, wodurch man ein einfaches Mittel erhalt, um in Relativkérpern 
die Primidealzerlegungen zu bestimmen. Weiter wird auch die Verzweigungs- 
theorie der Relativkérper behandelt und u. a. die vollstandige Zusammen- 
setzung der Relativdifferente und Relativdiskriminante ermittelt. 


Kapitel 1. 
Der zweite Hauptsatz. 


§1. 
Der Gradring. 


Im folgenden sollen zunichst die Eigenschaften der Kérperzahlen in 
bezug auf Primidealpotenzmoduln p* studiert werden. Der Einfachheit 
wegen werden alle Indizes weggelassen: das Primideal p soll die Ordnungs- 
zahl e und die Gradzahl f haben, weiter wird » = ef gesetzt. Da auch 
nur ganze algebraische Zahlen betrachtet werden, so soll Zahi immer eine 
ganze algebraische Zahl bezeichnen. 
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Zunichst soll eine spezielle Klasse von unzerlegbaren Polynomen 
(mod p*) und die entsprechende Klasse von imprimitiven Zahlen (mod p*) 
des Kérpers behandelt werden. 

Es sei g(x) eine beliebige Primfunktion (modp) vom Grade f’, 
wobei f’ ein Teiler von f ist, und man soll untersuchen, welche Kérper- 
zahlen der Kongruenz 


(7) p(x) = 0 (mod p*) 
geniigen. Nun geniigen aber alle Kérperzahlen w bekanntlich der Kon- 
gruenz 


(8) w?! — m= 0 (modp), 
wahrend andererseits das Polynom 
x?! — x (mod p) 


kongruent dem Produkte aller Primfunktionen (mod p) ist, deren Grade 
Teiler von f sind. Die Kongruenz (8) hat daher so viele Wurzeln, wie 
ihr Grad pf angibt, so da8 man daraus schlieBen kann, daB jede Prim- 
funktion (x) (modp) in f’ lineare Faktoren zerfallt; wenn dann yu, eine 
Zahl ist, wofiir p(u,) = 0 (mod p) ist, so folgt leicht 


(9) g(x) = (z — my) (a — wp)... (2 — wp” *) (mod p). 
In dieser Kongruenz sind die Zahlen 4?‘ (mod p) alle voneinander ver- 
schieden, und durch eine einfache Verallgemeinerung des Schénemannschen*) 


Satzes auf Primideale folgt dann aus (9), daB man fiir ein beliebiges « eine 
eindeutige Zerlegung 


(10) yp (x) = (x — w,)(% — py)... (@ — my’) (mod p*) 
hat, wobei die Zahlen 
(11) Py» Bay ++> Be’ 


alle dem Kérper angehéren. Die Kongruenz (7) ist also im Kérper K 
lésbar und hat die Wurzeln (11). Aus spateren Untersuchungen wird 
folgen, da® eine Zerlegung (10) in Linearfaktoren nur fiir solche Prim- 
funktionen »(z) (mod p) méglich ist, wofiir der Grad ein Teiler von / ist. 

Es soll nun speziell vorausgesetzt werden, da6b die Primfunktion g(x) 
genau vom /f-ten Grade ist, so daB nach (10) die Zerlegung 


(12) y (x) = (2 — w,)(* — My)... (2 — my) (mod p**) 

besteht, wobei zu beachten ist, daB man wegen spiterer Untersuchungen 
ea an der Stelle von a geschrieben hat. Die Kongruenz 

(13) p(x) = 0 (mod p**) 


*) Man sehe I, Kap. 1, § 3. 
87¢ 
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besitzt daher f (mod) inkongruente Wurzeln 


(14) f= Myy May + 0s My- 
Diese Kérperzahlen (14) sollen konjugiert in bezug auf p(x) (mod p**) 
heiBen. Von den Eigenschaften dieser konjugierten Zahlen soll hier nur eine 
hervorgehoben werden: Aus der Kongruenz (12) folgt leicht, daB jede 
symmetrische Funktion S(u,,..., “,) mit ganzen rationalen Koeffizienten 
(mod p**) kongruent einer rationalen Zahl ist. 

Im folgenden wird der Exponent « fest gewahit, und man greift eine 
feste Wurzel « der Kongruenz (13) heraus. Aus « bildet man alle 
Zahlen a(u), wobei a(x) ein beliebiges Polynom ist, und wie man leicht 
sieht, kann man diese Zahlen in der Form 


(15) a(“) =a,+a,4—...+a,_, ui (mod p** 


darstellen, wobei die Koeffizienten a, ganz rational sind. Diejenigen Korper- 
zahlen ow, wofiir eine Kongruenz 


@ = a(u) (mod p**) 


besteht, bilden offenbar einen Ring, und dieser soll der Gradring (mod p’* ) 
heiBen und mit G, bezeichnet werden. Die Zahl f hei®t der Grad des 
Gradringes; da man in (15) die Koeffizienten a; (mod p*) reduziert an- 
nehmen kann, so gibt es im Gradring G, genau p*! verschiedene Zahlen 
(mod p**). 

Im Gradringe reproduzieren sich natiirlich die Zahlen durch Sub- 
traktion und Multiplikation, und man erhaJt immer die reduzierte Dar- 
stellung (15), indem man die Fundamentalrelation 

-p (#) = 0 (mod p**) 
anwendet. Man sieht daraus leicht ein, daB die Zahlen des Gradringes 
(mod p**) mit den Zahlen des Kérpers K(v), fiir den Modul p* betrachtet, 
isomorph sind, wobei v eine Wurzel der irreduziblen Gleichung f-ten Grades 
p(v)=0 ist. Ein solcher Kérper G(v) soll ein Gradkérper f-ten Grades 
heiBen, spaiter wird dfters fiir Beweise der Isomorphismus zwischen Grad- 
ring (mod p**) und Gradkérper (mod p*) angewandt. 

Da die Zahlen 
(16) 1, m,..-, #/-! (mod p) 
unabhingig sind, wird offenbar jede Zahl 6 des Kérpers (modyp) kon- 
gruent einer Zah! des Gradringes 


(17) 6 = a(n) (mod p). 


Entsprechendes gilt natiirlich nicht fiir héhere Potenzen von p, was nur 
daraus folgt, daB es im Gradringe p/* und im Kérper p*/¢ verschiedene 
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Zahlen (modp**) gibt. So gibt es z.B. in G, allgemein keine Zahl, 
welche genau die erste Potenz von p enthilt; wenn namlich eine Zahl a(n) 
durch p teilbar sein soll, so miissen in (15) alle Koeffizienten a; durch p 
teilbar sein, so daB a(m) gleichzeitig durch p* teilbar wird. Es besteht 
also in diesem Falle die identische Kongruenz a(x) = 0 (modp), oder 
wenn man etwas allgemeiner nicht annimmt, daB a(mu) die reduzierte 
Form (15) hat, sondern auch héhere Potenzen von « vorkommen kénnen, 
so wird 

a(x) =0 (modd p, y(z)), 
wenn a(u) durch p teilbar ist. Wenn die Kongruenz a(m«) = 0 ‘mod p’) 
bestehen soll, so folgt ebenso, daB die identische Kongruenz 
(18) a(x) = 0 (modd p’, g(x)! 
besteht, wobei # die kleinste Zahl ist, wofiir ef >y. Es gibt daher im 
Gradringe keine Zahl, welche genau durch p’ (y < e«) teilbar ist, auSer 
wenn y ein Multiplum von e ist. 

Es soll nun der wichtige Nachweis gebracht werden, daB der Grad- 
ring G, nur vom Primideale p und nicht von der speziellen Wahl der 
Primfunktion g(x) und der entsprechenden Kongruenzwurzel « in (14) 
abhangt. Man kann naimlich den folgenden Satz beweisen: 

Satz 1. Jede Primfunktion w(x) (mod p), deren Grad f’ ein Teiler 
von f ist, zerfallt (mod p**) im Gradringe G, in f’ verschiedene Linear- 
jaktoren 
(19) y (x) = (a — a,(u)) (@ — a,(m))... (@ — aye (me)) (mod p**). 

Der Beweis wird durch Induktion gefiihrt. Nach (9) zerfallt y(2, 
(mod p) in f’ verschiedene Linearfaktoren, und da jede Kérperzahl (mod p) 
kongruent einer Zahl des Gradringes ist, so besteht fiir «=1 die ge- 
wiinschte Zerlegung (19). Es sei nun a”)(u) eine Wurzel der Kongruenz 


v(x) = 0 (mod pe?) (B<«); 
nach einer friiheren Bemerkung bedeutet dies, dab 
py (a (x)) = 0 (modd p’, p(zx)) 
ist, so daB man 
(20) y (a (u)) = p? (12) (mod p**) 


schreiben kann, wobei auch Y(u) dem Gradringe angehért. Aus der 
Zahl a” (u) kann man aber immer eine entsprechende Wurzel a+ ( «) 
der Kongruenz 


v (2) = 0 (mod pe#*») 
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bestimmen; man setzt namlich 

a¥+) (4) = a” (u) + po h(u) 
und erhalt, wie man leicht sieht, zur Bestimmung von h() 


y (a¥*9(u)) = 0 = p(a(u)) + p*h (mu) yp’ (a (m)) (mod pe*t”) 
oder nach (20) 


(21) h(u) yp’ (a(u)) = — P(m) (mod p*). 
Da nun w(x) zu w’(x) (mod p) relativ prim ist, kann man solche Poly- 
nome A(z) und B(x) bestimmen, da8 
A(z) p(x) + B(x)’ (xz) =1 (mod p) 
ist, woraus fiir z= a(n) 
B(a®(u)) y’(a® (u)) = 1 (mod p*) 
folgt; nach (21) kann man daher 


h(u) = — B(a® (u)) P(x) 
setzen. 


Aus diesen Untersuchungen folgt, daS man im Gradring f’ ver- 
schiedene Wurzeln der Kongruenz 


y (x) = 0 (mod p**) 
bestimmen kann, und da nach einer friiheren Bemerkung die Zerlegung 
von w(zx)(mod p**) in Linearfaktoren eine eindeutige ist, so ist der 
Satz 1 bewiesen. 

Dadurch ist auch bewiesen, daB der Gradring von der speziellen 
Wahl der Primfunktion g(z) und der Wurzel « unabhangig ist; denn 
wenn y(z) eine beliebige andere Primfunktion (mod p) f-ten Grades mit 
der Wurzel 6 ist, so bestehen also gleichzeitig Kongruenzen von der Form 

9=a(u), =b(6)(modp**), 
wobei die a(x) und 6(xz) Polynome sind. 

Der Gradring G, ist beim gegebenen Kérper K nur von der Grad- 
zahl f des Primideals p abhingig, und fiir beliebige Korper werden Prim- 
ideale mit denselben Gradzahlen isomorphe Gradringe haben. Dagegen 
soll speziell darauf aufmerksam gemacht werden, daB der Gradring von der 
Wahl des Exponenten « abhingt; denn man kann im allgemeinen keine 
feste Zahl « so finden, daB die Kongruenz g(u)=0(modp*’), B>a, 
fiir alle f richtig ware, indem daraus folgen wiirde, da8 » eine Wurzel 
der Gleichung y(z)=0 ware; der gegebene Kérper K wiirde dann den 
enteprechende:. tiradkérper f-ten Grades als Unterkérper enthalten. 
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Weiter folgt aus dem Beweise des Satzes 1, daB auch die konjugierten 
Zahlen (14) in bezug auf g(x) (modp**) dem Gradringe gehéren, so daB 
allgemein Kongruenzen von der Form 


(22) MB, = 7,(") (mod p**) (¢=2,3,..-,f) 


bestehen. Wenr eine Kongruenz a()(modp**) besteht, so folgt daraus 
auch die Richtigkeit der konjugierten Kongruenzen 


a(u,) = 0 (mod p**), 


indem a(x) der Bedingung (18) unterliegen mu8. Daraus folgt auch 
leicht, da8 man fiir eine andere Primfunktion w(x) f-ten Grades die kon- 
jugierten Wurzeln (mod p**) erhalt, wenn man in einer Wurzel e(u) der 
Kongruenz w(x) = (mod p**) nacheinander fiir « die Werte (22) einsetzt. 
Zuletzt soll noch eine Bemerkung gemacht werden: Man kann den Grad- 
ring durch eine beliebige Primfunktion (modp) f-ten Grades definieren; 
durch eine spezielle Wahl dieser Primfunktion kann man aber erreichen, da8 
u die Wurzel einer binomischen Kongruenz (mod p**) wird. Das Polynom 
II (x)= 2 —2 
war namlich (modp) kongruent dem Produkte aller Primfunktionen 
(mod p), deren Grade Teiler von f sind. Diese Primfunktionen sind alle 
(mod p) zueinander relativ prim und nach einem Satze von Schénemann’*) 
zerfallt daher J7(z)(modp*) in entsprechende Faktoren. Unter diesen 
Faktoren von I] (x)(modp*) gibt es also speziell solche, welche auch 
(mod p) Primfunktionen f-ten Grades sind; wenn (zx) eine beliebige 
solche Primfunktion ist, und « eine Wurzel dex Kongruenz p(x)=0 
(mod p**), so wird also 


(23) II(u) =u?! — w = 0 (mod pe). 


Nennt man y eine primitive Wurzel der Kongruenz (23), wenn u 
die Kongruenzwurzel einer Primfunktion f-ten Grades ist, so folgt leicht: 


Satz 2. Man kann den Gradring G, f-ten Grades durch eine be- 
liebige primitive Wurzel der binomischen Kongruenz 
a?! — x = 0 (mod p**) 
definieren. 
Im folgenden wird aber diese Spezialisierung in der Wahl von yu 
meistens nicht gemacht **). 


%) I, Kap. 1, § 3. 

88) Geht man bei den Gradringen formal zu unendlich hohen Potenzen von p oder p 
iiber, erhilt man nach der Bezeichnung von Herrn K. Hensel den Koeffizientenkorper 
des Primideals. Man hatte daher fiir den Ring Ga den Namen Koeffizientenring an- 
wenden kénnen; diese Bezeichnung kénnte aber, meiner Meinung nach, leicht zu 
Verwechslungen AnlaB geben. 
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§ 2. 
Erweiterung des Gradringes. 


In § 1 ist gezeigt worden, daB der Gradring G, nicht das volle Rest- 
system (mod p**) enthalt; speziell gibt es in G@, keine Zahl, welche genau 
die erste Potenz von p enthalt. Nach einer Bezeichnung von Herrn Hensel 
soll eine Zahl 2, welche genau durch die erste Potenz von yp teilbar 
ist, eine Primzahl in bezug auf p heiBen. 

Da, wie friiher bemerkt, die Zahlen (16) (modp) unabhangig sind, 
so zeigt man leicht, daB jede Zahl @ des Kérpers eindeutig in der Form 


(24) 0 =a,(u)+ a,(u)a+...+4,_,(m)2*-* (mod p**) 


dargestellt werden kann. Die Ausdriicke a;(u) sind Zahlen des Grad- 
ringes G, und haben daher die Gestalt (15), wobei also die rationalen 
Koeffizienten (mod z*%) eindeutig bestimmt sind, 

Man kann dies auch so ausdriicken. Adjungiert man eine Primzahl x 
in bezug auf p zum Gradring G,, erhalt man das volle Restsystem 
(mod p**). Es soll hier wieder darauf aufmerksam gemacht werden, daB 
es keine wesentliche Einschriankung bedeutet, da8 man hier iiberall mit 
einem Modul p* operiert, wobei der Exponent ein Multiplum von e ist. 
Fiir einen beliebigen Modul p« besteht auch fiir jede Kérperzahl 6 die 
Darstellung (24), wobei die a;() Zahlen in einem Gradringe G, sind, 
wobei nur ce >y gewahlt wird. 

Wie in der Gleichungstheorie soll nun analog die im Gradringe 
irreduzible Kongruenz (modp**) bestimmt werden, wodurch die Prim- 
zahl x definiert ist. Da die Zahl p genau dieselbe Potenz von p wie die 
Zah] x¢ enthalt, kann man eine Zahl y so bestimmen, dab 


(25) nt = — py (mod p**) 


wird, wobei y nicht durch p teilbar sein kann. Fiir y hat man aber 
immer eine Darstellung (24), so daB man 


y =¢,(m)a** + ¢,(u) at? +... + ¢,(m) (mod p**) 
schreiben kann, wobei c,(z)==0(modp) sein muB. Nach (25) folgt 
dann, daB a immer einer Kongruenz 
(26) n*-+ pe,(m)a*-t+...+ pe,(m) = 0 (mod p**) 
geniigt, und wie man leicht zeigt, sind hier die Koeffizienten pc; (4) (mod p*) 
eindeutig bestimmt. Die Kongruenz (21) in 2 ist weiter (mod p*) im 
Gradringe irreduzibel, was man durch eine einfache Verallgemeinerung des 
Eisensteinschen Satzes beweist. 
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Satz3. Jede Primzahl x in bezug auf das Primideal p geniigt im 
Gradringe G, einer irreduziblen Eisensteinschen Kongruenz 


(27) I (2,u)=2¢ + pe,(m)x*-1+...+ pe,(m) = 0 (mod pe), 
wobet c,(x)==0 (mod p) ist. 

Nachdem fiir die Primzahl 2 die entsprechende, im Gradringe irredu- 
zible Kongruenz (27) bestimmt ist, so folgt leicht die Bestimmung der 
entsprechenden Kongruenz fiir eine beliebige primitive Kérperzahl #. 
Man nimmt an, daB # in der Form (24) dargestellt ist; durch sukzes- 
sive Multiplikationen von #@ mit 1, 2...2¢*-* und Reduktion der dabei 
entstehenden héheren Potenzen von 2 durch (26) folgt in bekannter 
Weise*), daB die Zahl # einer Kongruenz 


(28) F(z,u)=2°+ b,(u)re-1+...+b,(u) = 0 (mod p**) 
mit Koeffizienten im Gradringe geniigt. 


Setzt man in (28) nacheinander fiir « die konjugierten Zahlen im 
Gradringe (14) ein, und bildet das Produkt 


(29) P(x) = F(x, m,)... F(x, u,), 


so wird ®(z) (mod p¢*) als symmetrische Funktion der « kongruent einem 
Polynom mit ganzen rationalen Koeffizienten. Da aber weiter nach (28) 
® (#) = 0 (mod p**) 

ist, so folgt nach dem Hauptsatze (I, Kap. 2, Satz 4), daB 
(30) F(x) = (zx) (mod p*-*) 
wird, wenn F(x) der entsprechende Faktor von p in der Gleichung fiir 
*% bezeichnet; die Gleichungsdiskriminante, oder was dasselbe ist, die Dis- 
kriminante der Zahl # ist dabei genau durch p? teilbar. Wenn man nun 
« > 26 wahlt, wird F(x) (mod p*~°) sicher irreduzibel (I, Kap. 1, Satz 4) 
und daraus kann man schlieBen, daB die entsprechende Funktion F(z, ~) 
(28) auch im Gradringe (modp**) irreduzibel sein muB; denn wire 
F(x, ) im Gradringe reduzibel, so wiirde leicht aus (29) folgen, daB 
(x) und also auch F(x) (mod p*~-*) im rationalen Gebiete reduzibel ware. 

Satz 4. Es sei # eine primitive Korperzahl, woftir die Diskrimi- 
nante genau durch p® teilbar ist. #& geniigt im Gradringe G, einer Kon- 
gruenz e-ten Grades 

F(x, u) = 0 (mod p**), 

und wenn hier « >26 gewdhlt wird, so ist F(x, u)(modp**) tm Grad- 
ringe irreduzibel. 


*) Man vgl. I, Kap. 3, § 2. 
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Weiter folgt sofort aus (30) der Satz‘): 


Satz 5. Wenn F(x) den entsprechenden Faktor von p in der Gleichung 
der Zahl @ bezeichnet, so zerfallt F(x)(modp**) im Gradringe von p 
in f irreduziblen, konjugierten Faktoren e-ten Grades 


(31) F(x) = F(x, 4,)... P(x, m,) (mod pee), 
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§ 3. 
Zerlegung der Polynome in einem beliebigen Gradkérper. 

Es sollen zunachst die Eigenschaften der Gradkérper mehr eingehend 
studiert werden. Nach der Definition ist ein Gradkérper G(v) m-ten 
Grades durch eine Wurze) der Gleichung y(z)=0 definiert, wobei 
w(x) (modp) eine Primfunktion m-ten Grades ist. In G(v) ist die 
Primzahl p selbst ein Primideal m-ten Grades, und da der Index der 
Zahl v nicht durch p teilbar ist, kénnen die Zahlen in G(v) in der Form 


(32) u=a(v)=—a,+a,0+...+a,_, v™-* (mod p*) 
dargestellt werden‘). 

Eine Zahl a(v) von der Form (32) kann nur dann durch p teilbar 
sein, wenn alle Koeffizienten a; durch p teilbar sind, und daher identisch 
a(y)=0(modp) ist. Allgemeiner folgt, daB wenn a(v) ein beliebiges 
Polynom in v ist, so kann eine Kongruenz 

a(v) = 0 (mod p’) 
nur dann bestehen, wenn identisch 


a(y) = 0 (modd p”, y(y)) 

ist und umgekehrt. Man kann also iiberall die Kongruenzen (mod p’) 
in G(v) durch die entsprechenden identischen Kongruenzen (modd p’, wp (y) ) 
ersetzen; wie man sieht, sind die Verhiltnisse hier ganz analog mit den 
entsprechenden fiir Kongruenzen (mod p*’) im Gradringe. (Vgl. § 1.) 

Man beweist auch wie friiher, daB die Kongruenz 
(33) y (x) = 0 (mod p*) 
m verschiedene Wurzeln 
(34) v, =v, 4» =7,(v), ..., 0 =1,,(0) 


hat, welche alle in G(v) liegen; diese miissen aber nicht mit den kon- 
jugierten Wurzeln der Gleichung w(x) = 0 verwechselt werden. 


5) Dieser Satz ist zuerst in einer etwas anderen Form von Herrn Hensel gegeb en. 
Man sehe: K. Hensel, Theorie der algebraischen Zahlen I, Kap. 8, § 7. Leipzig 1908- 
*) Diese Tateachen folgen sofort aus dem Dedekindschen Satze I, Kap. 3, § 1. 
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Es sei nun F(x) der Faktor (mod p*), der nach dem ersten Haupt- 
satze dem Primideale p in der Gleichung der Zahl # entspricht. Aus dem 
Satze 5 folgt leicht nach dem friiher erwahnten Isomorphismus zwischen 
Gradring und Gradkérper, daB F(z) in einem Gradkérper G(v) f-ten 
Grades die analoge Zerlegung 
(35) F(z) = F(z, v,)... F(x, v,) (mod p*~*) 


besitzt, wobei G(v) z. B. durch die Gleichung y(v) = 0 definiert ist, und 
wie in (33) und (34) sind 
(36) v, =v, »»=1,(v), ..., %=7;,(0) 
die Wurzeln der Kongruenz 
g(x) = 0 (mod p*). 
Wie schon bemerkt, ist die Zerlegung (35) mit der Zerlegung 
(37) F(x) = F(x, y,)-.. F(x, y,) (modd ps’, p(y)) 
gleichbedeutend, wobei y eine beliebige Variable ist, und wie in (36) ist 


(38) Y= Ys Ya=Ta(Y)s os H=T/(Y) 
gesetzt worden; diese Polynome sind dann die f Wurzeln der Kongruenz 
(2) = 0 (modd p, p(y)). 


Durch die Zerlegung (35) oder (37) ist die Zerlegung eines Faktors 
F(x)(modp*) in einem beliebigen Gradkérper f-ten Grades vollstandig 
bestimmt. Im folgenden soll die Zerlegung von F(2)(mod p*) in einem 
Gradkérper G(v) m-ten Grades bestimmt werden, wobei m eine willkiir- 
liche Zahl ist. Bei dieser Zerlegung wird es sich herausstellen, daB die 
Gradkérper f-ten Grades ausgezeichnete Eigenschaften besitzen, und diese 
Eigenschaften kann man dann nachher dazu anwenden, die Gradzahl / 
direkt aus dem Faktor F(x) zu bestimmen. 

Das Problem ist also das folgende: Es sei ein Gradkérper @G(v) 
m-ten Grades gegeben; G(v) soll durch die Gleichung w(x) = 0 definiert 
werden, wobei w(x) (modp) eine Primfunktion f-ten Grades ist. Weiter 
sei F(x) ein Polynom y-ten Grades, und man kann voraussetzen, daf 
F(x) (mod p*) im rationalen Gebiete irreduzibel ist. Es soll die Zerlegung 
von F(2)(modp*) im Gradkérper G(v) bestimmt werden. 

Ehe man zur Behandlung dieser Aufgabe iibergeht, mu8 eine wichtige 
Hilfsbemerkung gemacht werden. In I, Kap. 1 und 2 ist die Zerlegung 
von Polynomen (mod p*) im rationalen Gebiete studiert worden; es folgt 
aber sofort, daB die dabei aufgestellten Satze auch fiir Polynome in 
beliebigen algebraischen Kérpern und Zerlegungen fiir Primidealpotenz- 
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moduln p* richtig bleiben. Speziell ist von Wichtigkeit, daB der Haupt- 
satz also auch fiir Relativkérper gilt. (Man vgl. Kap. II, Relativkérper.) 

Wie in I, Kap. 2, Satz 5 folgt daher, daB, wenn die Diskriminante 
des gegebenen Polynoms F(z) genau durch p4 teilbar ist, so wird die 
Zerlegung von F(x) in irreduzible Faktoren (mod p*) im Gradkérper G(v) 
fiir den Modul p*~4 eindeutig. (Kap. II, Satz 4.) 

Wenn nun F(z, v) ein irreduzibler Faktor von F(x) (mod p*) ist, 
besteht also eine Zerlegung 


F(x) = F(z, v) P(x, v) (mod p*). 


Werden aber hier nacheinander die konjugierten Zahlen (34) eingesetzt, 
so folgt, daB auch die Polynome 


(39) F(z, v), F(x, v,),..-, F(z, v,.) 


Teiler von F(z) (mod p*) sind. Von jetzt an wird iiberall «>24 ge- 
wahlt. Weiter sei 


(40) F(z,v)... F(z, vy) 
die (mod p*-4) verschiedenen unter den unzerlegbaren Faktoren (39); wie 
man leicht zeigt, zerfallen dann die Faktoren (39) in r Gruppen von 
8 Polynomen, wobei sr’=m und wo in jeder Gruppe alle s Polynome 
(mod p*~4) gleich sind. 

F(z) mu8 dann (mod p*~4) durch alle Polynome (40) uud auch 
durch ihr Produkt 

IT (x) = F(x, v,)... F(z, vy) 

teilbar sein, und hier iiberzeugt man sich einfach, daB J7(x) (mod p*~4) 
kongruent einem rationalen Polynome ist. F(z) wird also durch das 
Polynom JI(xz) (mod p*~4) teilbar, und da F(x) (mod p*~‘) nach der 
Voraussetzung (mod p*~4) unzerlegbar ist, folgt daraus 


(41) F(x) = F(z, v,)... F(x, vy) (mod p*~4). 

Es bleibt nun der schwierigste Teil der Aufgabe iibrig, namlich in 
(41) die Zahl r’ zu bestimmen. Zuniichst soll aber eine einfachere Auf- 
gabe behandelt werden: Es soll die Zerlegung (mod p) der Primfunktion 
p(x) f-ten Grades im Gradkérper G(v) m-ten Grades bestimmt werden. 

Wie in (41) folgt sofort, da8 eine Zerlegung 


(42) p(x) = p(x, %)... p(x, vy) (mod p) 


besteht, wobei die g(z, v,) Primfunktionen (mod p) in G(v) sind. In (42) 
sind die Faktoren y(z,v,) alle vom selben Grade k, und die Zahl r’ ist 
daher ein Teiler von f, indem f=r’k ist. Man kann aber nun beweisen, 
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daB r’ gleich dem gréBten gemeinsamen Faktor r von f und m ist. Da 
nach der Definition von r 
m=rm’, f=rf’, (m’, 1") =1 

ist, so braucht man, um r =r’ zu beweisen, nur zu zeigen, daB k = f’ ist. 

Bekanntlich ist die Primfunktion (2) (mod p) ein Teiler von 

2?! —_¢= ar" _¢ 
und daraus folgt, daB q(x) auch (mod p) ein Teiler von 
(43) gel 2 ge _ 
ist. Andererseits ist aber, wie man leicht sieht, das Polynom (31) (mod p) 
kongruent dem Produkte aller Primfunktionen y(z,v) in G@(v), deren 
Grade Teiler von f’ sind, und daher wird & ein Teiler von f’. Man hat 
also nur noch zu zeigen, daB f’ ein Teiler von k ist. Dies folgt aber 
daraus, daB die Primfunktion y(2z,v) in (42) ein Teiler (mod p) von 
gent _ as gore _ x 

ist, und daraus schlieBt man, daB auch y(x)(mod p) im rationalen Ge- 
biete ein Teiler desselben Polynoms ist. Da aber m’ zu f’ relativ prim 
ist, wird dies nur méglich, wenn k& durch f’ teilbar ist. Man hat also 
bewiesen *): 

Satz 6. Hine Primfunktion p(x)(mod p) f-ten Grades zerfallt in 
einem Gradkorper G(v) m-ten Grades in r verschiedene, (mod p) unzerleg- 
bare Faktoren gleicher Grade 


(44) p(x) = p(x, v,)-.. p(x, v,) (mod p), 
wobei r der grépte gemeinsame Faktor von f und m ist. 


Unter Anwendung des Satzes von Schénemann und von der Gleichung 
(41) folgt, daB auch fiir alle « eine entsprechende Zerlegung 


(43) (2) = p(x, %)-.. p(x, %,) (mod p*) 

besteht, wobei auch alle Faktoren g (2, v,) (mod p) in G@(v) irreduzibel sind. 
Man kann nun auch die allgemeine Aufgabe behandeln, die Form der 

Zerlegung (41) von F(z) in G(v) zu prazisieren. Diese Aufgabe ist aber 

mit einer anderen fquivalent. Durch die Gleichung F(#)=0 wird ein 

Kérper K(0) »-ten Grades definiert, und da F(x) (mod p*) irreduzibel 

ist, wird die Primzahl p in K(@) die Primidealzerlegung 


p=p', Np=pl, ef=yr 
*) Einen etwas ausfiihrlicheren Beweis dieses Satzes gebe ich in der Arbeit: 0. Ore, 
Zur Theorie der Relativkérper, Akademie der Wissenschaften, Oslo 1925, Nr. 10, § 2. 
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haben; die Zahlen e und f sollen die zu F(x) gehdrigen Ordnungs- bzw. 
Gradzahlen heiBen. 

Aus K(6) und dem Gradkérper G(v) bildet man weiter den ent- 
sprechenden, zusammengesetzten Kérper K(0,v). Den Kérper K(6, v) 
kann man dabei auch als einen Relativkérper in bezug auf G(v) auffassen, 
welcher durch die Gleichung F(6@) = 0 definiert ist. Es kann dabei natiir- 
lich vorkommen, da8 F(z) in G(v) absolut reduzibel wird, aber jedenfalls 
ist dann K(6, v) als Relativkérper in bezug auf G(v) durch eine Gleichung 
F, (x, v)=0 definiert, wobei 7,(z,v) ein Faktor von F(z) ist, also 

F(z) = F,(z, v) F,(z, 0). 

Wie man sich erinnert, war die Primzahl p in G(v) ein Primideal m-ten 
Grades; wenn nun die Primidealzerlegung von p im Relativkérper K (6, v) 
bestimmt werden soll, so mu8 man, indem man den ersten Hauptsatz auf 
beliebige algebraische Kérper erweitert, das Polynom F(z) (oder F, (z, v)) 
(mod p*) in G(v) in irreduzible Faktoren zerlegen. Wenn daher die Prim- 
idealzerlegung von p in K(0@,v) bekannt ist, so ist auch die Zerlegung (41) 
von F(z) bestimmt; denn hat ein Primidealteiler $ von p in K(6, v) 
die Relativordnung Z und den Relativgrad F, so mu8 nach dem Haupt- 
satze der entsprechende irreduzible Faktor (mod p*) von F(x) (oder 
F,(z,v)) vom Grade EF sein, und alle Faktoren in (41) sind daher 
vom Grade EF F. 

Es kommt also darauf an, die Primidealzerlegung von p in K(6, v) 
zu bestimmen. Wie schon friiher bewiesen (I, Kap. 3, § 1), ist es még- 
lich, in K(6) eine Zahl @ so zu bestimmen, daB in der entsprechenden 
Gleichung ®(z)= 0 das Polynom (x) die Form 
(46) P(x) = p(x)’ + pM(z) 
hat, wobei g(x) eine Primfunktion f-ten Grades und M(2) (mod p) nicht 
durch g(x) teilbar ist. Die Zerlegung (mod p*) in G(v) von diesem 
speziellen Polynome 14Bt sich einfach bestimmen. 

Mit den Bezeichnungen des Satzes 6 folgt aus (46) 


(47) D(x) = p(x, v)*... p(x, v,)* (mod p), 

wobei vecausgesetzt ist, daB die Faktoren p(x, v,) so gewahlt sind, dab 
die Kongruenz (45) erfiillt ist; hierbei ist wie friiher r der gréBte gemein- 
same Faktor von f und m. Nach dem Schénemannschen Satze folgt aus 
(47) leicht, daB eine Zerlegung 


(48) D(x) = D(x, v) ... D(x, v,) (mod p*) 
besteht, wobei ein Faktor die Form 
(49) ®(z,v) = p(z, v)'+ pM(z, 0) 


hat. 




















Definierende Gleichungen und Idealtheorie. 583 


Es ist nun von Wichtigkeit, daB man hier beweisen kann, daS 
M(x, v)(mod p) nicht durch y(z, v) teilbar sein kann. Setzt man namlich 
II (x, v) = p(x, v,)... p(x, v,), 

so wird nach (45) 
(50) p(x, v) I(x, v) = py x) (mod p*), 
und weiter folgt leicht, daB das Produkt 
D(z, v,)... P(x, v,) 
in der Form 
IT (x, v)°+ pN (a, v) 
geschrieben werden kann. Aus (48) und (49) folgt daher 
D(x) = [yp (x, v)*+ p M(x, v)] [I1(z, v)’+ p N(x, v)] (mod p*) 
oder nach (46) und (50), indem man ausmultipliziert, 
M(x) = p(x, v)° N(x, v) + I(x, v)* M(x, v) (mod p). 
Da hier M(x) (mod p) nach der Voraussetzung nicht durch (2, v) teilbar 
ist, so kann auch nicht M(z,v)(mod p) durch p(x, v) teilbar sein. 


Aus dieser Tatcache folgt sofort, daB die Faktoren (x, v) in (48) 
(mod p*) irreduzibel sind; denn sogar aus einer Zerlegung 


® (2, v) = (p(x, 0)" + pM, (2, »)] [p (2, v)"+ p M,(z, v)] (mod p*) 
folgt dann nach (49) die unmégliche Kongruenz 
M(x, v) = p(x, v)” M, (x, v) + (2, v)* M, (x, v) (mod p), 
wodurch M(x, v)(mod p) durch ¢(z, v) teilbar wird. 

Es ist daher bewiesen, daB (x) (mod p*) in G(v) die Zerlegung (48) 
in irreduzible Faktoren besitzt, wobei die Faktoren die Form (49) haben. 
Werden nun die Resultate von I, Kap. 3, § 1 auf Relativkérper verall- 
gemeinert, so folgt leicht aus der Form (49) der Faktoren, daB wenn § 
ein beliebiger Primidealteiler von p in K(0,v) ist, so mu8 § in bezug 
auf G(v) die relative Ordnungszah] e und Gradzahl f’ haben, indem die 
Primfunktion g(z,v) vom Grade f’ ist. Nach einer friiheren Bemerkung 
folgt daraus sofort, da8 in (41) alle Faktoren F(z, v) vom Grade ef’ sein 
miissen, und da F(x) vom Grade » = ef ist, wird die Anzahl r’ der Fak- 
toren gleich dem gréBten gemeinsamen Faktor r von f und m. Man hat 
also den Satz bewiesen: 

Satz 7. Hin (mod p*) irreduzibles Polynom F(x) zerfallt in einem 
Gradkérper G(v) m-ten Grades in r konjugierte Faktoren gleicher Grade 


(51) F(z) = F(z, v,)... F(x, v,) (mod p*-4), 
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wobei r der grépte gemeinsame Faktor von m und der zu F(x) gehérigen 
Gradzahl f ist; die Diskriminante von F(x) ist genau durch p4 teilbar 
und es ist « > 24 gewdhlt worden. 

Man hitte diesen Satz auch ohne Anwendung von Relativkérpern 
beweisen kénnen, doch wire man dabei gezwungen, einige neue Begriffs- 
bildungen einzufiihren, welche den Beweis mehr verwickelt gemacht hatten. 

Es ist auch interessant zu bemerken, daB man aus der Methode des 
Beweises fiir Satz 7 auch eine Methode zur Bestimmung der Primideal- 
zerlegung in zusammengesetzten Kérpern ableiten kann‘); in dieser Arbeit 
soll aber darauf nicht eingegangen werden. 


Aus der Zerlegung (51) folgt, wie friiher bemerkt, sofort eine iden- 
tische Kongruenz 


(52) F(x) = F(x, y,).-. F(x, y,) (modd p*~', w(y)), 
wobei y eine Variable, y(y) eine Primfunktion (mod p) m-ten Grades und 


¥%4=*Y, Y,=T12(¥), see y,=17,(y) 


gewisse leicht bestimmbare Polynome in y bedeuten. Aus der Zerlegung 
(52) folgt auch, daB man immer die Form der Zerlegung (51) des Satzes 7 
in endlich vielen Schritten bestimmen kann, wenn nur die Gradzahl m 
des Gradkérpers G(v) gegeben ist. Weiter beweist man einfach, daB bei 
gegebenem e« die Zerlegung (51) in irreduzible Faktoren (mod p*~“) eine 
eindeutige wird. 


§ 4. 
Der zweite Hauptsatz. 


Aus dem Satze 7 kénnen nun verschiedene interessante Folgerungen 
abgeleitet werden. Es folgt sofort, da8 F(a) in einem Gradkérper héch- 
stens in f irreduzible Faktoren (mod p*) (« > 24) zerfallen kann; wenn 
F(x) in f irreduzible Faktoren zerfallt, soll gesagt werden, daB man die 
maximale Zerlegung hat. Der Grad eines Faktors F(z, v;) in (51) wird 
dann gleich e; wie man sieht, trifft die maximale Zerlegung nur dann ein, 
wenn m ein Multiplum von f ist, und man kann daher die Gradzahl f in 
der folgenden Weise definieren: 


Satz 8. Die Gradzahl f ist die kleinste Zahl, wofiir das entsprechende 
Polynom F(x) in einem Gradkérper f-ten Grades die maximale Zer- 
legung hat. 


*) Man sehe ©. Ore, Uber zusammengesetzte algebraische Kérper, Acta math. 
49 (1926), S. 379-396. 
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Diese Bemerkungen kann man auch dazu anwenden, fiir das Prim- 
ideal p die Ordnungszahl e und Gradzahl f direkt aus dem Polynome F(z) 
zu bestimmen. Bei dem gegebenen Polynome F(x) kennt man namlich 
immer ein Multiplum von f, indem der Grad » von F(x) durch die Rela- 
tion y = ef gegeben ist. Zerlegt man daher F(x) (modd p*, p(y)), «>24, 
wobei (y) eine Primfunktion (mod p) y-ten Grades ist, so erhalt man 
fiir F(x) die maximale Zerlegung, woraus man sofort sowohl f als e ab- 
lesen kann. 

Betrachtet man nun wieder alle Primidealteiler von p auf einmal, 
und fiihrt man wieder Indizes ein, so erhalt man unter Anwendung des 
ersten Hauptsatzes den folgenden neuen Satz: 


Satz 9. Hs sei der Korper K durch die beliebige irreduzible Gleichung 
f(x)=0 gegeben, die Diskriminante von f(x) sei genau durch p® teil- 
bar. Wenn man in K die Primidealzerlegung einer Primzahl p bestimmen 
will, zerlegt man f(x) in irreduzible Faktoren (mod p*) 

f(x) =f, (x)... f(x) (mod p*), «>d. 
Wenn hier ein irreduzibler Faktor f;(x) vom Grade n; ist, und weiter die 
Diskriminante von f,(x) genau durch p* teilbar ist, so zerlegt man weiter 
f,(x) in trreduzible Faktoren 
(53)  f,(2) = f,(2, 9.) --- f(%, yy) (modd p*-", (y)), «>24,, 


wobei p;(y) eine beliebige Primfunktion (mod p) n,-ten Grades der Va- 

riablen y ist. Die Primzahl p hat dann die Primidealzerlegung 
p=pi'ps...pr, Np,=ph, 

wobei aligemein e; der gemeinsame Grad der Faktoren in (53) ist; daher 

ist auch n,= e;f,. 

Durch diesen Satz ist also das Hauptproblem gelést, den Zusammen- 
hang zwischen den Primidealzerlegungen der Primzahlen und den Eigen- 
schaften der definierenden Gleichung des Kérpers zu bestimmen. Weiter 
hat man auch durch diesen Satz wirklich ein Mittel, um die Primideal- 
zerlegung in jedem gegebenen Falle zu bestimmen, indem man natiirlich 
immer die Zerlegung (53) durch endlich viele Schritte ausfiihren kann. 

Zuletzt sollen noch ein paar andere Bemerkungen gemacht werden. 
Ich kehre wieder zur Zerlegung im Gradringe G, zuriick; man hat dann 
fiir jedes Primideal nach Satz 5 die Zerlegung 

f(z) = f(z, my)... f(z, Hy,) (mod eee 
wobei nun die yu; Zahlen im Gradringe G, des Primideals p, sind und 
also dem Kérper K gehéren. Weiter besteht nach Satz 4 die Kongruenz 
f,(8, u) = 0(mod pf"), 


Mathematische Annalen. 97. 38 











586 ©. Ore. 


und die Zahl /,(#, 4) ist also durch eine Potenz von p, teilbar, welche 
mit « beliebig groB wird. Die iibrigen Zahlen 


f.(, 1) (e=2...f) 
sind dagegen, wie man leicht zeigt, durch feste, von « unabhiangigen 
Potenzen von p, teilbar. Man kénnte nun im Gradringe ebenso wie in 
I, Kap. 2 neue charakteristische Zahlen der Faktoren /;(z, «,) einfiihren, 
und entsprechend erhalt man Ordnungszahlen der Resultanten dieser Fak- 
toren, wofiir dann auch entsprechende Relationen gelten. Weiter kénnte 
man die Eigenschaften des Ringes R,(#,) untersuchen, welcher aus 
Zahlen von der Form 


O = ay (14) + 0 (4) O +... + a,1 (4) O"* (mod pf”) 
besteht, wobei die Koeffizienten a,(u) Zahlen im Gradringe G, sind. 
Daraus wiirde man z. B. neue Fiihrereigenschaften ableiten kénnen; ich 
gehe aber auf diese Probleme nicht ein. 


Kapitel 2. 
Relativkérper. 


§ 1. 
Hilfssitze iiber héhere Kongruenzen. 


Die bis jetzt gewonnenen Resultate sollen nun auch auf Relativkérper 
iibertragen werden, Fiir mehrere Untersuchungen sind die Verhiltnisse bei 
den Relativkérpern mit den gewéhnlichen vollstandig analog, und in diesem 
Palle werden die Beweise nur skizziert und die Resultate angegeben. Andere 
Untersuchungen, z. B. iiber die Zusammensetzung der Relativdifferente und 
Diskriminante erfordern dagegen spezielle Untersuchungen fiir die Relativ- 
kérper. 

Es sei nun zuerst @ eine ganze algebraische Zahl, welche einer im 
rationalen Gebiete irreduziblen Gleichung 


(1) f(z) = 2"+a,2*"+...+4a,=0 
geniigt, wobei also die Koeffizienten a; ganze rationale Zahlen sind. Der 
aus @ abgeleitete Kérper n-ten Grades soll im folgenden mit k = k(w) 
bezeichnet werden; kleine griechische Buchstaben sollen Zahlen, kleine 
deutsche Buchstaben Ideale in k bezeichnen. 
Weiter sei 

(2) F(z)=2"+ o,2"-'+...+0,=0 

ein in k irreduzibles Polynom, wo die Koeffizienten w, ganze Zahlen aus 
k sind. Wenn Q eine Wurzel der Gleichung F(x) = 0 ist, so bilden alle 
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ganzen rationalen Funktionen mit rationalen Koeffizienten von w und Q 


einen Kérper K vom Grade N=nm. GroBe griechische Buchstaben sollen 
Zahlen, groBe deutsche Buchstaben Ideale in K bezeichnen. 


Jede Zahl in K kann in der Form 
O = a+ 4, 2+... + eq QQ" 
geschrieben werden, wo die «, Zahlen in & sind. Man kann auch eine 
solche primitive Zahl A in K finden, dab 
@=—a,+a,A+... oy tae 
ist, wobei die a, rational sind; die Zahl 2 braucht aber in K nicht 
primitiv zu sein. 

Die Relativnorm einer Zahl © in bezug auf k wird mit N,(@), die 
Absolutnorm von @ mit N(@) bezeichnet; n(@#) soll die Norm einer 
Zahl # in k in bezug auf k& sein. Es ist also daher 

N (0) = n(N,(9)). 
Die entsprechenden Bezeichnungen sollen fiir die Normen der Ideale gelten. 


Die Zahl F’(Q) heiBt die Relativdifferente der Zahl Q. Wenn Q 
eine primitive Zahl in K ist, so geniigt 2 einer Gleichung G(x)=0 
N-ten Grades mit ganzen rationalen Koeffizienten. Dann ist G’(Q) die 
Absolutdifferente oder kurz Differente der Zahl 2; ebenso ist f’(w) die 
Differente von o. 

Sind dann 

D,(2), D(Q2), d(o) 
die Diskriminanten der Gleichungen 
F(z)=0, G(x)=0, fix)=0, 
so bestehen die Relationen 


m(m—1) 


D,(2)=(—1) * N,(F(Q)), 





NW-1) : 
D(Q)=(—1) # N(G@(Q)), 
na(n~—1) 


d(w)=(—1) # n/(f’(w)). 


Es soll nun zuerst bei dem Relativkérper K die Primidealzerlegung 
eines beliebigen Primideals p in k bestimmt werden; diese Aufgabe wird 
gelést, indem man die beiden Hauptsatze auf Relativkérper verallgemeinert, 
und dadurch folgt auch, wie die Form der Primidealzerlegung von der 
Form der definierenden Gleichung (2) abhaingt Um diese Verallgemeine- 
rung der Hauptsitze vorzunehmen, miissen aber zuerst die Satze iiber 

38° 
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héhere Kongruenzen fiir Primzahlpotenzmoduln, welche in I, Kap. 1 be- 
wiesen wurden, auch auf Kongruenzen fiir Primidealpotenzmoduln in k 
erweitert werden, und dies soll zunichst hier geschehen. 

Es sei wie friiher p ein Primideal in & und p die entsprechende 
rationale Primzahl; weiter sei in & die Zahl a eine Primzahl in bezug 
auf p, d. h. a soll genau die erste Potenz von p enthalten. Wenn dann 
eine Zahl £ in & durch p?® teilbar ist, so kann man fiir ein beliebig groBes « 

B = x’ (mod p*) 
schreiben, wobei auch y eine Zahl in k ist. 

Unter Polynom soll im folgenden immer eine ganze rationale Funk- 
tion mit ganzen Koeffizienten in k verstanden werden. Wenn fiir ein 
Polynom F(z) die identische Kongruenz 

F(x) = 0 (mod p*) 
besteht, d. h. alle Koeffizienten in F(x) sind durch p¢ teilbar, so kann man 
F(x) = x* F, (x) (mod p*) 
schreiben, wobei auch F, (zx) ein Polynom ist und « beliebig groB gewahlt 
werden kann. 

Man beweist nun ganz analog wie in I, Kap. 1, § 1 den Hilfssatz: 

Satz 1. Wenn die Resultante der Polynome F(x) und G(x) genau 
durch p° teilbar ist, und weiter H(x) ein gegebenes Polynom vom Grade 
kleiner als n-+-m bezeichnet, n und m sind die Grade von F(x) und 
G(x), so kann man immer solche Polynome F,(x) und G,(x) mit Grad- 
zahlen kleiner als n und m bestimmen, daB 

F(2)G, (x) + @(2) F, (x) = 2° H(x) (mod ps), 
und die Polynome F,(x) und G,(x) sind dann (mod p*~¢) eindeutig be- 
stimmt. 

Weiter heiBt ein Polynom @(z) Teiler von einem Polynome 
F(ax)(modp*), wenn eine Kongruenz 

F(x) = ®(2)®, (2) (mod p*) 
besteht. Ein Polynom heiBt reduziert, wenn der Koeffizient der héchsten 
Potenz von z gleich eins ist. Wie in Satz 2 in I, Kap. 1 beweist man: 

Hin nicht reduziertes Polynom F(x), worin nicht alle Koeffizienten 

durch  teilbar sind, kann in der Form 
F(x) = G(x)(A+ 2H(z)) (mod p*) 


geschrieben werden, wobei G(x) reduziert, AS=0(modp) und H(x) ein 
Polynom ist; diese Zerlegung ist (mod p*) eindeutig. 
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Nach Satz 3 in I, Kap.1 folgt leicht, daB wenn ein reduziertes 
Polynom F(z) durch ein Polynom von der Form A -+ 2G(z) (mod p*) 
teilbar ist, so kann man immer einen anderen Teiler B+2H(z) von 
F(x)(modp*) so bestimmen, da8 


(A+2G(z))(B+ 2 H(zx)) = 1(mod p*) 


ist. Von solchen Einheitsteilern kann man daher bei der Zerlegung eines 
reduzierten Polynoms immer absehen, und es wird im folgenden voraus- 
gesetzt, daB alle Faktoren reduziert sind. 

Ein Polynom ®(z) heiBt irreduzibel (mod p*), wenn ®(x) reduziert 
ist und auBer sich selbst keine reduzierten Teiler (mod p*) enthilt. Es 
soll nun die Zerlegung eines beliebigen reduzierten Polynoms F(x) in 
irreduzible Faktoren (mod p*) untersucht werden. 

Es sei 


(3) F(x) = ¥, (x) F, (x)... F,() (mod p***) 


eine Zerlegung des Polynoms F(z) in irreduzible Faktoren. Die Dis- 
kriminante von F(z) soll genau durch p*, die Diskriminante eines Faktors 
F,(z) genau durch p* teilbar sein; die Resultante von zwei Faktoren 
F,(z) und F;(z) soll genau durch p* teilbar sein. 

Wird hier 
o = 30; 
: : t>j 
gesetzt, so ist wie friiher 


6=20’+ BY 6 
i=1 
Unter Anwendung desselben Induktionsverfahrens wie in I, Kap. 1 
folgt dann leicht: 


Satz 2. Besteht fiir F(x) die Zerlegung (3) in irreduzible Faktoren 
(mod p**'), so besteht fiir alle «>6-+1 eine entsprechende Zerlegung in 
irreduzible Faktoren (mod p“) 

"s F(x) = Fi" (2) Fi (2)... Fi (x) (modp*), 
P{° (x) = F,(x) (mod p*-e'+2) (§=1,2,...,9). 

Man sieht ein, daB die Zahlen 4, und 9,, fiir die Faktoren F,” (7) 
von der Wahl des Exponenten « unabhingig sind. 


§ 2. 
Der erste Hauptsatz. 


Nach diesen Vorbereitungen soll man also wie in I, Kap. 2 den ersten 
Hauptsatz beweisen und man mu8 dann zunichst die beiden Hilfssitze 
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von I, Kap. 2, §1 zur Hilfe ziehen. Die Uberfiihrung dieser Hilfssitze 
erfordert aber eine genauere Uberlegung, indem man bekanntlich allgemein 
keine relative Minimalbasis fiir K in bezug auf k& konstruieren kann und 
somit das Analogon zum Index fehlt. 

Es sei Q eine Wurzel der Gleichung (2); die Zahlen von der Form 
(4) R,(2)=0,+0,2+...+0,_,2"", 


wo die w, ganze Zahlen in & sind, bilden einen Ring R,. Man kann 
immer in K ein Fundamentalsystem in bezug auf p bestimmen, d. h. 
m linear unabhangige Zahlen 


(5) i er 
in K, so daB jede Zahl O in der Form 
O0=o,2,+0,2,+...+o,, 2, (mod p*) 
darstellbar ist, wobei die w, Zahlen in & sind und « beliebig groB gewahlt 
werden kann. Daraus folgt speziell, daB Kongruenzen von der Form 
1= @,,2,+ @,,2,+...+0,, 2, 
| ey Hite SERS wey 


Q*"* =o, ,2,+o,,2,+...+o,,,2,, 
bestehen. Die Determinante 
K=\|o,;| (¢=1,2,...,.m—1; j=1,2,...,.m—1) 
spielt dann im folgenden dieselbe Rolle wie friiher der Index. Wenn die 
Diskriminante der Zahlen (5) genau durch p*’, die Determinante K genau 
durch p* und endlich die Diskriminante von 2 genau durch p? teilbar 
ist, folgt nach (6) leicht 
(7) b= d'+ 2x. 
Aus (6) leitet man Kongruenzen 
KQ;=y9+ 72+... + ¥;,m-12""" (mod p*) 
ab, wobei alle y,; in & liegen; daraus folgt die Richtigkeit der Hilfssitze: 
a) Wenn © eine beliebige Zahl in K ist, so wird immer x* 0 (mod p*) 
(a> x), kongruent einer Zahl des Ringes R,. 
b) Wenn eine Ringzahl F(Q2) in R, durch p* teilbar sein soll, mup 
die identische Kongruenz 
F(x) = 0 (mod p*-*) 
bestehen. 
Man hat nun die notwendigen Hilfsmittel um den ersten Hauptsatz 
zu beweisen. Es sei . 
(8) F(x) = F, (x) F,(x) ... F,(z) (mod p*) 
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eine Zerlegung der definierenden Gleichung (2) in irreduzible Faktoren 
(mod p*), c=>65-+1. Die Grade der Faktoren werden mit 
N,, N,,--.s N, 
bezeichnet, wobei 
N,+Nygt+...+N,=m 

ist. Wird in (8) = Q gesetzt, so kommt 

F, (Q) F,(Q)... F,(Q2) = 0 (mod p*). 
Wenn nun § ein Primidealteiler von p mit der Relativordnung Z und 
Relativgrad F bezeichnet, so folgt wie friiher, daB $$ einem irreduziblen 
Faktor F,(x) in dem Sinne gehdrt, daB die Zahl F,(Q) durch B*°~°’ 
teilbar ist, wahrend alle andere Zahlen F,(2) durch feste, von « unab- 
hingige Potenzen $°/ teilbar sind, wobei y; < Zo, ; ist. 

Umgekehrt beweist man unter Anwendung von Hilfssatz b), daB es 
auch zu jedem Faktor F;(2) mindestens ein entsprechendes Primideal $ 
gibt. Weiter folgt analog, daB es eine solche feste Zahl y, gibt, daB, wenn 
eine Ringzahl ®©(Q) durch ”’ teilbar ist, so besteht die identische 
Kongruenz 

@(x)=0(moddp””, Fi (x), Blr+e’, 
wobei F;*) (xz) ein aus der Zerlegung (8) nach Satz 2 abgeleiteter Faktor 
von F(x) (mod p?) ist. 

Aus dieser Bemerkung folgt sofort, daB es mindestens p¥‘7-7e)/ ver- 
schiedene Ringzahlen in K (mod *”) gibt, wenn f der Grad von p ist. 
Andererseits folgt aber nach a), daS es immer fiir eine beliebige Zahl 0 
in K eine solehe Ringzahl (2) gibt, daB 

a*@= O(Q) (mod p*). 
Soll daher © durch 7” teilbar sein, so wird (2) durch B*"*” teil- 
bar sein miissen. Dies ist aber sicher der Fall, wenn 


© (x) = 0 (moddp’*", F{”"(2)), 
woraus leicht folgt, daB es héchstens p¥:‘v+*)f verschiedene Kérperzahlen 
(mod $*”) gibt. Wenn daher F der Relativgrad von § ist, so folgt aus 
den Ungleichungen 


Ni(y— ro) fSEFrfsNi(y+*)f 
wie friiher 


(9) N,=EF. 


Unter Anwendung von (9) zeigt man weiter, da8 es fiir jeden Faktor F,(x) 
in (8) genau ein entsprechendes Primideal § gibt, und man hat dadurch 
den ersten Hauptsatz bewiesen: 
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Satz 3. Besteht fiir F(x) die Zerlegung in irreduzible Faktoren 
(mod p*), «>6+1, 
F(x) = F,(x) F, (x)... F(x) (mod ps), 
wobei der Grad von F,(x) gleich N, ist, so hat das Primideal p in K die 
Primidealzerlegung 
p= BR... BF, MB =p", 


E, F,= N, (¢=1,2,...,9r). 
Von diesem Hauptsatze kann man wie in I. verschiedene Anwendungen 
machen; hier soll nur der folgende Satz speziell erwahnt werden: 
Satz 4. Zerlegt man ein irreduzibles Polynom F(x) in k in irredu- 
zible Faktoren (mod p*), so ist diese Zerlegung (mod p*~*) eindeutig 
bestimmt. 


wobet 


§ 3. 
Der zweite Hauptsatz. 


Um nun vollstandig die Primidealzerlegung im Relativkérper bestimmen 
zu kénnen, muB auch der zweite Hauptsatz auf Relativkérper erweitert 
werden. Man betrachtet im folgenden ein einziges Primideal {%, das ein 
Teiler von p und p ist. $ soll die Ordnungszahl Z und Gradzahl F haben, 
wahrend die Relativordnung mit HZ, und der Relativgrad mit F, bezeichnet 
werden soll. Wenn dann fiir p die entsprechenden Zahlen e und f sind, 
so bestehen also die Relationen 


(10) E=ek,, F=<fF.. 


Ein Polynom @(z) hei&Bt Primjunktion (modp), wenn ®(zx) auer 
sich selbst und Konstanten keine Teiler (mod p) besitzt. Man beweist 
dann leicht : 


Satz 5. Die Funktion 
z*!™ — x(modp) 
ist kongruent dem Produkte aller verschiedenen Primfunktionen ®(zx), 
deren Grade Teiler von m sind. 


Unter Anwendung der Umkehrungsformel fiir zahlentheoretische Funk- 
tionen folgt daraus, daB es fiir eine gegebene Zahl m genau 


(11) g(m) = [p™— Spt’ + Spe! — ...] 


verschiedene Primfunktionen (mod p) m-ten Grades gibt; g,q’,... sind die 
verschiedenen Primzahlteiler von m. 
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Nach dem verallgemeinerten Fermatschen Satz ist fiir jede Zahl O in K 
oe?" _ 6 = 0 (mod 8), 

und nach Satz 5 folgt daraus leicht, da8 jede Primfunktion ®(z)(modp), 

deren Grad ein Teiler von F, ist, fiir den Modul § in Linearfaktoren 

zerfallen muB. Daraus schlieBt man weiter, daB, wenn ®(zx) eine be- 


liebige Primfunktion (modp) F,-ten Grades ist, so kann man eine Zahl M 
in K bestimmen, welche der Kongruenz 


(12) (x) = 0 (mod B**") 

geniigt und iibrigens hat die Kongruenz (12) F, verschiedene konjugierte 
Wurzeln 

(13) M= M,, M,, ..., Mr,. 


Wenn a(z) ein beliebiges Polynom ist, kann die entsprechende Zahl a ( M) 
immer in der Form 


a(M)=0,+0,M+...+ oy,-1M™~* (mod B”**) 


geschrieben werden, wo die w; Zahlen in & sind. Diejenigen Zahlen 2 
in K, wofiir eine Kongruenz 


Q = a(M) (mod R***) 


besteht, bilden einen Ring G@{”, der den relativen Gradring von in 
bezug auf & heiBen soll. In G{” zerfallt jede Primfunktion Y (2) (mod p), 
deren Grad F’ ein Teiler von F, ist, in F’ Linearfaktoren; weiter sind 
auch die konjugierten Zahlen (13) Zahlen in G{”. Man beweist, daB der 
relative Gradring von der speziellen Wahl der Primfunktion ®(z) in (12) 


unabhiangig ist, speziell kann man @;{° durch eine primitive Wurzel der 
Kongruenz 
2?'** _ x = 0 (mod B***) 
definieren. 
Eine Zahl JJ in K, welche genau die erste Potenz von  enthilt, 


hei®t Primzahl in bezug auf 8; jede K6rperzahl kann dann in der Form 
@ = a,(M)+a,(M)IT+ ... + ag,-1(M) ™~* (mod R***) 


dargestellt werden, wobei die a,(M) Zahlen in G{° sind. Weiter folgt, 
da8 JT in G{° einer irreduziblen Kisensteinschen Kongruenz 


a™* 4 Ic,(M)a2™"*+ ... + Icg,(M) = 0 (mod $***) 


geniigt; daraus leitet man weiter ab, daB eine primitive Zahl 2 in K 
einer irreduziblen Kongruenz £,-ten Grades in G{° geniigt, 


F,(x, M) = 0 (mod B***). 
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Man beweist auch leicht den Satz: 


Satz 6. Wenn F,(x) der entsprechende Faktor von § in der Zer- 
legung von F(x) im ersten Hauptsatze bezeichnet, so zerfallt F,(x) 
(mod 8***) im relativen Gradringe von in F, verschiedene irreduzible, : 
konjugierte Faktoren F,-ten Grades 


F,(xz) = F,(x, M,)... F,(z, Mp,) (mod B™*°~”). 


Wie in Kap. 1 erhalt man nun durch dieselben Schliisse den zweiten 
Hauptsatz, und da hier die notwendigen Hilfsbegriffe entwickelt sind, gebe 
ich sofort den Satz: 

Satz 7. Es sei F,(x) der entsprechende irreduzible Faktor eines 
Primideals ¥, in der Zerlegung von F(x) (mod p*) im ersten Hauptsatz. 
Man zerlegt F;(x) weiter in irreduzible Faktoren 


(14) F(z) = F,(z,y,)--- F,( »¥p@) (modd p*, ®.(y)) (a > 26,), 


wobei ®.(y) eine beliebige Primfunktion (mod) N,-ten Grades ist. Das 
Primideal §, hat dann die relative Ordnungszahl E;° und Gradzahl Ff? , 
wobei Ej® die gemeinsame Gradzahl der Faktoren in (14) dst. 

Zuletzt sei noch bemerkt, da8, wenn man in & ein Fundamental- 
system fiir die Kérperzahlen in bezug auf p kenrt, so hat man in Satz 7 
ein Mittel, um in endlich vielen Schritten die Primidealzerlegung im Re- 
lativkérper zu bestimmen. Wie ich spiter zeige, kann man aber bei ge- 
gebener definierender Gleichung fiir & immer ein solches Fundamental- 
system ableiten. 


§ 4. 
Verzweigungstheorie. 


Zuletzt soll noch die Verzweigungstheorie fiir die Relativkérper be- 
handelt werden, und diese gestaltet sich nicht so vollstindig analog wie 
die beiden Hauptsitze. 

D,,D,b 


sollen beziehungsweise die Relativdifferente von K in bezug auf k, die 
Absolutdifferente von K, und die Differente von k bezeichnen. Dann be- 
steht bekanntlich die einfache Beziehung 


(15) D=9,d. 
Weiter sollen 
D,, Dd 


die Relativdiskriminante des Kérpers K in bezug auf k, die Kérper- 
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diskriminante von K und die Kérperdiskriminante von k bezeichnen. Dann 
ist weiter 


(16) D,=N,(2,), |Dl=N(D), = |d' = n(d) 
und schlieBlich nach (15) 
(17) D=d"n(D,). 


Die Relativdiskriminrnte von K, weiter die Diskriminante und Differente 
von K sind also nach (15), (16) und (17) bestimmt, wenn nur die Re- 
lativdifferente D, bekannt ist. 

Die Zahlen des Ringes R, haben, wie frither bemerkt, die Form 


@=a,+0,2+...+0,_,2"", 
wobei w; Zahlen in & sind. Die Zahlen ® mit der Eigenschaft, daB ® A 


eine Zahl in R, ist, wenn A eine beliebige Zahl in K ist, bilden ein 
Ideal %,. Fiir diesen Fiihrer %, besteht die wichtige Relation 
(18) F'(2)=§,,. 

Man kann hier wie friiher weitere Fiihrerbegriffe einfiihren, Partial- 
fiihrer von R, in bezug auf p und § und erhialt dadurch die ent- 
sprechenden Satze. Weiter existieren auch Abbildungskérper, und daraus 
folgt z.B. die Richtigkeit der Relationen zwischen charakteristischen 
Zahlen und Resultantenexponenten (I, Kap. 3, § 2). 

Wenn fiir eine Zahl Q der entsprechende Partialfiihrer in bezug auf 


ein Primideal §§ gleich eins ist, so hat der entsprechende Faktor von % 
die Form 


(19) F(z) = (2) -+ 2 M(z), 
wobei ®(x) eine Primfunktion (mod p) F,-ten Grades ist und weiter 
M(x) (mod p) nicht durch ®(2) teilbar ist. Die Zahl 
(20) Fi(Q) = BE, ®(2)"** @(Q) + x M'(Q) 
enthalt dann genau dieselbe Potenz von §§ wie die Relativdifferente D,. 

Man kann auch in K eine solche Zahl O bestimmen, da8 alle Partial- 
fihrer fiir die Primidealteiler von p gleich dem Einheitsideale werden, 
und daher alle Faktoren (mod p*) die Form (19) haben. 

Satz 8. Man kann in K eine solche Zahl 6 finden, daB wenn F(x)=0 
die definierende Gleichung fiir © ist, diese die Form 

ti) 


P(x) = I (,(=)"* + x My(=)) (mod p*) 


hat, wobei D(x) (mod p) eine Primfunktion Fi’-ten Grades und M,(z) 
(mod p) nicht durch D,(x) teilbar ist. 
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Dabei ist also vorausgesetzt, daB die Primidealzerlegung von p in K 
die Form 





r (i) @ 
p= 1%", N,B,=»'* 
hat. 

Weiter beweist man leicht die Verallgemeinerung des Dedekindschen 
Satzes iiber Primidealzerlegung und Primfunktionzerlegung (mod p). 
Daraus folgt ein entsprechendes Kriterium fiir gemeinsame auBerwesent- 
liche Teiler der Relativdiskriminanten, nur mu8 darin fiir die Anzahl der 
Primfunktionen (mod p) m-ten Grades die Formel (11) benutzt werden. 

Es soll nan die Zusammensetzung der Relativdifferente bestimmt 
werden. Wie friiher bemerkt, enthilt die Zahl F/(Q) in (20) genau 
dieselbe Potenz von $ wie D,, und da, wie man leicht sieht, in (20) 
die Zahl ®(2) genau die erste Potenz von $ enthilt, so folgt ohne 
Schwierigkeit : 

Satz 9. Wenn das Primideal p in k genau durch D teilbar ist, 
so wird die Relativdifferente D, von K genau durch 


gett 
teilbar, wobei R,=0 ist, wenn E,==0 (modp), und R,>1, wenn 
E, = 0 (mod p). 

Die Zahl R, heiBt die relative Supplementzahl von . Ebenso be- 
sitzt natiirlich % eine absolute Supplementzahl R, indem die Differente D 
von K genau durch %”~*** teilbar ist. Wenn dann g die Supplement- 
zahl von p in & ist, so folgt aus (15) die einfache Relation 
(21) R= E,o+ R,. 


Die Supplementzahl R, kann folgendermaBen bestimmt werden: 
Man schreibt das Polynom F/(z) in der Form 


Pi(2) = 5 A,(2) (2)", 


wobei der Grad von A,(z) kleiner als F, ist; wenn dann p* die héchste 
Potenz von p ist, welche in allen Koeffizienten von A,(xz) aufgeht, so 
wird die Zahl 
A, (2) ®(Q)" 
genau durch me 
b ad ats 


teilbar, und es folgt daraus leicht: 
Satz 10. Wenn M die kleinste unter den Zahlen 
«, EB, +8 (s=0,1,...,#,—1) 

















Definierende Gleichungen und Idealtheorie. 597 


ist, so wird die Relativdifferente genau durch %™ teilbar wnd es iat 
R,= M—E,+1. 

Man kann nun die Dedekind-Henselsche Ungleichung fiir Relativkérper 
aufstellen, und ich benutze dabei den Hilfssatz : 

Es gibt kein Polynom g(x), so dap g’(x) die Form 

g(x) = x°**-' B(x)*?*—* Q(x) (mod p**) 
hat, wobei Q(x) +: 0 (modd p, ®(x)) dst. 

Der Beweis folgt analog wie fiir den Satz 3 in I, Kap.3. Der zu 
beweisende Satz heiBt dann: 

Satz 11. Ee ist 

1s Rk, 2S, ek, = SZ, 

wenn die Relativordnung E, genau durch p** teilbar ist. 

Ware namlich R, > S,eH,, so wiirde D, nach Satz 9 mindestens durch 

gp Belfer) 
teilbar sein, woraus nach (20) die Kongruenz 
E, ®(Q)**"* @'(Q) + 1 M'(Q) =0 (mod R******”) 
folgen wiirde. Wenn aber diese Kongruenz besteht, mu8 auch die iden- 
tische Kongruenz 
E, ®(x)"*~* @'(x) +2 M'(x) =0 (mod pS¢+1) 

bestehen; nach dem Hilfssatze folgt leicht, daB es kein M(x) mit dieser 
Eigenschaft gibt. 

Wenn die Ordnungszahlen e und EZ der Primideale p und $% genau 
durch p* und p®* teilbar sind, so gelten also auch fiir die Supplement- 
zahien dieser Ideale die Ungleichungen 

Isesse, 1SZRSSE. 
Aus der ersten Relation (10) folgt auBerdem 
S=s+8,. 


Wenn daher in K die Supplementzahl R den Maximalwert SZ hat, so 
folgt leicht nach (21), daB dies nur dann méglich ist, wenn sowohl 9 
seinen maximalen Wert se und R, den maximalen Wert S,Z hat. Man 
kann daher sagen: 


Satz 12. Wenn in einem Korper K die Supplementzahl R fiir ein 
Primideal ‘§ thren Mazximalwert erreicht, so haben in jedem Teilkorper 
k von K die Supplementzahlen 0 der entsprechenden Primideale thre 
Maximalwerte. 
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Unter Anwendung des obigen Hilfssatzes — auch wie in I ein 
»Liickensatz“ fiir die Supplementzahlen: 
Satz 13. Wenn R, eine ganze rationale Zahl ist, wofiir 
1S Rk, S4,E, 


so kommt R, auch als relative Supplementzahl in einem Relativkérper 
zu k vor, auBer wenn R, gleich einer der Zahlen 


Pp, 2p, --- B—p, 

E, E+ p*, E+ 2p’, --+5 2E—p’, 
2k, 2E+ p’*, 2E+ 2p’, +» SE— p', 
(S,—1)E, (8,—-1)E+p%, (S,-1)E+2p%, ..., 8,B—p% 


ist. 

Die beiden Existenzsitze in I, Kap. 3, § 4 iiberfiihrt man sofort auch 
auf Relativkérper, nur miissen die méglichen relativen Supplementzahlen 
nach dem Satze 13 ausgewahlt werden. 

Der Satz 9 in I, Kap. 3 lautet fiir Relativkérper *): 

Satz 14. Es sei k ein algebraischer Korper, und »p ein Primideal 
in k mit der Ordnungszahl e; wenn man dann die maximale Potenz be- 
stimmen will, worin p in der Relativdiskriminante eines Relativkorpers K 
vom festen Relativgrade m in bezug auf k vorkommen kann, so schreibt 
man m als Zahl in einem Zahlensystem mit p als Grundzahl 


m=a,p"-+a,p%+...+a,p%, lgaocp-—l. 
Dann kann die Relativdiskriminante von K héchstens durch 


r 
m—-r+e S asayp% 
i=1 


p 
teilbar sein, und es gibt auch Relativkérper zu k, worin die Relativdis- 
kriminante diese maximale Potenz enthdlt. 


*) Den Beweis erhalt man durch eine Verallgemeinerung der Methode in der 


Arbeit: ©. Ore, Existenzbeweise fiir algebraische Kérper mit vorgeschriebenen Eigen- 
schaften. Math. Zeitschr. 26 (1926), S. 474-489, § 5. 


(Eingegangen am 2. 9. 1926.) 

















Das Eisensteinsche Reziprozititsgesetz der 
m-ten Potenzreste. 


Von 
Helmut Hasse in Halle (Saale). 


Einleitung. 


In einer kiirzlich erschienenen Arbeit*) hat Herr Ph. Furtwangler zum 
Beweis des allgemeinen Reziprozitatsgesetzes der 1*-ten Potenz- 
reste (/ Primzahl) eine Verallgemeinerung des bekannten Eisenstein- 
schen Reziprozitaétsgesetzes der /-ten Potenzreste auf die 1*-ten 
Potenzreste aufgestellt und deren Beweis kurz skizziert. Ohne Herrn 
Furtwanglers Absichten hinsichtlich des allgemeinen Reziprozitats- 
gesetzes der n-ten Potenzreste vorgreifen zu wollen, hoffe ich, in 
seinem und seiner Leser Sinne zu handeln, wenn ich seine Skizze des 
Eisensteinschen Reziprozitatsgesetzes der /*-ten Potenzreste zu 
einer ausfiihrlichen Darstellung ausbaue und dabei durch Hinzufiigung 
einiger weiterer Uberlegungen gleich den allgemeinsten Fall, namlich 
das Eisensteinsche Reziprozitatsgesetz der Potenzreste eines be- 
liebigen Exponenten n behandle. Meine Entwicklungen setzen das 
Eisensteinsche Reziprozitatsgesetz der /-ten Potenzreste nicht voraus — 
insbesondere also auch nicht das gewohnliche quadratische Reziprozitits- 
gesetz —, enthalten vielmehr die Beweise fiir diese Spezialfalle in sich. 
Im Falle n = 0 mod 2° gelange ich, weil der Kérper der 2”-ten Einheits- 
wurzeln fiir »>3 nicht absolut sondern nur relativ zum K6rper der 
2°*-ten Einheitswurzeln zyklisch ist, leider nur zum Kisensteinschen 


Reziprozitatsgesetz der oe ten Potenzreste. 


?) Uber die Reziprozitatsgesetze fiir Primzahlpotenzex p ten, Journ. f. d. reine 
u. angew. Math. 157 (Jub.-Bd. I) (1926), 8. 15. 
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Ich beweise den folgenden 
Hauptsatz. Hs sei n eine natiirliche Zahl, 


Zz 
(1) am Ht (¥, > 0) 
thre Zerlegung in Potenzen verschiedener Primzahlen 1,, ferner \;,, das in 
1, aufgehende Primideal des Korpers der 1j'-ten Hinheitswurzeln, k ein 
algebraischer Zahlkérper endlichen Grades, der die n-ten Einheitewurzeln 
enthalt, und 2%, das Produkt der verschiedenen in 1, aujgehenden Prim- 
ideale von k. 
Ist dann q eine Primzahl mit den Kongruenzeigenschaften 


(2) q'-* = 1 modi" (¢ = 1,...,8) 
und « eine zu n und gq prime Zahl aus k mit den Kongruenzeigenschajften 
(3) a = &'modl,,2; (& ink), (i=1,...,2), 


so gilt fiir das Symbol der n-ten bzw. arr ten Potenzreste in k das Rezi- 
prozitatsgesetz 


(4a) (<) = (2) , wenn n==0 mod2*, 
(4b) (<) = (£) , wenn n=0mod2*. 


Den Beweis dieses Hauptsatzes fiihre ich, analog wie im bekannten 
Spezialfalle n —1*), in folgenden Schritten: Nachdem ich in § 1 einige 
Bezeichnungsfestsetzungen getroffen, das n-te Potenzrestsymbol und den 
zugehérigen Umkehrfaktor eingefiihrt, deren einfachste Eigenschaften ent- 
wickelt und dabei gleich den Hauptsatz auf den Spezialfall zuriickgefiihrt 
habe, daB n eine Primzahlpotenz 1” und k der Kérper k, der 1” -ten 
Einheitswurzeln ist, setze ich in §2 die Theorie der Lagrangeschen Wurzel- 
zahl TT* zu einem zu n primen Primideal p des Korpers k, der n-ten 
Einheitswurzeln auseinander, die zu einer in dem Reziprozitatsgesetz des 
Hauptsatzes als Kern steckenden Reziprozitatsbeziehung fiir den n-ten 
Potenzrestcharakter von x = TT*” fiihrt*). In § 3 entwickle ich aus dieser 
Reziprozitatsbeziehung das Gesetz des Hauptsatzes in dem speziellen Falle, 


*) Siehe etwa D. Hilbert, ,Zahlbericht“, Jahresber. d. Dtsch. Math. Ver. 4 (1897), 
Kap. XXIV, XXV. — Im folgenden zitiert mit Z.B. 

*) Im weiteren Verlaufe des Beweises wird — der Reduktion des § 1 zufolge — 
diese Reziprozitatsbeziehung nur fiir den Spezialfall n =1” gebraucht. Jedoch macht 
ihre Herleitung fiir beliebiges n keine anderen-Uberlegungen erforderlich als fiir jeneu 
Spezialfall. 
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daB n=l", k=k» und @ nur aus Primidealen 1-ten Grades von k,» 
zusammengesetzt ist. In § 4 schreite ich zu aus beliebigen Primidealen 
von k,» zusammengesetzten a fort, wodurch dann gema8 der Reduktion 
m §1 der Hauptsatz bewiesen ist. 


§1. 
Bezeichnungsfestsetzungen. Das m-te Potenzrestsymbol und der 
zugehérige Umkehrfaktor. Reduktion des Hauptsatzes auf den 
Spezialfall 2 =U", k = k,. 
1. Wir setzen allgemein folgende Bezeichnungen fest: 
n sei eine natiirliche Zahl mit der Primzahlpotenzzerlegung (1). 
¢, Sei eine primitive n-te Einheitswurzel. 
k,, sei der Kérper der n-ten Einheitswurzeln. 
Fiir jeden Teiler n’ von n sei 
(5) on = ray ; . 


r durchlaufe irgendein vollstaindiges Reprasentantensystem der primen 
Restklassen mod n. 


* bezeichne den kleinsten positiven Rest von r modn. 


Die Automorphismengruppe (Galoissche Gruppe) von &, sei durch die 
Festsetzung 


(6) 8, =(¢.—»¢% *) 
der primen Restklassengruppe mod isomorph zugeordnet. 
Ist « eine Zahl, a ein Ideal aus k, und 
F(s,) = Sa,8, 
r 
eine ganzzahlige Linearform der s,, so fiihren wir in bekannter Weise 
symbolische Potenzen durch die — wegen 
(8,0) =8,(a*), (8,0) =8,(a*), 
unzweideutigen — Festsetzungen 
aF (sr) = I] 8,0*, aF (sr) —— IT¢, ar 
ein. Dabei gelten die gewéhnlichen Gesetze der Potenzrechnung mit 


ganzen Exponenten. 


2. Das n-te Potenzrestsymbol und der zugehérige Umkehr- 
faktor in einem k, enthaltenden algebraischen Zahlkérper k von end- 
lichem Grade seien durch folgende Festsetzungen erklart: 

Mathematische Annalen. 97. 89 
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a) Ist p ein zu nm primes Primideal von & und @ eine zu p prime 
Zahl aus k, so sei (=). die eindeutig bestimmte Lésung der beiden For- 
— NO)-1 a 

a a 
(7a) (Sse * modp, (S)=1, 
wo N( ) die Norm in & bezeichnet. 

b) Ist 6 ein zu n primes Ideal von & mit der Primidealpotenz- 
zerlegung 





« 
b= IT 9 
f=1 
in k und @ eine zu 6 prime Zahl aus &, so sei 


(7b) (2), <1 (2)"-9 


t=1 


c) Ist 8 eine zu m und @ eine zu # prime Zahl aus k, so sei 


0 @)- Gh), 
d) Sind «, 8 zu nm und zueinander prime Zahlen aus k, so sei 
(74) {«, 6}. = (5), (2). 


Nach (7a—d) gelten dann die Formeln 


CO), - @), @),. Gs). - @), ©), - 


(8) | (8) (3), (4), Gn).- &). ).. 


, 
| {0 Hy, Bh, = (0, Bh {ty Bh» {0B Batu = {0 Bi dn {0 Bada » 
ferner analog zu (5) fiir jeden Teiler n’ von n 


©  ().- GI GirG@I. Aen, 


schlieBlich gemaB (6) in dem speziellen Falle k = k, 


ao) (*f)—=(2)) . (#8) =($)) . tee bhe {es BY 


3. (Erste Reduktion.) Werden gemaS der Primzahlpotenzzer- 
legung (1) von nm die ganzen teilerfremden Zahlen 








a (¢=1 gees z) 





*) Fir u=0, d. h. 6 =(1) soll das Produkt 1 bedeuten. 
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eingefiihrt und dann ganze Zahlen 7%; bestimmt, so daB 
s n,n; =1 
=1 
ist, so gilt nach (8) 
z a 
{a, 5}, i {a, BY,» ° 
Durch Anwendung dieser Tatsache*) reduzieren sich die Behauptungen (4a), 
(4b) des Hauptsatzes, die sich nach (7d) in der Form 
{a,qg}, =1, wenn n=0 mod2’, 


{¢,q}, =1, wenn n = 0 mod 2° 
2 


fiir den Kongruenzbedingungen (2), (3) geniigende g, a schreiben lassen, 
auf den Fall, daB n eine Primzahlpotenz 1” ist. 

4. Kommen n-te Potenzrestsymbole oder Umkehrfaktoren in 
verschiedenen Kérpern vor, so geben wir den Kérper, in dem die 
Symbole zu verstehen sind, links unten am Symbol an. In dieser 
Hinsicht gelten, wenn k, in k, k in k enthalten ist, gestrichene Elemente 


zu k’, ungestrichene zu k gehdren und n’( ) die Relativnorm von k nach k’ 
bezeichnet, die Tatsachen *) 


Ae), a CP), ' GS), ‘oa Jaws ; 
(4) (), 7 ), AS), eat Asa). “ 
Xe, BS, = vin’(a), Ba, ko’, Bh = who’, n’(B)}, - 


5. (Zweite Reduktion.) Geniigt « im Spezialfalle n = 1” der dann 
allein die Stelle von (3) einnehmenden Kongruenzbedingung 


(12) « = é' mod[,2 (é in k), 


so geniigt einerseits die Relativnorm n,(a) nach k,», wegen der Invarianz 
von [, 2 bei allen Isomorphismen von k und weil [, das ,,kleinste“ Multi- 
plum von & in k;,» ist, der im Falle k,» die Stelle von (3) einnehmenden 
Kongruenzbedingung 





n, (a) = n,(€)' mod I? (n,(€) in kyr) 


®) Im Falle n= 0 mod 2° mit = statt n. 


®) Der hierfiir im Falle einer Primzahl n =/ in meiner Arbeit: Uber das allgemeine 
Reziprozitategesetz der /-ten Potenzreste ..., Journ. f. d. reine u. angew. Math. 154 (1925), 
8. 96 gegebene Beweis macht von der Primzahleigenschaft von / keinerlei Gebrauch 
und iibertrigt sich daher ohne weiteres auf beliebiges n. 
39° 
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und ist natiirlich mit « prim zu / und g. Durch Anwendung der vor- 
letzten der Formeln (11) auf n=1", k’ =k», £’ =q entsteht anderer- 
seits die Relation 

He Qh, ~~ z,{n,(«), q},>- 


Hiernach’) reduzieren sich die in 3. schon auf den Fall n =/” reduzierten 
Behauptungen (4a), (4b) des Hauptsatzes weiter auf den Fall n=/’, 
k= kj. 

6. In dem letztgenannten, allein weiter zu behandelnden Spezial- 
fall schreiben wir einfacher 


ky = kw) ’ cr = Cus 


($).=(€),- (F)-=($)y> (Phe = (ab), 


und geben, wo ndtig, in Vereinfachung der Vorschrift unter 4. den 
Kérper &,), in dem die Symbole zu verstehen sind, links unten am Symbol 
durch (») statt &,, an. Wir setzen hier ferner 


(13) 4, =1— Cm), 
so dab 
(14) I, = (4,) 


das in | zum Exponenten ¢(/”) =1”~*(1 — 1) aufgehende Primideal 1 -ten 
Grades von k,), ist. Es gelten dann die Relationen 


(15) l= 1,1, .... Gh, f= (2), 
(16) Pe fl ee... os (DDG. 
Die prime Restklassengruppe mod{!" hat eine eindeutige Basisdar- 
stellung*) 
F a , a mod(l — 1) 
(17) c=w IT (1 — 4) mod [! peers ), 


wo w eine primitive Wurzel mod/ mit der Eigenschaft w'*= 1 mod/* 
(also mod{!") ist und die Exponenten 0, gewisse — uns im folgenden 
nicht naher interessierende — natiirliche Zahlen sind. Fiir die prime 
Restklassengruppe mod[?, deren Ordnung ®(1°) = (1 — 1) ist, ergibt sich 
aus (17) die eindeutige Basisdarstellung 

(18) «=w* (l— ay = w* C%} mod 1? Co ”). 


7) Im Falle 1=2, » >3 ist dabei in der letzten Relation rechts unten beider- 
seits 2”~* statt 2” zu schreiben, was nach (9) sicher zulassig ist. 

*) Siehe K. Hensel, Die multiplikative Darstellung der algebraischen Zahlen fiir den 
Bereich eines beliebigen Primteilers, Journ. f. d. reine u. angew. Math. 146 (1916), S. 189. 
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7. Hiernach ist die (12) im Spezialfall n = 1”, k = k,) entsprechende 
Kongruenzbedingung 


(19) « == &' mod [? (€ in ky 
mit der Bedingung 
(20) a,= 0 modl 


fiir den Exponenten a, in (17), (18) gleichbedeutend und kann daher bei 
beliebigem zu / primem @ stets durch Abspaltung einer Potenz ¢(, (mit 
eindeutig bestimmtem c mod) realisiert werden. Entsprechendes gilt auch 
beziiglich der Bedingung (12) fiir einen Oberkérper k von k,) und somit 
auch beziiglich der Bedingungen (3) des Hauptsatzes fiir einen Ober- 
kérper k von k,. Hinsichtlich der iiblichen Formulierung des Eisenstein - 
schen Reziprozitatsgesetzes im Falle n =/ sei noch bemerkt, daB die Be- 
dingung (19) fiir &,, — abgesehen von dem speziellen Falle 1 = 2, » = 1, 
wo k,), der rationale Kérper ist — nach (18) mit 

(21) « = rationaler Zahl mod {? 


gleichbedeutend ist, und daB — von jenem speziellen Falle und seiner 
Auswirkung fiir zusammengesetztes n abgesehen — entsprechendes auch 
beziiglich der Bedingung (12) und somit beziiglich der Bedingungen (3) 
des Hauptsatzes gilt. Wegen der bei der Bedingungsform (21) auftreten- 
den Ausnahmestellung des Falles / = 2, » = 1 erscheint aber die hier ge- 
wahlte, ausnahmefreie Bedingungsform (19) als die ,richtige“ fiir das 
Eisensteinsche Reziprozitatsgesetz. 


§ 2. 
Der m-te votenzrestcharakter der m-ten Potenz der Lagrangeschen 
Wurzelzahl eines zu  primen Primideals 1-ten Grades von K,,. 


Wir ordnen jedem zu n primen Primideal 1-ten Grades p von k, 
auf folgende Weise eine Lagrangesche Wurzelzahl T* zu: 

Es sei p die p zugeordnete Primzahl, also N(p)= p und p=1 modn, 
und es werde 
(22) p—l1=mn 


gesetzt. Unter R werde ferner eine solche primitive Wurzel mod p ver- 
standen, daB 


(23) t, = R-™ modp 
ist. Ist dann Z irgendeine primitive p-te Einheitswurzel, so sei 
(24) Won DP C2. 

» mod (p—1) 


wo die Summe iiber irgendein volles Restsystem x mod (p — 1) erstreckt ist. 
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Die Zahl TI* hangt wegen (22) nicht von dem gewiahlten Rest- 
system x mod(p—1) ab, daher ferner auch nicht von der Auswahl von 
R gemaB (23) (R darf in (23) durch alle und nur die Potenzen R* mit 
(o,p—1)=1 und @=1 modn ersetzt werden), schlieBlich auch nicht 
von der Wahl der primitiven n-ten Einheitswurzel ¢,. Sie gehért dem 
Kérper K* der pn-ten Einheitswuzeln an, der wegen (p,n)=1 der aus k, 
und dem Kérper K der p-ten Einheitswurzeln komponierte, absolut- 
Abelsche Kérper vom Grade p(pn) = y(p)p(n)=(p—1)(n) ist. Ist 
Sr=(Z—z* or der R zugeordnete, erzeugende Automorphismus der 
Galoisschen Gruppe von K, so ist die Galoissche Gruppe von K* das 
direkte Produkt {s,}>< {Sp}, und k, bzw. K gehéren als Unterkérper 
von K* zu den direkten Faktoren {S,} bzw. {s,}. Hiernach ist insbe- 
sondere ¢, bei Sz invariant und somit 


(25) Sel = FS ZR = SD oettz oon. 


aa 


» mod (p—1) » mod (p—1) 

Daher ist TT* durch p infolge der noch verfiigbaren Auswahl von Z nur 
bis auf irgendeinen n-ten Einheitswurzelfaktor bestimmt. Dagegen ist die 
n-te Potenz 
(26) a=T1*" 
der Lagrangeschen Wurzelzahl TT* nach (25) bei Sg invariant und somit 
eine allein durch p (unabhangig von den in die Definition eingehenden 
Auswahlen von ¢, und R gema8 (23), sowie von Z und des Restsystems 
x mod(p — 1) in (24)) eindeutig bestimmte ganze Zahl aus k,. 

Satz 1. Die n-te Potenz x der Lagrangeschen Wurzelzahl eines zu 
« primen Primideals 1-ten Grades » von k,, ist nur aus Primteilern von 
p zusammengesetzt. 

Beweis. Nach (24) berechnet sich das Quadrat des absoluten P 
trages der Lagrangeschen Wurzelzahl TT* zu 

Le i LAL a “el 


» mod (p—1) ® mod (p 


u=F x pi R*(R#~ 
—_ Ss fe x z® R _ p ay >. Z ( »- 
# mod (p —1) «mod(p—1) * mod(p—1) 
Da nun 
zRrRe-» 
® mod (p—1) 


—1 fir R“s1modp, dh. fir »=0 mod(p—1) 
my fir R“=1lmodp, dh. fir » =0mod(p—1) 
ist, folgt weiter unter Beriicksichtigung von (22) 
TM t——- SF K+p=——m0+p=—p, 
u mod (p—1) 
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also nech (26) 
(27) |x|/*=axx=p", 
was die Behauptung von Satz 1 (insbesondere auch 2 + 0) enthilt. 
Satz 2. Die n-te Potenz x der Lagrangeschen Wurzelzahl eines zu 
n primen Primideals 1-ten Grades p von k,, besttzt in k, die Primideal- 
zerlegung 
De 
(x)=p" . 
Beweis. Nach (6), (23) ist 
8 tg = 0, = R-™ modp, 
woraus sich durch Anwendung von s, ergibt 
¢,=R-™ mods, p. 
Durch Einsetzen in (24) erhalt man hiermit 
a 
(28) We YY RO Z* = Sy” Z’ mods yp. 
* mod(p—1) v=1 


Da nun®) die Primzahl p in k, die Zerlegung 
(29) (p)= IIs,» 


in »(n) verschiedene konjugierte Primideale 1-ten Grades s, p hat, wahrend 
sie in K die (p —1)-te Potenz 


(30) (p) = $?* 
eines invarianten Primideals 1-ten Grades 
(31) ¥=—(T), wo T=1—Z, 


wird, so enthalt p in K*=(k,, K) mindestens y(n) verschiedene Prim- 
ideale zur mindestens (p —1)-ten Potenz, hat also, weil K* den Grad 
(p —1)@(n) hat, in K* die Zerlegung 


(32) (p)= 11,8" 
in genau (mn) verschiedene relativ zu K konjugierte Primideale 1-ten 


Grades s, 8* zur genau (p—1)-ten Potenz, und dabei ist nach (29), 
(30), (32) 


(33) sR =s,p 
(34) II, 8" =. 


*) Siehe hierzu auch einfach Z. B. Satz 125. 
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Wir fiihren in (28) nach (31) TT statt Z ein und erhalten durch Binomial- 
entwicklung 


H. Hasse. 


T= Se (1 —TT)’= ye S(- 1)*(*) 1 
(35) v=1 vei v=0 


p-1 p-1 


= > (- 1)" 11" 3)" (*) mod s, p. 


v=1 


In dieser Entwicklung nach Potenzen von TT hat (— 1)" TT” den Koeffizienten 


-1 
(36) ar fir p=0, 
e a= os 
(37) Sup So-mr+* fir wl, 
wenn 
“ 
(38) (7) =D) ono fir n>1 
x=1 


gesetzt wird. Die Koeffizienten c,,, in (38) sind wegen « < p — 1 rationale 
Zahlen mit zu p primem Nenner, reprisentieren also bestimmte Rest- 


klassen mod p; insbesondere ist ¢,,—-—-. Fiir die in (36), (37) auf- 


at” 


-1 
tretenden *s gilt bekanntlich 


v=1 


p-1 
(39) as 


Die letztere Eventualitat tritt wegen (22) nur fiir 


0 mod p, wenn — mr + x==0 mod (p — 1) 
—1 mod p, wenn —mr+x=0mod(p—1)) 


x=Omodm, also x= mx, 
ein, und zwar dann und nur dann, wenn 
x, =r mod n 


ist, also bei von 0 ansteigenden Werten x erstmalig fiir x — m7. Somit 
gilt fiir den Koeffizienten (36) von (—1)’ T°, wo x=0, die erstere 
Eventualitaét (39), ebenso auch, wegen 1 < x < y fiir die Summen in den 
Koeffizienten (37) der Potenzen (—1)"TI” mit lo uw<mrF. Diese 
Koeffizienten sind also simtlich = 0 mod p. Dagegen tritt im Koeffi- 
zienten (37) der Potenz (—1)”’T1"’, die wegen 0 << mF <mn=p—1 
in (35) wirklich vorkommt, fiir genau eine Summe, namlich die x (=) = m7 
entsprechende, die zweite Eventualitat (39) ein, wahrend fiir die iibrigen 
in diesem Koeffizienten vorkommenden Summen wieder die erste 
Eventualitét (39) vorliegt. Der Koeffizient (—1)""TI”’ ist daher 
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— wae! mod p. Da nun einerseits der mod p, nachdem wir die 


ersten m¥ -+ 1 Koeffizienten der Entwicklung (35) soeben bestimmt haben, 
nach (29) ein Vielfaches des mod s,p der Kongruenz (35) ist, wahrend 
andererseits TT nach (31), (34) genau durch ¢, $8*, also TI™’ genau durch 
s,%*"" teilbar ist, so ergibt sich aus (35) nach der (wegen mF < p — 1) 
nach (38) noch in s,p aufgehenden Primidealpotenz «,B*"’** die 
Kongruenz 


(- 1)"*+1 


(40) TT" = aay” mod a, B°""**. 








Nach (40) ist TT* genau durch s,8*”" teilbar und somit 2 nach 


(26), (22), (38) genau durch s B*"°"’ — 6 p? = p7*r. Wegen der Ver- 
schiedenheit der s,p in (29) folgt daraus unter Hinzunahme des Resultats 
von Satz 1 die Behauptung von Satz 2. 


Satz 3. Hs sei x die n-te Potenz der Lagrangeschen Wurzelzahl eines 
zu n primen Primideals 1-ten Grades p von k,, und q ein zu n und x 
primes Primideal von k,. Dann gilt in k, die Reziprozitdtsbeziehung 


ay (2), =, 


Beweis. Es sei g die q zugeordnete Primzahl und N(q)=g/. Durch 
f-maliges Potenzieren mit gq folgt aus (24) wegen N(q)=1 modn 


(42) Te SF CZ * mod g. 


» mod (p—1) 


Ist also — die Voraussetzung (x,q)=1 hat nach Satz 2 auch (p,q) 
zur Folge — 


(43) N(q) = R~® mod p, 
so folgt aus (42) nach (25) 


Tw.  C , ie C2 1T* mod gq, 


» mod (p—1) 


und daraus, weil auch (1T*, g) = 1 ist, 


Tr* 7-1 = C2 mod q 
oder nach (26) 


N (a)-1 
a “ 2z=l%modq, also erst recht modq. 
Einerseits ist also nach (7a) 


(44) (=) =<. 
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Andererseits ist nach (43), (22), (23) 


¥Ww—t outa 
N(q) * =R * =R™ = Ci modp, 
also nach (7a) 
(45) (7%) =c2. 
Aus (44), (45) ergibt sich die Behauptung (41) von Satz 3. 
§ 3. 


Das Eisensteinsche Reziprozitatsgesetz in k,,) fiir nur aus 
Primidealen 1-ten Grades von k,,) zusammengesetzte a. 


Satz 4. Es sei q eine Primzahl mit der Kongruenzeigenschaft 


(46) -— = 1 mod /’ 
und « eine zu l und gq prime Zahl aus k,,. mit den Higenschaften: 
(47) « = &' mod {} (€ in k,,) 


(48) «@ ist nur aus Primidealen 1-ten Grades von k,,, zusammengeseizt. 
Dann gilt in k,,, das Reziprozitdtsgesetz 


(49) {«, q},,) = 1. 


Beweis. 1. Wir diirfen ohne Einschrankung an Stelle von (47) die 
scharfere Kongruenzbeding ing 


(50) « = 1mod/} 
voraussetzen. Denn ist « prim zu / und g und geniigt den Bedingungen 
(47), (48) des Satzes, so ist einerseits «’-' ebenfalls prim zu / und g 
und geniigt der Bedingung (48) sowie nach (18), (19), (20) der Bedin- 
gung (50). Andererseits folgt, weil 1—1 prim zu / ist, die Giiltigkeit 
von (49) fiir @ aus der Giiltigkeit von (49) fiir a’-' nach (8). 
2. Es sei also « eine zu / und g prime, den Bedingungen (48), (50) 
unterworfene Zahl aus k,. und 


(51) («) = Ip 


ihre Zerlegung in symbolische Potenzen nicht-konjugierter Primideale 
1-ten Grades p, von k,,,, fiir die wir die in § 2 eingefiihrten Bezeichnungen 
p, m, R, Z, T*, x mit dem Index ¢ versehen iibernehmen, jetzt aber 1” 
statt m zu setzen haben. Wir fiihren nun eine Zahl ¢« aus k,,, durch die 
Gleichung 


ZT tr 
r 


(52) « 


u 
= Fi(sr) 
‘Il nm 
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ein. Da nach (51) und Satz 2 die linke Seite und das Produkt rechts in 
(52) aus genau denselben symbolischen Primidealpotenzen zusammengesetzt 
sind, ist diese Zahl e jedenfalls eine Einheit aus k,,,. Der Beweis von 
(49) reduziert sich dann auf den Nachweis der Tatsache 


(53) e=(—1)"". 
Ist namlich (58) gezeigt, so folgt fiir jeden Primteiler q von qg in k,, 


( weil 
(),- (Sf he (*),- ; 


ist) nach (52), (8) 
Zt hed 4(8r) 
(: r ),~ I (= ), : 


Wegen der aus Satz 3 (entweder nach (10) oder weil af zu p%r ebenso 
zugeordnet ist, wie 2, zu p,) folgenden Reziprozitatsbeziehungen 


(*) Ca). also f—) - (S) (nach (8) 


(v) (v) 

















hat man also weiter nach (8), (51), (7c) 


0 C),- 1 Gs) -F2),. 


*) 1 (v) 


a? *r a 
F),.- (Ss), 
4 () 8, 4/\) 
Sree 


(55) (« ‘ Bo I (=) IT (=) * eer), = (ves), 


(») (») 





Nun ist nach (8), (10) 





also nach (8) 











Aus (54), (55) ergibt sich somit, wenn N(q) = q/ ist, nach (8), (7d) 
(56) {a, qi, =1. 


Da aber der Grad f von q wegen der Voraussetzung (46) ein Teiler von 
1—1, also prim zu / ist, folgt aus (56) die Behauptung (49) von Satz 4, 
wenn nur (53) richtig ist. 











Nachweis von (53). 


3. Wir zeigen zunachst, daB die Einheit « aus k,, eine Einheits- 
wurzel ist. Dazu geniigt es*°), weil die konjugiert-komplexe Zahl ¢ aus « 
durch den Automorphismus s_, von k,,, entsteht, zu zeigen, daB 


(57) le |* = ef = enter =] 


ist; denn dann folgt, weil die Galoissche Gruppe {s,} von k,, Abelsch 
ist, auch 
(58) |8.@ \* = 8, &+8,8 = gr (6+8-1) — gltits-s)sr — 1** — 1, 


Zum Nachweis von (57) beachten wir nun einerseits das im Beweise 
von Satz 1 erhaltene Resultat (27), also 


| _ i” 
m; = P; , 


aus dem sich, unter Anwendung einer entsprechenden SchluBweise wie 
in (58), 





u u 
¥ s ¥ 
(59) | ae Pe'er) | =p} Pi a), also | La = I; FP; (1) 
ergibt. Andererseits wird entsprechend wie in (58) 
| DFs,|* ZS F sr (8,+8_,) DF srt+ TF s_- 
a ¥ =¢€d = ¢@ - r 





ZF r+ TU" —-Ner i” Sar y 

set ae *" — N(a)! 
Da nun, wenn nicht der Spezialfall 1 = 2, » = 1 vorliegt, k,,, total-imagi- 
nat, also N(a«)=—|N(a)| = N((«)), und in jenem Spezialfalle sicherlich 
N(a)* =| N(«)|* = N((a))* ist, so folgt unter Beriicksichtigung von (51) 


weiter 
se | 3 


| tate ve, eee ee 
(60) a’ | =N((a))’ = JJ N(pF?)” = [pro 
t=1 i=1 


Aus (59), (60) ergibt sich nach (52) die Behauptung (57). 
4. Da in k,, fiir 14+ 2 nur die 2/’-ten, fiir ]—2 nur die 2”-ten 
Einheitswurzeln enthalten sind, so kann nach (57) nunmehr 


(61) e=(—1)" te 
gesetzt werden. Der zu erbringende Nachweis von (53) kommt dann auf 
(62) c = 0 modl’” 


hinaus. Zum Beweise von (62) betrachten wir die e definierende Gleichung (52) 


1) Siehe hierzu Z.B. Satz 48. 








Eisensteinsches Reziprozitatsgesetz. 613 
als Kongruenz nach einer Potenz von [,. Nach (13), (14) folgt zunachst 
aus (24) 

T= yy Z%=-1=—Chmodl, (mu beliebig). 
» mod (p;—1) 
Daher ist nach (26) 


(—1)" a,—1=(—T)"”-1= z (— Ti — tf) 
#modl” 


=(-1)" JT (1 +66) =0 moat”, 
also — 


a, =(—1)"" mod ft”. 


Wegen der Invarianz von [, bei den s, ergibt sich hiernach aus (52), 
(61) die Kongruenz 


arte bl pe i” 
(63 ) a =(—1)"%)modf, . 


Aus (63) folgt zunachst nach der Voraussetzung (50) wegen der Invarianz 
von I, bei den s, 


1 = (—1)"'¢¢, mod, 
also nach (18), (19), (20) 


c = 0mod!. 
Fiir » =1 ist hiermit (62) festgestellt. 
Fiir y = 2 kann 
(64’) c = Ic’ modl” 


gesetzt werden, und es folgt dann aus (63) unter Beriicksichtigung von 
(5), (16) die Kongruenz 

(65’) a? =m (—1)" fy mod. 

In (65’) fassen wir nun, unter Abspaltung einer 1”~*-ten Potenz, alle 
Glieder im Exponenten links zusammen, die mod/”~* kongruenten r ent- 
sprechen. Zu ein- und derselben Restklasse mod/”~* gehéren immer genau 
1 Automorphismen s,, die sich nur um die / Relativautomorphismen von 
ky», nach k,_, unterscheiden, wahrend sie alle ein und denselben Auto- 
morphismus von k,_,, darstellen. Bezeichnet also n,_,() die Relativ- 
norm von k,, nach k,-1), so wird durch den genannten ProzeB (65') zu 


grt 


(63’) Ny (@ <= (—1)"¢é_, mod 1/75", 
wo die SY’ die entsprechende Bedeutung fiir k,_, hat, wie die 5S fiir 


arr 17-16 (8) 
) a 
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ky»), und wo G(s,) eine ganzzahlige Linearform in den ¢, ist. Einerseits 
ist nun nach (50), (13), (14), (15) 


ec _1—] JT (a—t¢_y)=Omodl?””, 


pwmodi”—1t 


also, da wegen » > 2 gilt 21”-*>21, nach (15) 
(66’) a" = 1 mod {*_;. 


Andererseits folgt mittels des nachher zu beweisenden Hilfssatzes aus (50) 
(50’) n,—,(«) = 1mod{>_,. 


Nach (66’), (50’) ergibt sich aus (63°) wegen der Invarianz von I,_, 
bei den ¢,, 87 . 
l1=(-— 1)” t%—1) mod cs. 

also nach (18), (19), (20) 


c’ = 0mod!. 
Fiir » =2 ist nach (64’) hiermit (62) festgestellt. 
Pir »>3 kann 
(64”) ec’ = Ile” modl”™* 


gesetzt werden, und es folgt dann aus (63’) unter Beriicksichtigung von 
(5), (16) die Kongruenz 
(65”) a (a)? tO) = (-- 1)" té_», mod _ ape 


die nach derselben Art wie oben zu 


(68") mg (a), (a) ral 2 om (— 1) 28 mod 
umgeformt werden kann. Entsprechend zu (66’), (50’) folgt dann aus 
(50°) wieder einerseits 
(66”) n,_,(a)” "= 1mod[2_s, 
andererseits mittels des nachher zu beweisenden Hilfssatzes 
(50”) N,—9(«) = 1mod[}.,, 
und damit, wie vorher, aus (63”) 
c” = 0 modl, 


wodurch (62) fiir y= 2 nach (64’), (64”) festgestellt ist. 

So fortfahrend ergibt sich allgemein die Richtigkeit von (62), also 
nach dem schon Gesagten von (53) und damit der Behauptung (49) von 
Satz 4. 
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Die im Beweise verwendeten Kongruenzen (50’), (50”),... folgen 
ohne weiteres mittels des nachstehenden Hilfssatzes aus der Voraus- 
setzung (50): 
Hilfssatz. Ist « eine zu l prime Zahl aus k,, (vy >2) mit der Kon- 
gruenzeigenschaft 


(50) « = 1mod[?, 

so gilt fiir thre Relativnorm nach k,_,, die Kongruenz 

(50’) My—1(«) = 1 mod[}_,. 
Beweis. Wird gemaB (17), (50) 

(67) e= [J(1— 4)" mod 


gesetzt, so ist wegen (50) nach (18), (19), (20) 
a, = 0modl. 


Wegen (1—4,)'= th, =l,-1 ist daher die Relativnorm nach k,—1 des 
*¥ =1 entsprechenden Faktors rechts in (67) eine Potenz von 


My—1 (C—2) - te» = 1 mod C., . 


Da wegen der Invarianz von [, bei den s, aus (67) durch beiderseitigen 
Ubergang zur n,_,() eine richtige Kongruenz entsteht, wird somit die 
Behauptung (50’) bewiesen sein, wenn 


(68) m,,(1—47)=1mod{?., fir F>1 
gezeigt ist. 
Nun ist, wenn S,(),..., S,() die symmetrischen Grundfunktionen 
beziiglich x =1,..., 2 bezeichnen, 
(69) Mya (1 — AF) = m,-1 (1 — (1 — S)”) 
=14+ 8,(1—lmtm)’ +--- +8, (1— led)’. 


Wir berechnen zunichst die den S,(),..., 8,() entsprechenden Potenz- 
summen P,(),..., P,(). Es ist 


“\r x \oF er es 
P.(1 — Se bin)” = Py (1 — Se S)® a a 1)" we Co Cay 
er . 
an oe 1 “{@ ja ~ fl 
A! ) (r) om fo) 
Da nun YS ¢i{=0 oder =1, also jedenfalls = 0 mod/ ist, folgt 


mod! 


P,(1— Len tin)” = O0modl. 
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Aus den Newtonschen Formeln 


P, + 8, Pons + ---+8,-1P,+08,=0 (o=1,...,1) 
ergibt sich hiermit auch 


(70) S.(1—lmt>)’ =Omodl (g=1,...,4—1), 
wahrend 
(71) 8,(1 — SS)” =(— 1)’ ma (1 — Sn)” 


= (—1)'n,_, (4) = 0 mod [_,, 


also wegen ¥>1 auch mod ae ist. Da i. (wegen »> 2) Teiler von 
I ist, folgen aus (69), (70), (71) die Kongruenzen (68) und damit nach 
dem schon Gesagten die Behauptung (50’) des Hilfssatzes. 


§ 4. 
Das Eisensteinsche Reziprozititsgesetz in ky) fiir beliebige a. 
Satz 5. Es sei q eine Primzahl mit der Kongruenzeigenschajt 


(46) q’* =1 modl’” 
und « eine zu l und q prime Zahil aus k,, mit den Higenschaften: 
(47) ée=> &' mod? (é in ki) » 


(48a) in « kommt kein Primideal |"-ten Grades (u>1) von kj) vor. 
Dann gilt in k,, das Reziprozitatsgesetz 
(49a) {«,q},, =1. 
Ist im Falle 1=2, »>3 an Stelle von (48a) nur die Bedingung: 
in « kommt kein Primideal 2"-ten Grades (u=>2) von ky) 


(48b) ¢{ vor, und an Primidealen 2-ten Grades von k,) nur solche, 
die relativ zu kj.) vom 1-ten Grade sind 


erfillt, so gilt an Stelle von (49a) jedenfalls 
(49b) {«, g},_4 =1-") 

Beweis. a) Unter der Annahme (48a) ist ein in « vorkommendes 
Primideal p von k,) entweder vom 1-ten Grade oder von einem Grade ci“ 
mit lo usrv—1, cl\l—1, ¢+1. Die Zerlegungsgruppe zu einem p 
der letzteren Art ist von der Ordnung cl“, also wegen c+1 nicht in 
der Gruppe der s, mit r=1mod/ enthalten, da diese Gruppe die Ord- 


1) Im Falle 1 =2 ist die Behauptung (49a) von Satz 5 schon auf Grund von 
Satz 4 richtig, weil dann die Voraussetzung- (48a) der in Satz 4 gemachten Voraus- 
setzung (48) gleichkommt. Die Behauptung (49b) dagegen geht iiber Satz 4 hinaus. 
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nung /”~* hat. Somit gibt es fiir diese p mindestens gnen Automorphis- 


mus 8, mit r==_1mod/ von k,), so daB p=s,p, d.h. p*” = (1) ist. 
In der Zahl ~ 
(8:—8r) 


(72) ty = oF imod 


kommt dann also kein Primideal der letzteren Art mehr vor, sondern nur 
noch solche der ersteren Art, d. h. vom 1-ten Grade. Da zudem mit a 
auch «, die Kongruenzeigenschaft (47) hat und prim zu / und q ist, folgt 
nach Satz 4 ; 
(73) {%, q},,=1. 
Nun ist nach (72) unter Beriicksichtigung von (8), (10) 
NM a-r 

(74) {5G}, = {a, g} rr rmoe 
Weil aber JJ (1—r) prim wz / ist, ergibt sich aus (73), (74) die 

r==1modl 
Behauptung (49a) von Satz 5. 

b) Im Falle 1=2, »>3 unter der Annahme (48b) ist ein in « 
vorkommendes Primideal » von k,, entweder absolut vom 1-ten Grade 
oder. relativ zu k» vom 1-ten, absolut vom 2-ten Grade. Die Zer- 
legungsgruppe zu einem p der letzteren Art ist von der Ordnung 2, 


wird also durch einen Automorphismus s, der Ordnung 2 erzeugt, dessen 
zugeordnete Restklasse * somit die Eigenschaft 


(75) #* = 1 mod 2” 


hat. Da aber der Zerlegungskérper zu p den Korper kj.) nicht enthalt 
(weil p in einem Primideal 2-ten Grades von. kj) aufgeht), ist die Zer- 
legungsgruppe zu p nicht in der k,) zugeordneten Gruppe der s, mit 

=1mod2* enthalten, und es gilt daher fiir die obige Restklasse * 
neben (75) noch 


(76) # = 1 mod 2”. 

Die Bedingungen (75), (76) besitzen nur zwei inkongruente Lésungen 

7,, 7, mod 2”, da von den vier inkongruenten Lésungen 
#=(—1)°(1+6¢2”"*)mod2” = (b, c = 0 oder 1) 

von (75) die beiden 6=0 entsprechenden durch (76) ausgeschlossen 

werden. Somit sind alle in a vorkommenden Primideale 2-ten Grades 

von k,) bei 8; oder s; invariant, so dab 

(77) a= eS 


Mathematische Annalen. 97. 40 
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eine nur aus Pgmidealen 1-ten Grades von k,) zusammengesetzte, zu 
2 und q prime, (47) geniigende Zahl aus &,) ist. Nach Satz 4 folgt daher 


(78) {a, 9}, =1. 
Nun ist nach (77) unter Beriicksichtigung von (8), (10) 
(79) {ce @},, = {ae, qa O-*, 


Weil aber (1—#,)(1—7,) nach (75), (76) genau durch 2° teilbar ist, 

ergibt sich aus (78), (79) nach (9) die Behauptung (49b) von Satz 5. 
Satz 6. Der Hauptsaiz ist richtig im Spezialfalle n=l", k = ky), 

d.h.: Ist q eine Primzahl mit der Kongruenzeigenschaft 

(46) qg'-!=1 modl’” 


und « eine zu l und gq prime Zahl aus k,, mit der Kongruenzeigen- 
schajt 


(47) «= &' modi? (€ in ky), 
so gilt in k,, das Reziprozitdtsgesetz 

(49a) {@,q},,=1 fiir l+2 und fiir l=2, <2 
(49b) {¢,q},-)=1 fir l=2, r>3. 


Beweis. Fiir »=—1 ist Satz 6 bereits durch Satz 5 bewiesen, weil 
es in ka nur Primideale von in /—1 aufgehenden, also zu / primen 
Graden gibt. 

a) Es sei 1 +2, »>2 oder 1=2, »=2. Dann bezeichne a das 
Produkt aller Potenzen von Primidealen der Grade 1“ (1< u<yv—1) 
von k,), die in « vorkommen. Dies Ideal a gehért schon zu k,_1). 
Denn die Zerlegungsgruppe eines Primideals /"-ten Grades hat die Ord- 


nung 1“, der Zerlegungskérper also den Grad aoe = 1”~*-“(1—1) und 


ist daher, weil &,, in den angegebenen Fallen zyklisch ist, mit dem 
einzigen Unterkérper k,_,,, dieses Grades von k,) identisch. Wegen 
=}1 gehéren also alle solchen Primideale, d.h. auch a zu k,_». 


Wir bestimmen nun ein zu / und g primes Primideal 1-ten Grades 
D,-1 in kw-» mit den Eigenschaften 


(80) N(p,-:) =1 mod l” 
(81) ap,—1 = (a1) (ay-1 in ky»). 


Das ist sicher méglich, Denn (80) bedeutet die Zugehérigkeit von p,_, 
za derjenigen Idealgruppe h,_; in k,-1, der k,) als Klassenkérper zuge- 
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ordnet ist **), (81) die Zugehérigkeit von p,_, zu einer bestimmten Ideal- 
klasse nach der Idealgruppe H,_,; aller Hauptideale von k,_,) (einer ab- 
soluten Idealklasse von k,,—1)), der als Klassenkérper der absolute Klassen- 
kérper K,_,; zu k,3, entspricht. Da nun der einzige k,_,, enthaltende 
und in k,) enthaltene echte Oberkérper von k,_;, namlich der K6rper k,,, 
nicht in dem relativ zu k,.,) unverzweigten Kérper K,_, enthalten sein 
kann, weil die Relativdiskriminante von k,) nach k,-;, den Primteiler 
1,, enthalt, sind &,, und K,_, relativ zu k,_,) teilerfremd. Daher **) 
ist die Vereinigungsgruppe {h,_,, H,-1} die Gruppe aller (zu /] primen) 
Ideale von &,~3,, und somit ist der Durchschnitt von h,_; mit der durch 
(81) geforderten Idealklasse nach H,_; nicht leer, sondern ein bestimmter 
Komplex von Strahlklassen mod /’. In diesem Strahlklassenkomplex gibt 
es dann sicher™*) ein zu / und g primes Primideal 1-ten Grades p,_; von 
kjy-1), Wie in (80), (81) gefordert **) 

Wir wahlen ferner a}_, in (81) unter seinen assoziierten so aus, daB 
es der Bedingung (47) fiir k&,-1, dh. einer Kongruenz 


(47’) a1 = &”' mod ve (¢’ in ky-1)) 
geniigt. Das kann nach (18) sicher durch Abspaltung eines geeigneten 
Einheitsfaktors, nimlich einer Potenz ¢{_,) erreicht werden. 
Mit dem nach (80), (81), (47’) bestimmten «/_, setzen wir nun 
c=, 1a. 

Nach (81) ist dann («, =, ” und da p,_; nach (80) in &,) in 
Primideale 1-ten Grades zerfallt, ist daher «, zufolge der Wahl von a 
eine Zahl aus k,, mit der Eigenschaft (48a) von Satz 5. Nach (47), 
(47’) (vgl. auch (15)) geniigt ferner a, der Kongruenzbedingung (47) fiir 
ky). SchlieBlich ist a, nach Wahl von p,_, mit « prim zu / und g. 
Somit ist «, eine den Voraussetzungen von Satz 5 fiir k,) geniigende Zahl 
aus k,), wahrend «,_, eine den Voraussetzungen von Satz 6 fiir k,) ge- 
niigende Zahl aus k, 1 ist. Ist »—2, so geniigt a_, nach dem zu 
Beginn des Beweises Gesagten ebenfalls den Voraussetzungen von Satz 5 
und — der Wahl von a und p,_, zufolge — sogar denen von Satz 4. 


#2) Siehe etwa meinen ,Bericht iiber neuere Untersuchungen und Probleme aus 
der Theorie der algebraischen Zahlkérper“, Teil I (Jahresber. d. D. M-V. 85 (1926)), 
Satz 19. — Im folgenden zitiert mit B. 

8) B. Satz 11. 

4) B. Satz 13. 

15) Im Falle 7=2, »=2 ist die Bestimmung eines p,-1 geméB (80), (81) ent- 
behrlich, weil dann a als Ideal aus dem rationalen Kérper k1) von selbst Hauptideal 
(af) ist. 


40* 
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Es werde dann «)_, = a,_,; (= «,) gesetzt. Ist »>3, so kénnen wir auf 
«,_,; denselben Abspaltungsproze8 anwenden, wie eben auf «. Fiir die 
p,-1 entsprechenden Hilfsprimideale 1-ten Grades p, von k,,) (1< u<» —1) 
kann dabei, weil der absolute Klassenkérper K, zu &,) nicht nur zu 
kiu+1) Sondern sogar zu &,) teilerfremd beziiglich &,,) ist, stets die Kon- 
gruenz (80) mit dem Exponenten » (nicht nur mit dem Exponenten y + 1) 
gefordert werden, so da8 diese Hilfsprimideale p, von &;,, durchweg in 
k») in Primideale 1-ten Grades zerfallen. Wir gelangen so schieBlich zu 
einer Aufspaltung 
(82a) @ =O, 2. Gy1 Gy 
in Faktoren «, aus k,,, mit den folgenden Eigenschaften : 
«, geniigt den Voraussetzungen von Satz 5 fiir k,,). 
«, (1S “xg y—1) geniigt den Voraussetzungen von Satz 5, ja 
sogar von Satz 4 fiir k,,, und ist iiberdies nur aus solchen Prim- 
(83) | idealen 1-ten Grades von &,,,. zussmmengesetzt, die in k,) ent- 
| weder unzerlegt bleiben (und den Grad /”"“ bekommen) oder in | 
Primideale 1-ten Grades zerfallen. 
Da die Voraussetzung (46) fiir q beziiglich aller dieser &,,) a fortiori er- 
fiillt ist, wird somit unsere Behauptung (49a) nach (82a), (8) und Satz 5 
sicher dann bewiesen sein, wenn die Richtigkeit der folgenden Tatsachen 
fiir ein (83) geniigendes «, aus k;,) festgestellt ist: 


(84) wr %ns I don) = nd Mes Vu; fiir b+ 2, isusr-l1 
(84) ors Wy) = 1 fiir _— Ze w=l, y= 2. 


1. Sei q, einer der Primteiler von g in k,) und q, einer der Prim- 
teiler von q, in k,. Da der Relativgrad von q, nach &,) einerseits 
Teiler des Relativgrades /”™“ von &,) nach k,,), andererseits Teiler des 
nach (46) in 1! —1 aufgehenden absoluten Grades von q, ist, ist q, vom 
1-ten Relativgrade nach k,), d.h. es zerfallt gq, in &,) in /’-” Prim- 
ideale vom 1-ten Relativgrade. Bezeichnen also N,( ), N,( ) die Normen 
in ky), ky), 80 ist N,(q,)=N,.(q,) und folglich nach (7a) 








By (4-1 
Se) = ” 
(85) F28 ney ane 4. 
Vy Q)—-1 
@e\  _ ” 
(86) whale = mod q, . 


Da nun die Relativautomorphismen s, von k,) nach k,,, den Rest- 
klassen r = 1 mod!“ entsprechen und daher nach dem Gesagten 


Gu = I 8, q, 


f==1 mod /i* 
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ist, wird nch (7b), (10) unter Beriicksichtigung der Invarianz von a, bei 


diesen 8, 
2),- I, (2. 
at (») JT, ye @) Gy /() , 
also weiter nach (86) 
- le 
(87) (st) =o, " rmimett  moda,, 
()\ 9u/ 
also auch mod q,. 
Nun ist 


i7-# —1 


ie ae eT >y (1+ xl") 


f= 1 modi" 7 =1modi* 
apy po OS ar +072 =! moat”, 
also 
a P. modi” fir 1+ 2, Shell pice 
r=imodi# 0 modi’ fir 1=2, w=1, v=2 


Tragt man dies in (87) ein, so resultiert — fiir 1 +2 durch Vergleich 
mit (85) — 


a 
(S) = AA) fir 1+2, l<usr—l, 
(r) 4, (r) @ 
a 
(%) — i” ‘te Pah, PRE md 
()\ 9 u/ () 
also nach (7b, c) 
(88a) (=) - (“) fir 1+2, 1<u<v—1, 
w\IT7~) oS 17) 
(888) (%*) — 1 fir 1=2, poi, v=. 
@\ 7 /(») 


2. Sei p, ein in «, vorkommendes Primideal von k,). Nach (83) 
zerfallt p, dann entweder in k,) in 1”™“ Primideale 1-ten Grades; dann 
folgen nach denselben Schliissen wie oben unter 1. die Tatsachen 


q q 
89 (*) = (3) fir 142, 1 ~1, 
(89a) Pa) oy Fs Py tes ~*~ sear 
(89) (*) = 1 fir 7=2, w=—1, »=2. **) 
(wy \" B7 ) 


Oder aber p, bleibt in &,) unzerlegt und bekommt den Grad 1”. Es 


%*) Nach dem auf 8. 619 Anm. **) Gesagten kommt diese auf die Hilfsprimideale p , 
beziigliche Relation de facto gar nicht in Betracht. 
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sei dann zunachst p,_, der Primteiler /”~“~*-ten Grades von p, in ky-1, 
der also in &,, Primideal vom Relativgrade / wird, so daB N,(p,-:) 
= N,-1(p,-1)' und 

(90) N,-1()--1) = 1+ cl" mit ganzem c= 0 mod! *”) 


ist. Nach (7a) ist daher 


¥y—1(¥)—1)-1 





(91) (3) =¢ "  modp, 
(v—1) \" ¥-1/(—1) 





¥y—1 (Pp—1)!-1 


(92) (2 ) =q dad i mod p,_;. 
(y\*r-1/ i) 


Nun ist nach (90) 
N,_1(v,-1)'-1 = N,_-1(0,-1)—1 N,_,(p,-)'-1 

















oa r yt To) 
N,_,(0,-3)-1 (1+et"-1)'-1 
yr-? cl’ 


und weiter, wenn C eine ganze Zahl bezeichnet, durch Binomialentwicklung 


(1¢et-1)'-1_ ele cnr“ ef te—® = 14% p!-9-" mod I”-!, 
el” el” 

also — weil fiir 14+ 2 wegen »>2 gilt: I(y —1)—vy=>3(y¥—1)—»r 

=2»—3>»-—1, wahrend fir ]—2, »=2 gilt: l(»-—-1)—v»=0 — 

es 1 modi” fir 1+ 2, fast 

(94) cl”  |Omodl”’ fir 1=—2, r—2]J° 

Aus (93), (94) folgt durch Eintragen in (92) — fiir 7+ 2 durch Ver- 

gleich mit (91) — 





(1+el1)'-1 








(95a) (;#-) ~ (=#-) fir 142, »>2, 
(») Pr—a (r) (»—1) Py—1 (y—1) 

(958) [*) - 1 fir 1=2, »=2. 
w\Pr—t/ 9) 


Aus (95a) ergibt sich weiter durch (y — ~)-malige Anwendung der- 
selben SchluBweise, was wegen der Unzerlegtheit des Primideals p, von k,,. 
in der Tat geht, . 


Pu ye 





17) Nach dem auf S. 619, Anm. **) zitierten Satz. 
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und aus (89a), (898), (96a), (958) folgt nach (7b, c) 


(97@) (£) a (2) fir 142, 1<u<y—1, 
wo“) a \“#/ 

(978) (#) - 1 fir taS, pel, rm. 
()\ #7 oy) 


Die Resultate (88a), (888) und (97a), (978) von 1. und 2. setzen 
sich nach (7d) zu den gewiinschten Relationen (84a), (84) zusammen. 
Damit ist nach dem dort schon Gesagten die Behauptung (49a) von 
Satz 6 bewiesen. 

b) Es sei 1=2, »>3. Dann kann a, weil k,) jedenfalls zyklisch 
iiber kg.) ist, durch einen entsprechenden Abspaltungsproze8 wie vorher 
unter a) in ein Produkt 


(82b) O = Oly... Wy—1 My 


von Faktoren @, aus k,) aufgespalten werden, die jeweils nur aus Prim- 
idealen 1-ten Relativgrades von k,,) nach k,) zusammengesetzt sind, also 
der Voraussetzung (48b) von Satz 5 geniigen, und fiir die auch die iibrigen 
Voraussetzungen von Satz 5 jeweils beziiglich k,) erfiillt sind. Nach 
(82b), (8) und Satz 5 kommt dann die Behauptung (49b) auf den Nach- 
weis der Beziehungen 


(84b) Mu V—2) = Guus Vin —2 fir 2<u<v—1 
zuriick. Nun ist nach (8), (9), (11) 
Au Vora = nh 1 (Mu) > ipa) = w—yh%> Wray 
= -yi%> Wnr-g =<)» 


was nach »— yu Schritten die Beziehungen (84b) und damit nach dem 
schon Gesagten die Behauptung (/9b) von Satz 6 ergibt. 


Durch a) und b) ist Satz 6, nach den Ausfiihrungen in § 1 also auch 
der Hauptsatz, vollstindig bewiesen. 


Allendorf (Werra)-Sooden, im September 1926. 


18) Fiir 1 + 2 kénnen die (84b) entsprechenden Relationen (84a), (848) nicht 
so einfach unter Anwendung von (11) bewiesen werden, weil das 1”-te Potenzrest- 
symbol in k,,_; keinen bestimmten Sinn hat. 


(Eingegangen am 18. 9. 1926.) 











Beitrige zur Theorie der Dedekindschen Zetafunktion. I. 
Abschiatzung von S¢(1-+ éf). 
Von 
Arnold Walfisz in Wiesbaden. 


Fiir die Dedekindsche Zetafunktion Cg(s) eines beliebigen algebraischen 
Zahlkérpers & gilt nach E. Landau‘) 


(1) Ce(1+ #t) = O(logt), 

wahrend fiir die Riemannsche ((s) nach H. Weyl*), dariiber hinaus, noch 
log t 

(2) (+ st) = O(a) 

bekannt ist. 


Ich iibertrage im folgenden (2) auf die Zetafunktion (y(s) eines 
(absolut) Abelschen Zahlkérpers : 





‘) c(l+ 4) = 0.465), 
Als wesentliches Hilfsmittel hierzu dient die bekannte Faktorisierung 
(4) | Cu(s) = C (8) L, (8)... Dp-1(8) 


von f(s) in die Riemannsche Zetafunktion und k —1 eigentlichen Charak- 
teren entsprechende L-Funktionen des rationalen Kérpers, wobei iiberdies 
noch k den Grad von & bezeichnet *). 








) ,Ueber die zu einem algebraischen Zahlkérper gehérige Zetafunction und die 
Ausdehnung der Tschebyschefschen Primzahlentheorie auf das Problem der Verthei- 
lung der Primideale“ [Journal fiir die reine und angewandte Mathematik 125 (1993), 
8. 64—188], S. 91, Formel (34.). 

%) ,Zur Abschitzung von ((1+it)“ [Mathematische Zeitschrift 10 (i921), 
S, 88—100}. 

®) Schreibt man das ¢-L-Produkt in der Form 

D, (8)... Dy— (8) Ly (8) 


(Fortsetzung der FuGnote *) auf n&chster Seite.) 
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Ich benutze die Gelegenheit, um an dieser Stelle auf den Primideal- 
satz in Abelschen Zahlkérpern einzugehen. Es bezeichnen im folgenden: 
p rationale Primzahlen, a Ideale, p Primideale; p, Primideale ersten 
Grades, die nicht in einer vorgegebenen natiirlichen Zahl m aufgehen; 
C,, Cy, C, positive absolute Konstanten. Ferner setze ich fiir x > 0 


s(js)= 31, a«ale)= £ 1. 
Nyse Nv,S2 


Nach Landau‘) ist fiir einen beliebigen Kérper & k-ten Grades 


x(2)= [2% +0 (ze ner) 


nach J. E. Littlewood fiir den Kérper der rationalen Zahlen 


(5) n(z)= {2% + 0(ze*¥oerienioes), 

é 
Landau (dem der nichtpublizierte Littlewoodsche Beweis vorgelegen hat) 
gab eine neue Begriindung fiir (5) an®) und iibertrug die Formel auf 
Primzahlen in Restklassen*), Sie lautet alsdann fiir zwei teilerfremde 
natiirliche Zahlen / und m 


(6) x2(2;m,l)= py 1= 5¢ay | ogy + (ze ey, 
a 3 


wobei g die Eulersche Funktion bezeichnet. 


Es liege nunmehr ein Kérper 2 k-ten Grades vor; m werde so fixiert, 
da8 der Kérper der m-ten Einheitswurzeln & als Teiler enthalt. Dann 
ist g(m)=kk, ein Vielfaches von k, und aus den y(m) zu m primen 
Restklassen mod. m lassen sich k, geeignete 


Spe 4 


so herausgreifen, da8 alle in ihnen enthaltenen p, und nur diese, 1) durch 
je ein p, teilbar sind, also in ein Produkt von lauter Primidealen ersten 


und 148t auch uneigentliche Charaktere zu (beim Kérper der m-.en Einheitswurzeln 
legt man z.B. Wert daiauf, daB alle Charaktere mod. m vertreten sind), so ist noch 
ein trivialer Faktor anzubringen. 

*) ,Einfiihrung in die elementare und analytische Theorie der algebraischen 
Zahlen und der Ideale“ [Leipzig und Berlin (B. G. Teubner) 1918], S. 110, Satz 191. 

5) ,Uber die Wurzeln der Zetafunktion“ [Mathematische Zeitschrift 20 (1924), 
S. 98-104], § 5. 

*) ,Uber die ¢-Funktion und die L-Funktionen“ [ebenda, S. 105-125], § 5. 
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Grades zerfallen, und 2) nicht in m aufgehen. Es wird daher, in Ver- 
bindung mit (6), 


a,(z)=k Sa(z; m, l,.) 
a=1 


(7) - ok + O (zee Moermnes), 


Andererseits hat man offenbar 


0Sa(2)— (2) SbF 1+ 0(1)—O(Y2), 
so daB jetzt (7) _ 


(5a) a(z)= i + O(xe 108s osloes 





liefert. Damit ist (5) auf Abelsche Kérper iibertragen. 


Fur jedes & ist nach H. Bohr und E. Landau’) 
(8) Ca(1+ st) = Q (log log t) 
bekannt. Zwischen (1), (2), (3) einerseits und (8) andererseits besteht 


noch eine empfindliche Liicke. Fiir die Riemannsche ((s) laBt sich diese, 
wie J. E. Littlewood*) gezeigt hat, ausfiillen, wenn man die Riemannsche 


Vermutung 

(9) ¢(s)+0 fir o>} 

als richtig annimmt. Unter dieser Voraussetzung wird namlich 
(10) C(1-+ ét) = O(log logt), 


womit — in Verbindung mit (8) — eine definitive Abschatzung gewonnen ist. 

Ein Blick auf den Littlewoodschen Beweis von (10) zeigt, daB die 
Voraussetzung (9) nicht voll ausgenutzt wird. Es geniigt, wenn man die 
Existenz eines 9 <1 mit 


(11) C(s)+0 fir o>@O 


annimmt. 
%) , Uber das Verhalten von {(s) und ¢,(s) in der Nahe der Geraden o = 1“ 
[G6ttinger Nachrichten 1910, S. 303—330]. 
*) ,Researches in the Theory of the Riemann ¢-Function“ {Proceedings of the 
London Mathematical Society (2) 20 (1922), S. XXII—XXVIII]. Genauer ausge- 
fiihrt in der Abhandlung ,On the Riemann Zeta-Function“ [ebenda 24 (1924), S. 175 
bis 201], Theorem 7. Vgl. auch H. Bohr und E Landau, ,Uber das Verhalten von 


ao auf der Geraden «= 1“ [Gattinger Nachrichten 1923, S. 71-80], FuBnote 5). 
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Die Littlewoodschen Betrachtungen lassen sich, wie ich noch zeigen 
will, ohne weiteres auf die Dedekindsche Zetafunktion eines beliebigen 
K6rpers iibertragen, sofern man die zu (11) analoge Annahme 


(12) fe(s) +0 fir o> Og (Og <1) 
macht. Man hat dann 
(13) Ca(1+ tt) = O(log logt). 


Im folgenden bringt § 1 einen Beweis von (3), § 2 denjenigen von 
(13), unter der Voraussetzung (12). 


§ 1. 
Fiir einen beliebigen Zahlkérper ® k-ten Grades (der Bequemlichkeit 
wegen setze ich k >2 voraus) seien: 


(14) (o>1) te(s) => xin; 


@ das Residuum von Cg(s) im Pole s =1; 
(#>0) HA(x)= SF (n), P(x) = H(x) — 02. 





Ich verwende ferner, und zwar ohne es besonders zu erwahnen, neben 
H(z) = O(z) 
die altere Webersche Abschatzung 


P(z)=0(2""#) 
Cy, +++) Cgq Sind geeignete positive, nur von & abhangige Konstanten; 
t werde positiv und alsbald so groB angenommen, dab 
t = [log logt] > 2 
gilt (insbesondere ist dann ¢> 3); alle O-Zeichen diirfen implizite nur 


von § abhingen. 
Fiir o> 1 ist, wenn » die kleinste ganze Zahl > t* bedeutet, 


—F 
tas) = a+ 
ast* n=yv 


F(n) H(v-1) os a P (u) 
a ae + Shore taf vee 


utt 





nst 


wie man durch Auswertung des Integrals rechts feststellt, 


°) H. Weber, ,Uber einen in der Zahlentheorie angewandten Satz der Integral - 
rechnung“ [Géttinger Nachrichten 1896, S. 275—281 ]. 
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Gehe ich nunmehr bei festem ¢ zur Grenze o—+1 iiber, so folgt 
*) +0(1). 


1+é8 








ty (1 +68) “2, Fal+omn+ 00 +000) a 
ase" +7 acta 





\ 


set =@ (ret) 





Wegen 
F 

| & Fe « 
es 


ast 
wird somit 
(15) t(ltst— 3 Stat 0 (arg) 


o (‘8 
0\ 








t 


<= 7) lay 


<i 











at <n <t* 

Ich nehme jetzt o>1 an und multipliziere die der rechten Seite 
von (4) entsprechenden absolut konvergenten Dirichletschen Reihen 
1 2,_, (*) 


(m) * 
A ey Dy (0) = 


n=1 





a=1 


TOPE: 3 EL (= 


Es folgt dann, durch Koeffizientenvergleichung mit Reihe (14) 
mo (1) %q (My) - ~~ Xe—a (M-1)- 


F(n)—= 


My My.-- 
Die k — 1 Charaktere haben eine gemeinsame Periode m (wenn sie 
auch keine Charaktere mod. m zu sein brauchen). Daher wird 
Xn-1 (™,-1)f(m), 


(16) F(m)—= = Sa (m,) xq (™m)... 
™,, M,,-.-, mel 


wobei zur Abkiirzung 
f(n) =f (n; m, m,, ...,m,)= > 1 
fh, A, ...ng=K 
n, =m, 2, =m, tte 

ny =m, (mod. m) 

gesetzt ist. 

Es seien 
0<w<1; N,N’ ganz, N<N <2N; t>3 


r>1 ganz, R=2"’; 
Dann gilt, wie Landau loc. cit. Sa 8. 110, (16) — hat, 
r—1 


Z(n+uy “| <2" (w* E (wrk NY “TTR log R 


Fiigt man noch die weitere Voraussetzung 
8<N<t" | 


* y) log? t. 
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hinzu, so folgt aus der vorigen Ungleichung 
Ny’ e . 1 i 1 
(17) | 3 (n + w)~*| < e,(v" Bgetuk + Ne v0R) log t. 
Fiir ganze M, M’ mit 


M<M <2M<2t" 
setze ich jetzt 


al 
(18) b= = (meee my. 
n=M My My... M=M 


n, =M,, 2, =M,,--., 
ny = my, (mod. m) 


Durch die Zusatzbedingungen 
n, = Max(n,,n,,...,m,), M=Max(n,,m,,...,%,),---,%,—=Max(n,,m,,...,,) 


mégen aus S die & Teilsummen S,, S,,..., 8, entspringen. Wird dann 
S durch 8S, + 8S, + ...+ 8, ersetzt, so ist der Fehler, absolut genommen, 


S46 = 1 

Msning...neS2M 

%, SMy,- 2.5 MK 

sy FJ r 

VM Sm.S\3M ny... mes 

bad | 
M +35 . 

<a 2 (5) 

n, 2 Vi 

1 1 1 
<c. yer (a) <ec,. uo? 
Man hat daher 
1 
eek 
(19) |8|S18,|+/8,|+...+15,| +e mM. 
In S, durchlauft das Produkt n, ...n,_, gewisse unter den Werten 
b—t 
n'<(2M)*. 
Zu jedem vorkommenden n’ gehért ferner ein durch 

M M’ 
7 =” sy n, = m, (mod. m) 


gegebenes System von n,-Werten. Wird jetzt 


my 
n,=nm-+m,, {= 
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gesetzt, so ist 0 < w,<1, wahrend n iiber das Intervall 


M M’ 
aim eS" Sarg 








lauft. 
Also ist 
Sis FJ P P (nm + m,)** 
k-1 n,...n%-,;=2'| M , 
7 wm RSS ar 
n'S(2M) 
=- J = (n-+-w,) “|. 
BS &-~ tes" | FE ingeS 5-1 
n'S(2M) zk a'm a'm 








La&t man bei den n-Schranken — w, weg, so ent:teht in der be- 
trefienden Summe ein 











| Fehler | < 2. 
Es ist somit 
(20) |S%|S J S Max (n+ w)~ "| 
E-1 n,...m-, =n’ OC ws Mca 
n’si2m * am = nim 
+2 P» 1, 
k-1 
Mm, ---Ma-» S (2M) * 
und dieselbe Schranke gilt offenbar auch fiir |S,|,...,|S,_,|. Da ferner 
der zweite Bestandteil rechts in (20) trivialerweise 
1 
loc 
<c,M 2k 
ist, so ergibt sich, in Verbindung mit (19), 
(21) leah | Dy S  Max| J (n+w)™ 
k-1 M,...%% =n’ O<Mwsi Bag 
a'sam * an am 
1 
ue), 


Ich setze nunmehr fiir jede nicht leere n-Summe 
. M ’ M’ 
N = kleinste g.Z.>—>—; N= [>]. 
Fir MSc,, ist dann 


| 
8<N<N’<2NK< 21", | 
so da8 man (17) auf die innere Summe in (21) anwenden kann: | 


-— —_ ma 
Biseu( SS (PG) IE) ge 


k-1 n,...mg-.= 9 | 
n’S(2M) * 
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und hierin sei c,, gleich so festgelegt, daB die Ungleichung fiir alle natiir- 
lichen M gilt. 


Bezeichnet d,_,(m) die Anzahl der Zerlegungen von n in k — 1 Fak- 
toren, so folgt jetzt 


oa 
(22) | S| <eys( a R grrne a ee 
wea 
4+ Mt “Sade >» dy — dens(®) 4 yg 2k *Viogt 
ns2M 


Aus der primitiven Abschatzung 
Sd,_, (n) =O (wlog?-* 2) 
nSz 
erhalt man durch partielle Summation, ee in r, 


Yh) — 0(2F log*-12), 


nse ik 
St = 0 (log? 2). 
nse 
Wird dies bei (22) verwertet, so kommt fiir r > 2 


rip: Tp. od igniaiin 1-2 
| S| <tr (u ad hee @+1)R +M FF) log*t 
— a on —— 
Seis (wu kR grtue + Mt oF0R ) log* t, 
d. h., nach (16) und (18), 
1 1 


1 
lesne o———-, ae 
Sc, (uw kR grtne fe Mi oF ) log* t, 





ur 
| F(n) 


n* 





n=M 


oder auch (partielle Summation) 


| 5 209| < 


n=M ™ 








1 1 1 
oa c,(M PR yetDR a 1” oF0R ) log* t. 





Da das Intervall 
2k 2k 
grt < n < t r 


<c¢,, logt 
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Teilintervalle von der Form M<n< M’ zerlegbar ist, so wird mithin 


BR 1 1 1 | 





_* PF (n) 
7 2k 2 ante 


2 
<e (, retke FOR p~OFDR) iogetsy | 
17 
trei<nse? 





1 1 
=2c,,t °*?* logttit<c,,t ** logttt. 
Hierin wird fir 2<r<rt 


1 


1 FF exp — St} < om — ae} 





1 1 
= exp { — | log! "891 < ey Sa: 
Man hat somit ebenda 
Fin) 


1+ét 
2k 2” 
qrvi <nst’ 


F(n)| 
) nit} < Cyq- 


tlenset | 
Die in (15) auftretende Summe ist also beschrinkt, und daher a 
fortiori 
log t 
0 (gloss) 
§ 2. 


Es bedeute logég(s) den fiir s > 1 reellen Zweig; ferner werde ohne 
Beschrankung der Allgemeinheit 6, >% angenommen. Aus (12) folgt 
dann: fiir o > Og > Gg ist gleichmaBig 


S20 
<*, 





d. h. 








(23) log fg (8) = O(logt), *°) 

also (Cauchysche Integralformel) ebenda gleichmaBig 
ba (#) 

(24) T—(a) = 2 (loB?). 


Fiir o> 1 lassen sich die linken Seiten von (23) und (24) als 
absolut konvergente Dirichletsche Reihen 


S71 A,(n) Sa) = A (m) 
1 = » =—=- yp 
0g fe (8) & n® fe(s) 2 n® 


1°) KE. Landau, Handbuch der Lehre von der Verteilung der Primzahlen“ { Leipzig 
und Berlin (B. G. Teubner) 1909], S. 381, (3) in Verbindung mit 1. c.*) S. 84, Satz 169. 
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darstellen. Hierbei bedeuten 
A,(n)=0, A(n)=0 fir n=1 undalle n>1, 
die nicht Primidealpotenzen sind, 
A,(n)=+, <A(n)=logNp fir n—Np™, m>1. 
Es sei O<y<1; ferner gehére s=o-+it dem Halbstreifen 


1<o<2,t=8 an. Aus der bekannten Mellinschen Integraldarstellung 
der Exponentialfunktion 





atta 
(@>0,a>0) eat, | 22) de 
—t@ 
folgt dann ‘ 
2+i@ 
a) e~ A(n),_, 
yam om f4@y I'(z)dz 
n=1 n=1 a-to@ 
a ae £ 4. ) 
(25) as =. y~*I'(z)dz. 


224 te e+e) 4 
2-t@ 


Die Vertauschung von Summation und Integration ist hier erlaubt, da 
fir z=+in=—2+47 und festes y 


SAM y-er(a)| = — HH) sia _ 9 (CF 4)3) 











em latte v fg (e+2) y* 
wird. 
Ich setze jetzt 
Og+1 
c=. 
Der Integrand (25) ist dann, zufolge (12) und (24), im Streifen 
«—os§s2, 


bis auf die beiden Pole z = 0 und z= 1 — s regular, ferner ebenda, gleich- 
maBig in — und o, 


x 8 
—=le), = 
0 (Iog( + |n|)e#!""\n[* y-#) — O(log (t+ |n|)er!¥!y-*). 
Daher liefert der Cauchysche Integralsatz 


a—d+io 
fale) Ain) _ ei ca(stz) 
hay -3 4 vt yt T(1—s)— ed, .- Te (e42) 4 I(z)dz 


-- S40) Sere -1dn +fe -" log nd) 


ya (*) e-"¥ + O(1) + O(y?-* logt), 
| 
Mathematische Annalen. 97. 41 
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te (s) 1 A(m) a 
Fela) Dy ge + O(y'*logt) + 0(1), 


gleichmaBig in o. Hierin integriere ich bei festem ¢ beide Seiten (rechts 
gliedweise) von o=2 bis o=1. Es folgt dann 





(26) log be (1 +44) = 3) 440%) e-*¥ + O(y!~*logt) + O(1). 


n=1 


Offenbar ist (alle p-Summen laufen iiber Primideale) 


SA eon x e-¥¥¥— 0 > pe =0(1). 
-— * , 7 > m=o +P 
Nimmt man noch die bekannte Abschatzung 
NX = log logz + O(1) ™) 

Nyse 4 
hinzu, so ergibt sich durch wiederholte partielle Summation 


SAM ew SY) yi (1t+OyNp)) +0 2M ens 
= Nvs= >> 
1 1 
= loglog = +OM+0 J ny 
- 
= loglog= + 0(1). 
(26) liefert demnach 


[log te(1 + #4) | < log log © + O(y'-*logt) + 0(1). 
Wird hier 
y= log #1 
gesetzt, so kommt 
| log fe (1+ #£)| < log log logt + O(1), 
womit (13) bewiesen ist **). 


Wiesbaden, den 31. Mai 1926. 


™) Scharfer bei E. Landau, loc. cit. '), S. 150, (115.). 

**) Zusatz bei der Korrektur. Die Abschitzung (5a) ist bereits bekannt. 
Vgl. Z. Suetuna, ,Ueber die Maximalordnung einiger Funktionen in der Idealtheorie“ 
[Journal of the Faculty of Science, Imperial University of Tokyo 1 (1925), S. 105-153], 
8. 119. 


(Eingegangen am 8. 6. 1926.) 





Darstellung reellvariabler und analytischer Funktionen 
durch verallgemeinerte Fourier- und Laplace-Integrale. 


Von 


S. Bochner in Berlin. 


Inhaltsverzeichnis. 
§ 1. Einleitung. 
§ 2. Einfiihrung der verallgemeinerten Fourierintegrale. 
§ 3. Der Eindeutigkeitssatz. 
§ 4. Der Trennungssatz. 
§ 5. Differentiation und Integration. 
§ 6. Der Konvergenzsatz. 


§ 7. Allgemeine Eigenschaften unserer analytischen Funktionen. 
§ 8. Die Laplaceentwicklungen. 

Nachtrag. 

Verzeichnis der zitierten Literatur. 


§ 1. 
Einleitung. 


Wir befassen uns im folgenden mit der Frage der Darstellbarkeit 

einer Funktion der reellen Variablen — co < x< +o durch ein verall- 
+2 
gemeinertes Fourierintegral der Form f{ e~*** d*T(a) und einer analytischen 
Funktion der komplexen Variablen s =o +-¢¢ durch ein Laplaceintegral 
+@ 
der Form fe**d* I'(a), &=(0)1,2,3,.... Bei einer analytischen 
Funktion wird sich eine derartige Darstellung immer auf einen Streifen 
[4,#], d.h. auf die Punkte 
A<o<u, —w<t<+0 
beziehen, wo fiir 4 und mw irgendwelche Werte aus — co <i < + co bew. 
—co< “5+ 00 fungieren werden. 
41° 
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Verallgemeinerte Fourierintegrale (im Falle k =1, 2) sind zuerst von 
Herrn H. Hahn systematisch untersucht worden, vgl. Hahn [1, 2]*). 
Wiahrend aber Herr Hahn die Frage nach der Konvergenz in einem ge- 
gebenen Punkte bevorzugt, interessieren wir uns im folgenden fiir die 
gegenseitigen Beziehungen zwischen einer Funktion und ihrer Fourier- 
transformierten im Gesamtverlauf. 

Um Weitlaufigkeiten zu vermeiden, werden wir schon jetzt einige 
Bezeichnungen und Definitionen einfiihren. 

1. Unter einer ( ,,beliebigen“ ) Funktion einer reellen Variablen, z. B. f(x) 
fir —co<2< +00 oder (a) fiir — 00 < @ < + 00, werden wir durch- 
weg eine im allgemeinen komplexwertige Funktion verstehen, die auf jedem 
endlichen Intervall ihres Definitionsgebietes nach Lebesgue meBbar und 
mitsamt ihrem Quadrat integrierbar ist. Demnach nennen wir z. B. eine 
Funktion differentiierbar, wenn sie totalstetig ist und wenn ihre Ableitung 
auch quadratisch auf jedem endlichen Interval] integrierbar ist. 


2. Unter der k-ten Klasse, %,, k= 0,1,2,... 7") verstehen wir die 
Gesamtheit der Funktionen f(z), fiir welche 





-1 +@ 
| f(2)|" 
(1) J+J \2|?* dx 
einen endlichen Wert hat. Setzt man p,(x) = apie dann ist offen- 


bar die Konvergenz von (1) mit der von 

+@ 

S f(z) |" p, (2) dz 
aquivalent. 

3. Gegeben seien die Funktionen g(x) und p(z,a@) der Variablen 
—co<2z< + oo und des Parameters 0 < « < +o, von denen (z, «) 
fiir «—+co gegen (zx) ,konvergiert*. Wir werden 3 Arten Konvergenz 
unterscheiden, 


(2) p(x) = lim p(z, «), 
(3) 7 (x) =Lr.9(z,«), 
(4) 9 (2) =Lw.o(z, «); 


*) Zusatz bei der Korrektur: Mittlerweile ist auch eine Abhandlung in Acta 
Math. 49, S. 301 erschienen. 
1) Der Index k durchléuft immer die Werte k=0, 1, 2,... 
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(2) bedeutet, da8 fiir jeden Wert von x Konvergenz im iiblichen Sinne 
statthat, (3) bedeutet, daB fiir jedes endliche Intervall X,<2< X, 


Zz: 
lim [| (x) — (x, «)|*dx =0, 
aa XZ, 
und (4) bedeutet, daB 


A+i1 Zz: 
lim f de f \p(x)— (2, «)\*dx=0. 
A»>eA z, 


Offenbar ist (4) allgemeiner als (3). 

4. Uber die von Fourier eingefiihrte Darstellung einer Funktion durch 
ein Integral ist von Plancherel [1] und Titchmarsh [1,2] der folgende 
prazise Satz aufgestellt worden. Einer Funktion f(z) aus §, entspricht 
eine Funktion Pa), wiederum aus &,, durch welche sie sich in der Form 


A 
(5) f(z)= Lr. fe-**r(a)de 
A+a -A 0 
darstellen 14Bt. Hierbei bestehen die Relationen 
ted 
(6) QnT(a)— lr. f et* f(x) dz, 
0 X+>a-X 
+@ +@ 
(7) 2a f|P(a)\*da= J \ f(z) |* de. 


5. Die Fourierreihen der rein- und fastperiodischen Funktionen fallen 
nicht unter die obige Darstellung (5), weil diese Funktionen nicht in &, 
enthalten sind. Um nun das Fourierintegral zu einer wirklichen Verall- 
gemeinerung der Fourierreihe auszugestalten, hat N. Wiener [1, 2] eine Ver- 
allge:neinerung des Ausdrucks (5) auf eine, die zuletzt genannten Funk- 
tionen umfassende Unterklasse von &, durchgefiihrt. Die Giiltigkeit der 
Wienerschen Verallgemeinerung fiir alle Funktionen aus §, ist in einer 
Note Bochner-Hardy [1] gegeben worden. Im folgenden wird sie auf alle 
Klassen , ausgedehnt werden. 


Die Idee von Wiener ist wie folgt: Fir das Integral '(«) = fI'(8) df 
1 0 
der durch (6) gegebenen Funktion hat man die Darstellung 


x 
(8) 2aI'(@)=C+ Lr. J G2(er— 1 (a)az, *) 
1 mmo ; 


*) Unter K, C, a,b,c, mit oder ohne Indizes, werden wir endliche Konstanten 
verstehen, deren Grad der Unabhingigkeit von vorkommenden Parametern aus dem 
Zusammenhang hervorgehen wird. 
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wo L,(x) irgendeine Funktion bedeutet, fiir welche © 2 Ale) fiir jedes 


« in der Umgebung von z= 0 beschrankt ist, und ike fiir |z!—+00 
geniigend stark gegen Null geht. Wir werden setzen 


L,(z)=1 fir |z|/<1, 
=0 fir |z|>0. 
Die durch (8) definierte Funktion existiert aber auch fiir eine Funktion 


aus §,, und definiert man dann mit Wiener 
Fonav(y) = (8) (8) — o(«)y(«) ~ for (nyar, 
so ist nach Wiener 
4 
f(z) = Lv. Je-tedT, (a). 


Fiihrt man im allgemeinen Falle 


x 
aP(e)— I .T. LES z (et** — L, (a, x))dz 
ein, wo L,(a,z)=0 fiir |x| >1 und 


(iax)*-* 


L,(«,2)=1 + (sex) + Geer 4 see + G=pr 


fiir |z|< 1, so erhilt man eine eindeutige Darstellung der Funktion f(z) 
aus §, durch ihre ,,Transformierte“ I'(a), und nach passender Definition 
k 


der Integrationssymbole sogar 
A 
f(z)—Lw. f e~**a*I(a). 
A+>@e -A & 
6. Gegeben sei nun eine Funktion f(s), welehe in [4,4] analytisch 
ist. Sie heiBe von der Klasse @, in [4,4], falls f(o-+4t) fiir jedes o 


aus 4<o<y als Funktion in ¢ zu &, gehért, und wenn iiberdies fiir 
alle o aus jedem echten Teilstreifen (4 <) 4, So <n, (< 2) 


Sito+énlra (ats K—Kl4sm)- 9 


Von diesen Funktionen kann man nun bis zu einem gewissen Aus- 
maBe Kigenschaften aussprechen, die denen der speziellen Klasse der fast- 


*) Unter (4,,m,) werden wir immer einen typischen echten Teilstreifen von 
[4,@] wie oben verstehen. 
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periodischen Funktionen, vgl. Bohr [1], gegeniibergestellt werden kénnen. 
Insbesondere gibt es eine in [4,4] giiltige Darstellung 

+e 
f(s)~ fe~**d*I'(a). 
-@ k 
Wir bemerken, da8 wir von dem bisher Zitierten nur die angefiihrten 
Ergebnisse von Plancherel-Titchmarsh vorauszusetzen haben werden. 
§ 2. 
Einfiihrung der verallgemeinerten Fourierintegrale. 


1. Gegeben sei eine Funktion y(a«) der Variablen — co <a < +00 
(vgl. § 1, 1.). Unter 


fx(e)ap 


verstehen wir fir k=O die runktion z7(«) selbst und fir k= 1, 2,... 
das (unbestimmte) k-te Integral der Funktion z(f) 


fx0) ap —Sae, fae... Fr (@,)de, 


welches also nur bis auf ein willkiirliches Polynom ((% — 1)-ten Grades) in « 
bestimmt ist. Statt { schreiben wir auch f. 


2. Ist w(a) inition und g(a) eine k-mal differentiierbare ( vgl. 
§ 1. 1.) Funktion, dann verstehen wir unter 


i 9(6)a* y(B) 
die Funktion 
a k by 
Sd (-1'(2) f om arv aes, 
(») 


v=0 


welche wiederum eine Funktion in unserem Sinne ist. Ist wy(f) auch 
k-mal differentiierbar, so ist 
J(A)a* v(8)—fr(B)v™ (8) ab, 


d. h. unser IntegrationsprozeB ist eine Verallgemeinerung des Lebesgueschen. 
3. Aus 
v(B) = Lr. y,(B) 
folgt E 


fo(e)a*v(a)— Lx. fo(s)dy, (6). 
(k) p> (k) 
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x(«) = fo(s)a* v(8) 
werden wir auch schreiben 


(1) d* x(a) = p(a)d* (a). 
Bei gegebenen ¢(a@) und y(a) wird also durch (1) eine bis auf ein Poly- 
nom (k — 1)-ten Grades*) unbestimmt gelassene Funktion definiert. 


5. Das Produkt » = ,y, der in unserem Sinne &-mal differentiier- 
baren Funktionen gy, und q, ist wieder in unserem Sinne k-mal diffe- 
rentiierbar. Dies folgt, vg]. Carathéodory [1], aus der Leibnizschen Formel 


k k 
en — 3) ory 
v=0 


6. Gegeben seien die k-mal differentiierbaren Funktionen ¢,, y, und 
Y =, %_, wid die Funktion y. Die der Gleichung (1) geniigende Funk- 
tion x kann in zwei Schritten bestimmt werden. Man bestimme y, aus 


a*y,=9,d'y 
und dann x aus 

d*7¥= 9, a" y,. 
Fiir k-mal differentiierbares y ist dies trivial. Der allgemeine Fall ergibt 
sich hieraus vermége 3. durch einen Grenziibergang, wenn man namlich 
in passender Weise setzt 


y(a)=Lr. (a). 


Dieses ,assoziative Gesetz“ ist fiir das Operieren mit unseren Funk- 
tionen ausschlaggebend (vgl. § 6, 4. und Satz X). 

7. Wo gelegentlich m(«) und y(a) nur fir ein Teilintervall 
(2) A<a<B 
von —co< 2< + oo definiert sind, dann bedeute auch 


x(«) = fo(A)a"w(6) 


die bis auf ein Polynom bestimmte Funktion in (2). Ist insbesondere in 
jedem abgeschlossenen Teilintervall von (2) 


\p(e)|>K>0, 








*) Fir &£=0 verstehen wir darunter identisch null und unter »(«) durchweg 
eine beschrankte Funktion. 
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so ist, vel. 6, die Gleichung z(«) = f(A) (0) mit der Gleichung 


yp (a) =fstn 2 z(B) in (2) gleichwertig. 


8. Definition. Gegeben sei eine Funktion f(x) aus &,. Unter 
threr k-ten Transformierten I'(a), die wir, wo Mi®verstandnisse nicht zu 
k 


befiirchten sein werden, als die Transformierte I'(«) bezeichnen werden, 
verstehen wir die Funktion 


x 

I'(a) = Lr. i jt f(#) (ete — LD, (a, 2)) da. 
Wir werden setzen 
(3) f(z) ~ Seo **a* (a). 





Die Existenz von r (a) ergibt sich nach Plancherel folgendermafen. 
Wir setzen 


f(z) =f (2) +f(2), 
f(z)=f(x) fir |x|<1, 
f(z)=f(x) fiir |x| >1. 


Existieren die zu f(x) und f(x) gehdrigen Transformierten '(«) und 
I’ («), dann existiert offenbar anch I"(a) und es ist 


(4) I'(«) =a) +7 (a). 


Die Existenz von 


wo 


+1 
i i Sf(2) faz 
a) = 5 + Ga)? x (e L, (a, x)) dx 
ist evident; es ist 
+1 
2nT” (a) =f f(x) et*dz. 
= 


Die Existenz von 





+T _ 
2a F(a) —1r js re 
-T 


aber folgt nach Plancherel, weil fy zu &, gehért. 
tz 


Die durch (3) hergestellte Zuordnung involviert keine Aquivokationen 
(vgl. Satz IV). 
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9. An Hand von (4) erkennt man folgendes. Man betrachte f(z) 


auch als Funktion von B.+5° p=1,2,.... Dann ist 
(5) r® (a) =I(@). 
k+p k 


10. Zwei Funktionen I'(a@) und 4(«) nennen wir k-fquivalent, oder 
kurz aquivalent, 

I'(a) =< 4(«), 
falls d* '(a) = d* 4(«), d. h. wenn sie sich nur um ein Polynom (k — 1)-ten 
Grades unterscheiden. Wir nennen sie semi-dquivalent, 

P'(«)—~ 4(a), 
falls I'(a)— A(a)=b,+b,a+ b,a*—...+5,_,c* fir «>0 und 
I'(a) — A4(a@)=a,+a,e+...+a,_,a¢*-' fir «<0. Wir schreiben 
dann auch 
(6) I'(a)—4(a)< te,teatea*t...+¢,_,a*', 


wo ¢,—= >. 


11. Satz L Damit I'(a) einer k-ten Transformierten einer Funk- 
tion f(x) aus &, dquivalent sei, ist notwendig und hinreichend, daB 
(7) P'(a) x T(«)+T(e), 
wo I'(«) k-mal differentiierbar ist, und I (a) und F(a) in &, liegen. 

Die Notwendigkeit folgt aus 8. 

Liegt umgekehrt (7) vor, so kann man setzen 


x x 
(8) f(z)—Le. fe-t#er™(a)dae+Lr. (iz)* f e-i#« F(a) da. 
Ima -z zI>@ -z 

Im niachsten Paragraphen werden wir sehen, daB (8) auch die einzige 
Funktion ist, die in Frage kommt. 

12. Es wird von Nutzen sein, die Transformierten einiger einfachen 
Funktionen zu kennen. 

Es sei f(z)=1. Dann ist 

+@ 


+@ S 
1 ett? _ 1 taz -taz 1 
Pela ge | Geto may fae 5 ae, 
0 0 





also, vgl. (6), 
I(«)=+ Le 
Daher, wegen (5), 


at-1, 


(«e)<x+ 
« 


1 
2-(k—1)! 
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Fir 
— f(z) = 2” (» = 0, 1,2,...) 
ergi daraus 
~~ 1 —we 
As aS td | (be* +1). 


13. Aus f(z) ~ fe-#d*I,(a) und ef ¢(x) ~ f e-teed* I (a), 
wo c reell ist, folgt 


x 
2aI,(a) as 5 r. re [eterae — etce [ (a, x)| dz, 
7e 
daher 
IT, (a) <I, (e+e). 


Auf f(x) = 2” angewandt, ergibt dies fiir die Transformierte I'(a) 
k 

von x’ e**, daB sie einer Funktion dquivalent ist, die fiir a< —c der 
Wert Null und fiir « > —c den Wert (a+c)*-"-* hat. 








i”-(k—v—1)! 


§ 3. 
Der Eindeutigkeitssatz. 


1. Satz Il. Mit f,(z)~ fe-*«d"T, (a) und f,(x) ~ fe-#ed* I, (a) 
tst auch c,f,(x)+ ¢,f,(z) eine Funktion aus &, mit der Transfor- 
méierten c, I’, (a) +, I, (a). 

Beweis. Es ist 

Sle te(=) + eh (2) |" (2) dx <2\¢,|" S| f(z) |*a (2) dz 
+2|¢4|* ff. (2)|*p,(x)de. 


2. Eine Folge von Funktionen /, (2), f,(z), f,(z),... aus &, heiBe 
k-konvergent gegen f,(z) (auch in &,), wenn 


+@ 
tim J |fo(2) — (2) |" »4(2)dx = 0. 
Fiir die dazugehérigen Transformierten gilt dann I, («) = L.r. I’, («). 
Dies folgt aus den Relationen [= Lr. I,(«) und F,(a)=1r. F(a), 
+1 
die sich ibrerseits, aus lim f |f,(x)—/f,(x)|"dz=0 und 
r>o —1 
+a 


lim f 


h(2)_ fe(#)\* 5 _ 
(ix)* ed othe 





ergeben. 
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3. Unter J,(f) verstehen wir Sit(z)\*p, (x) ae. 
Gegeben sei f(z) aus £,. Dann gehért auch 


+x 

we) \ Ter 
zu &,, und es ist 

()SE4(N, 

wo C, eine (typische) nur von k abhangige Konstante bedeutet. Eine 
leichte Uberlegung zeigt, daB es geniigt, die Existenz von C, fiir die 
Gesamtheit derjenigen Funktionen f(z) nachzuweisen, die positiv sind, 
und die abgeschnitten sind, d.h. die auBerhalb eines (geniigend groBen) 
Intervalls verschwinden. Dann hat man, wenn man die Schwarzsche 
Ungleichung benutzt, 


+2 +a +@ 


1 s2)dax dé, dé, 
x)= f J fz f (z+) f(a+h)dx dé, dé, 





+|a|®*) (14) 6, 24+?) (1+) 8, |?4**) 











+n +2 +e 
< f f f(e+s)dedt J az 
~ A etapa ertett) 14a 
+2 +m 
<c f *(2+é)dadet -¢, fi £) ae, 
= ‘J int aw \**)(1+)e/2#+?) f° (€) P é 
wo 
+0 
1 )= f dz 
( ) eres E|7*) (1+ | 2+e |2*t*) | 
Nun ist aber P(é)< Cr; NTILE wie durch die Zerlegung des Integrals 


i 
) in f + a erhellt. 
-@ 0 
4. Daraus folgt, daB die mit einer gegen f,(x) k-konvergierenden 


Folge f,(x), fa(x), fg(2), ... gebildeten Funktionen f, ,, f, 2, f,,s)--- 
ihrerseits gegen f, . k-konvergent sind. 


5. Satz III. Gegeben seien f(x) ~ f e-*#«d*I'(a) und 
P(t) ~ f e-#*2(a)da 


P(—é)= P(e) | 
|P(é)|<c 


aie of 
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Die Funktion 
+o 
f(z) = 55 J fe +&) P(e)ae 


gehért wiederum zu &, und thre Transformierte r, («) =T, («) geniigt 
der Relation 
(2) d* I, (a) = 2(a)d*I(a). 

Beweis. Da8 f,(x) zu &, gehért, folgt aus 3. Zur Rechtfertigung 


von (2) bedarf es vorab der Feststellung, daB x(a) k-mal differentiierbar 
ist. Dies folgt daraus, daB die Limites 


4 . 
Lr. i” fe'**e” P(eyde 
X7ae2 -xX 


fiir » =1, 2,..., & existieren, und, wie man sukzessive findet, die Funk- 
tionen 2’(«), 2”(a),...,2(«) darstellen. Nunmehr betrachten wir die 
abgeschnittenen Funktionen f, (zx), 


f,(x)= f(z) fiir |x|) sy», 
f,(z)=0 » eis. 


Fiir » —- co sind sie gegen f(x) k-konvergent. Daher geniigt es, vgl. 2 
und 4 und § 1, 4, (2) fiir abgeschnittene Funktionen zu beweisen. Ist 
f(z) abgeschnitten, so gehéren f(x) und f,(z) zu $&, und dadurch ist, 
vgl. § 2, 9, 


+@ 


Ty" («) = a f r(8)(¢ {re _- g)et*edz) dé 


6. Insbesondere kann man setzen 


1 1 (sinng)?*+? 
2x P(é)= P(k, n, &)= Cyn naked gehts 
mit 

+@ 
(sin n &)?**? 
ni ) eet paket? é, 


C, 
wo also P(é) fiir k =0 den Fejérschen und fiir k > 0 den allgemeineren 


Jacksonschen Kern darstellt. Bekanntlich ist fiir k — 0 


a(a)=1—'*! fir ja|<2n 
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und 2(a)=0 fiir |a| >2n. Fiir allgemeineres & ist jedenfalls x(a) = 0 
fiir |a| >(2k-+ 2)m (vgl. de la Vallée Poussin [1)). 

Fiir festes k ist c, ,—C>0. 

Fiir f(z) aus &, ist die Folge 


+@ 
fa(z)—= J f(z +)P(k, m, &)dé 
k-konvergent gegen f(z). Denn erstens ist fiir jedes y > 0, wegen des | 
Faktors n*#+! im Nenner von P(é), auf Grund von 3., die Folge | 
et | +@ 
F(z) = J+ J f(e+e)P(k, m, é)de 


gegen Null k-konvergent. Es geniigt daher, daB der Limes n—+co von 


= 3 (5 (re) — f(z + &)) P(k, n, &)dé) 
-9 
fiir geniigend kleines » beliebig klein wird. Dies folgt aber aus 
+2 
\Jn| S Max (J, (fz) — f(z +&)|))- f P(e, n, &)de | 
” —@® 
+2 
= Max( f |f(z —f(z+é|"p,(z)dz). 
lS" -@ 
7. SatzIV. Aus 
f, (2) ~ J e-t#ed* I, (a), 
f, (2) ~ J e-*ed* Ty (a), 
I, (a) =< I, (a) 


folgt 
f, (2) = f,(2). 


Beweis. Wir haben zu zeigen, daB aus I'(a)~<0O folgt f(x) =0. 
k 


Fiir k= 0 folgt dies aus §1,(6). Bei allgemeinem & sei zuerst f(x) 
k-mal stetig differentiierbar. Offenbar ist dann 


f’(0)z _ f”(0)-x* f*- (0)-2*-1 
f(#)—f(0)- =F, peepee SS 





p(x) = 





(ix)* 
eine Funktion aus &,. Auf Grund von § 2, 12. ist 
x 
P(e)sL r. i: f et@2 o(x) dz, 


-z 


z-> 
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d. h. 
x 
Lr. f e8*@(2)dz=y(a)-~0. 
X>e -xX 


Nach § 1,(7) muB w(a), welches in « > 0 und « < 0 je einem Polynom 
gleichen soll, zu &, gehéren. Daraus folgt y(«)=0, also auch y(z)=0. 
Aus 


f(z) =e, +e,27+e,2°+...+¢,_,2*-3 
in Verbindung mit I'(@) <0 folgt aber, vgl. § 2, 12, 
k 


Co= CO, =6=...=¢_,=0, dh f(z)=0. 
Im Falle einer allgemeinsten Funktion f(z) bilde man die Folge 


+o 
fy(2) = J £(§)P(k, ms € —2) dé. 
Jede f, (x) ist, wie am Integral rechts zu erkennen ist, k-mal differentiier- 
bar. Wegen (2) istd* I. (a)=0, also [',(a)~<0, dh. f,(x)=0. Daher 
k k 
ist wegen 6. auch f(z)=0. 


§ 4. 
Der Trennungssatz. 


1. Wir nennen f(x) ~ f e-**«d"*I"(a) rechtsseitig, mit der Seite g, 
falls  (c) = 0 fiir « <g, linksseitig mit der Seite G, falls P™ (a) —0 
fiir « > G, einseitig, falls sie rechts- oder linksseitig ist, einfach mit den 
Grenzen g und G, falls ' (a) = 0 fir g<a<G@, g9<0<G, elementar 
falls sie sowohl rechts- als auch linksseitig ist. Fiir eine rechtsseitige, 
linksseitige oder elementare Funktion schreiben wir auch 


G+0 G+0 


f(z) ~ fetes d*I'(a), f(z) ~ feed" (a) bzw. f(e)~ fe-eed* F(a). 


Das hinzugefiigte + 0 bzw. — 0 bezieht sich darauf, da8 auch die auBer- 
halb des eingezeichneten Intervalls gelegenen Werte von I'(a), wo I"(«) 
einem bzw. zweien Polynomen gleich ist, zu beriicksichtigen sind, 


2. Satz V. Gegeben sei 
f(x) ~ f e-t#ea*T'(a). 
Zu jedem Punkte c, —co<c< +00, gibt es eine Zerlegung 
f(z)=f,(2) +f (2) 
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e+0 


f, (2) ~J e~*zag* TI (a), 


f,(z)~ f e~t2eq* I, (a). 
e-0 
Beweis. Auf die Zerlegung (4) aus § 2, 

r=f+f, 
zuriickgreifend, setze man 

i “yl - } 
wo I, =f fiir « <e und Pr, =f fir «>c, und 

r=F,+T,, 
wo Pr? =F fir ccc und FT” =F fir a>c. Die Funktionen 


r,=T,+TF, wd Fr, =F,+ TP, geniigen dem Satz I und vermitteln 
demnach eine Trennung der angegebenen Art. 


8. Liegen zwei Trennungen f=/f,+/, und f=/f,+f, im selben 
Punktec vor, so gilt fiir die Funktion f, —f, =f, —f,=f, ~ Jf e~*#* a" I, (@) 
I,(«—c)-0, 

also, vgl. § 2, 18, f, (x) = e-** (cg +¢e,2+...+¢,_,2*-*). 


G+0 
4. Gegeben sei eine elementare Funktion f(z)~ f e-t#ed*T'(a). 
g-0 


Ist (a) = 0 fiir « > G und « <g, s0 ist 
G 
f(x) =(ix)* f e-**T(a)da. 
g 
Im allgemeinen Falle, I"(«) = b, + 6,(@ —@)+...+0,.,(@¢—@)*™ fiir 
«>G@ und I'(a)=a,+a,(2—g)+...+4,_,(a—g)*” fiir a<g, ist 
daher nach § 2, 13 


— k-1- —~y + pliniie 
(1) f(z) =e-##( S wtb, (ix)” * *)—enses( 5 ml a, (62) 7 
wad = 


+(i2)* f e-teer(a) de. 


5. Ist eine beliebige Funktion F(a) mit P(«)= 0 fiir «>@ und 
« <g gegeben, so gibt es eine elementare Funktion, die ['(«) zur Trans- 
formierten hat, vgl. (1). 

6. Jede Funktion kann in die Summe einer einfachen und einer 
elementaren zerlegt werden. 
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§ 5. 
Differentiation und Integration. 


1. Das Integral einer Funktion f(z) aus &, braucht nicht wieder &, 
anzugehéren. Es ist aber immer in §,,,. Da eine Konstante zu &, 
gehért, kann man beim Beweise die Integrationskonstante willkiirlich 
wahlen. Wir setzen 


f, (2) = fr(z)de=fr(z)az. 


Weiter geniigt es, f(z) >0 anzunehmen und nur die Konvergenz von 





f: (2) 
; tht? dx 
nachzuweisen. Setzen wir 
vt 
2 
fE@ar-a (p= 1,2,...), 
so ist nach Voraussetzung S’a; endlich. Wegen 
v+1 2 v+1 v+i 
(J i(2)dz) < f faz. { 2ae <C-vr**.a3 


ist uns gedient, wenn wir wissen, daB 


1*a, +2*a, 2 1*a, +2*a,+3* a 2 
at + Fg) + ( gRtt a 


oder gar, dab 








+a,\* +a +a,\* 
a+ (45%) + (A734) +. 
konvergent ist. DaB aber letztere quadratische Form in a,,a,,4;,.-- 


eine beschrankte ist, ist ein bekanntes Ergebnis nach Hilbert (vgl. z. B. 
Hardy [(1)). 


2. Falls f(x) und f’(x) beide in &, sind, gilt f(¢)=o(|é|*) fir 
e+1 
|€|-~ co. Es ist namlich f | f(€)|*dé = 0(|é|"*) und 
é 


E+1 


{1) f 11° (e)I? ae = o(le|"). 
Fir $+1<2<é gilt 


&+1 +1 4 
Ine) rl SJ ir elaes{ fi @l*as} =o(18!'). 
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&+1 
Aus (1) und /()+0(|é|*) wiirde aber J 17(8)|" ds + 0(/|") folgen, 
was widerspruchsvoll wire. 


8. Satz VI. Gegeben seien 
f(a) ~ fear, (a) und f(z) ~Jfe**a'r, (a). 
Damit f,(2) differentiierbar ist, und f, (x)= f,(x), ist notwendig und 
hinreichend, daB 
(2) a* I’, (a) = —iad*TI, (a), 
d.h. dap 
I, (a) < —seD, (a) + kif T,(a)d 
Beweis. Wir zeigen, daB die Bedingung “oo ist. Es ist 


x -1 x 
’ _ a,2) 
eerd=js, [deo taienaem Fags [+ts f 
daher unter Benutzung von 2. 
1 
ef**— 1y (a, 2) a (ef) 5. 
aT, (a) = - face *)3,(— a (iz)? *) dx — bel f+ fama (Sie 


und daraus, durch eine kleine Rechnung, 





x 
ee **_ Iy(a, z) 
2aT,(a) = éa Le. van eT dz 
x 
: —Ln+1(, 2) 
+ ké-Lr. Jaw wz Sea “dx 


also, vgl. § 2, 9, 
I, (a) =< — ie, (a) + kif, (ps) ap. 

Jetzt haben wir zu zeigen, da8 umgekehrt, wenn (2) besteht, /, (2) 
ein Integral von f,(z) ist. Wir greifen irgendein Integral f(x) von f, (zx) 
heraus, f(x) ~ f e***d*** F(a). Nach Obigem ist 

+1 
I,(«) =< —# f «a ria), 
k+1 (k+1) R+1 
aus (2) folgt, vgl. § 2, 9, 
r,(a)~x-—i f «dT, 


k+1 (k+1) 
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also ist fir y= I —T, 


k+1 = kF+1 
(8) @y—(b+1)S 7(8)dp = f pa***7(8)— ey + e+ ...c0% 


Nach § 2, 7. folgt aus letzterem d*** y(«) = 0 fiir «+0, d. h. 

y(a)=b,+b,0¢+...+b,a* fir «>0, 

(4) ie 

y(«)=a,+a,e+...+a,e* fir «<0. 

Vergleicht man (3) und (4), so ergibt sich b, =a, (y=0,1,...,&—1), 

d. h. daB die der (&-+1)-ten Transformierten y(«) entsprechende Funktion 

f(x) — f,(z) eine Konstante ist. Also ist f,(2) ein Integral von f, (x). 
4. Satz VII. Damit ein Integral der Funktion f(x)~ { e~***d*I'(«) 

gleichfalls zu &, gehdrt, ist hinreichend, daB fiir eine passende Zerlegung 


+@ 


I'(a) = F(a) + I°(«) mit endlichem Sl Pr” («)|? ae+f |P'(a)|*da auch 


+1 


Jitnfee + f | 








endlich ist. 
Beweis. Ist I'(a) ein I'(a«), dann ist 


A 
PF) 
lrg fet P(©) de 
A>®@ & bed 


ein Integral von f(x) und in &, gelegen. Ist aber I'(a) ein P(a), so ist 


f(a) =(iz)*- An fev (a) de, 


also f(z) =2z*g(x), wo G(2)= fg(z)dz zu &, gehért. Nun ist 
F(z) = fola)e*de= z*G(2)— kf @(2)2*1de= F, + F,. 


+2 
Offenbar ist f | F,(z)|*p,(x)dz endlich. Weiterhin ist fir &>1, 


G(x)-2*-* eine Funktion aus @,_,, also auch F,(z) eine aus &,. Ist 
aber k= 0, so ist Fy (x) =0 


§ 6. 
Der Konvergenzsatz. 


Wir kommen jetzt zu der Frage, inwieweit man f(z) aus ihrer 
Transformierten I'(«) bestimmen kann. 
k 


42° 
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1. In den folgenden Spezialfillen konnten wir es. 
a) Ist Fein I, so ist 


x 
f(z)—Lr. fe **r™ (a) de. 
X+a2-z 
b) Ist Fein I, so ist 
x 
f(z) = Lr. (¢z)* fe ** Fr (a)de. 
> -z 


G+0 


c) Ist endlich f(z) = f e~***d*I (a) mit '(«) = b, + b,(«@—G@)+... 
g-0 
fir «>G und I'(a)—a,+a,(e—g)+... fir a<g, so ist 


fe)= as 5 pt d,(i2)***) —e ( Sx! a, (iz)**") 


G 
+(tzx)* f e***T'(a) da. 
vy 


2. Der Fall b) legt es nahe, in geeigneter Weise f(x) durch ,,par- 
+2 
tielle Integration“ von f e~***d*I'(«) hervorgehen zu lassen. Im Falle 


k =1 bietet sich folgender Weg. Definieren wir 


B 
(1) J o(7) dy (y) = (8) v(B) — v(«) w(«) — for y(y) dy. 
so ist 
4 " 
J e*dT(a)—e*4* (A) — e4*T(—A) + ix J e~***T'(«)da. 


Von dem Integral rechts kann man den |. r. bilden, nicht aber von den 
A>+>o@ 


Randtermen. Nun ist aber fir [=P 
A+i 
lim f (je-**I(a)|* + |e+*#*I"(—a)|*)de = 0, 
A+2 A 


sogar gleichmaBig in x, daher, vgl. § 1, 3., 
4 
f(z)=Lw. f e-**«dI'(a). 
A+e -A 


Da diese Relation sicherlich im Falle =I stimmt, gilt sie also fiir die 
allgemeinste Funktion. Diese Formel stammt von Wiener. 


3. Eine eigentliche Verallgemeinerung der Wienerschen Formel auf 
Funktionen héherer Klassen hat Verfasser nicht finden kénnen. Eine solche 


| 
| 
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wirde erfordern, daB man auch fiir k >1 den Ausdruck 


fomevn 


fiir k-mal differentiierbares g und beliebiges wy so definiere, daB er fir 
k-mal differentiierbares y sich auf 


8 
[pyt-) — ppt 4... + pv y)? 4 (—1)* J ep” (y) p(y) dy 


reduziert. — Man kann aber jedenfalls auch fiir Funktionen héherer 
Klassen Konvergenzbeziehungen herstellen. 

Wir nehmen vorlaufig an, daB w(«) auch k-mal differentiierbar ist 
und definieren y(a,#) durch (1). Wir bilden nun fiir a> 0 sukzessive 
die Funktionen 


vi(«)=y(—4, a), 


Yq (a) = J Y (8) dB, 


@+1 


Ys (a) = J y, (8)d8, 


a+l1 


v(@)—= J va-1(B)aB- 


Man kann nun, wie leicht einzr:chen ist, y,(a) durch eine Summe von 
einfachen Ausdriicken und einfachen und mehrfachen Integralen darstellen, 
in denen y selbst, nicht aber irgendeine Ableitung von y, und g mit den 
k ersten Ableitungen auftritt. Z.B. ist fiir k = 2 


(2) va(e)=9(e+1)v(@+1)— gle) v(e)—2 f y(A)o' (A) ae 


+ 9(—a—1) y(—a—1)—9(—«) y(—a) —2 Jf w(B)o' (AaB 


a 
a+1 


- Jap fo" ()v(n)ar. 


Den so erhaltenen Ausdruck, z. B. (2) fiir k = 2, wollen wir auch fiir die 
allgemeinsten y(a@) zugrunde legen und mit 


(8) S 9(8)a*v(6) 
bezeichnen. Dann gilt im allgemeinen Falle 
f(z) =Lw. f etna" (a). 
A>@e -A 
Der Beweis ist ganz ahnlich wie fir k—1. 
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4. Unsere Definition von (3) ist so eingerichtet, daB das ,,assoziative 
Gesetz“ besteht. D.h. setzt man d*z(«)=,(a)d*y(a), so ist 


FS (.)9.0)8* ys) = f 94(8)4* 20). 
Also kann man ohne Gefahrdung der Eindeutigkeit in f e-‘**d"I"(a) das 
Differential d*I"(«) durch p(a)d* y(«) ersetzen, sofern 
d*I'(a) = p(a)d*y(a). 


Von dieser Freiheit werden wir bei den analytischen Funktionen grund- 
sitzlich Gebrauch zu machen haben. 


§ 7. 
Allgemeine Eigenschaften unserer analytischen Funktionen. 


1. Wir schicken eine Bemerkung voraus. Gegeben sei eine Funktion 
f(s) von der k-ten Klasse in [4, ~]. Dann ist diejenige Funktion, welche 
im Falle 4>0 oder «<0 durch s~* f(s) und im Falle 4< 0 < yw durch 


’ 0)s (k-1) k-1 
e-* (r(0) — (0) - O* -... - a) 


gegeben ist, von der nullten Klasse in [4, «]. Wir bemerken noch, daf 
jedes Polynom c, + ¢,s + ¢,8*+...+0¢,_,8*-' zu &, in [— co, + 00] 
gehért. 

2. Satz VIII. Gegeben sei f(s) aus 8, in [4,4]. Dann ist dort 

+m 

|f(s)| = o(|t|") und der ,,Mittelwert* f | f(o+-it)|* p,(t)dt gleichmapiy 
konvergent. D.h. fiir jedes [4,, u,] gibt es zu jedem « ein T, so dap 
(1) [f(s)| Se lel" (\#|2 7), 





-T 
(2) SL +Jitlot+st)a(t)dtse. 


Beweis. Auf Grund von 1. geniigt es, sich auf den Fall k=O zu 
beschrinken. Weiterhin geniigt es, aus Symmetriegriinden, beide Relationen 
nur fiir die obere Halbebene zu beweisen. 

8. Wir benutzen folgendes. Fiir eine in |x|<r, |y| <r analytische 
Funktion g(z) von z= 2+ ty sei 

+r +f 

S S\g(2)\*dedy sk’; 
dann ist 
K 


> 
ar* 


Ig(O)|s 
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wie aus 
ar*|9(0)|* + 72"|9'(0)|?+...— JJ iate)ltasar sx 
lzi<r 
folgt. 


4. Wir ziehen nun einen Teilstreifen (4, — r, u, +17) von [A, «] heran, 
welcher (4,, “,) umfaBt. Nach Voraussetzung ist 


Finorinias <k, 


fir (4,—r,u,+1r). Setzt man 


“tf 
x(t)= J |f(o+it)[de, 
so ist 
+o 
Sxnatsk,, 
also fiir ein passendes 7), 


[x atsare. 


Daher ist fiir ¢>7,+ 17 und o aus (A,, »,) 


+r +f 


J Sitlotit+etin|*dtdn< arte, 


-r -f 
und demnach 


If(s)| Se, 
womit (1) bewiesen ist. Wenn wir andererseits in 
+r +r 
art|t(otit)|*<J f\fotit+et+in)|*dédn 
iiber ¢ von 7, +1 bis co integrieren, erhalten wir 


x +f +r @ 

finotsnrars 4 anf fitot+sstetiniacas 
Tot aa —r To+r 
= f z(t)dtS2re=—e’, 


Tot+r 


s 
was (2) beweist. 
5. Korollar. In jedem Rechteck 

(3) 4Sosm, \|t|ST 
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gibt es zu jedem « ein 4, so da® fiir je zwei Punkte s und s’ in (3) 
aus |s —8’| <6 folgt 


Site +ét)— le’ +68)" p (at se. 


6. Satz IX. a) Mit f(s) wnd f,(8) gehdrt auch cf(s)+c, f,(8) zu 
R, in [4, pw]. 

b) Mit f(s) gehdrt auch f'(s) zu &, in [A, w)}. 

c) Das Integral F(s) = f f(s)ds gehért jedenfalls zu 8, ,, in [4, w). 
Gehért es aber auf einer einzigen inneren Graden R(s)=o als Funktion 
von t zu &,, dann gehdrt es auch in [A, uw] dazu. 

Beweis. Ada). Vgl. den Beweis zu Satz II. 


Ad b). Neben (4,,u,) betrachten wir (4,—r, u,+r). Aus der 
Cauchyschen Formel 


f' (8) = oj f —£¢) ds 


le~ ajar (2 80)” 


It’ (aiSace J If te)|\ae). 


je—a|=r 


Mit Hilfe von Satz VIII, (2) folgt nun sehr leicht die Existenz einer 
Zahl K,, so da8 


folgt 


Tir o+initn mars, 
fiir o aus (4,,4,). 


Adc). Wir zeigen zuerst, daB aus der Zugehérigkeit von F(o +t) 
zu &, auf einer inneren Geraden o =o, die Zugehérigkeit zu &, in [A, 1] 
folgt. Fiir o aus (4,,u,), mit 4,< 0,< m,, setzen wir 


F(o-+it)= F(o,+ét) +(0,t), 
so daB 


v(o.t)—=Sr(e+ét)ae. 
Es geniigt zu zeigen, da8 : 
S\v(o,t)!" py (t)dt < K (A, m4). 
Dies folgt aber aus 
| w(o,4)|"S(o —o9) Ste +81) |*ae.. 
Der Rest der Behauptung folgt aus § 5, 1. und dem eben Bewiesenen. 
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§ 8. 
Die Laplaceentwicklungen. 

1. Satz X. Gegeben sei f(s) aus R, in [A,u]. Die zu den Funk- 
tionen f,(t)=f(o+%t), 4<0< pu, gehdrigen Transformierten bezeichnen 
wir mit T'(o,4)=P(0,a), 

fo(t)~ f e-##d*I'(o, a). 
a) Hs gibt eine Funktion P(e) = P(e), die wir die (k-te) Trans- 
formierte von f(s) in [A,u] nennen werden, derart, dap 
a* I'(o,a) = e~°*d*I'(a) (A<o<ypz). 
Wir werden setzen 
f(s)~ f e-**d*I'(a). 
b) Hs ist auch 
A 
f(s)=Lw. f e-*d*I(a). 
A+>a2-A 

c) Zwei Funktionen gleicher Klasse in [4,u), deren Transformierte 
dquivalent sind, sind identisch. 

Beweis. Ada). Wir haben zu zeigen, vgl. § 2, 7., daB die Funk- 
tionen I'(@) und 4(«) 


P(a) = fevta* F(04,8), 


A(a) = feta" Io.) 


wo o, und o, irgendwelche Werte aus [4, u] sind, aquivalent sind. Wir 
nehmen den Fall an, da8 o, und o, gleiches Vorzeichen haben, auf den 
sich der allgemeine Fall sehr leicht durch eine Translation zuriickfiihren 
1aBt. Setzen wir 


(1) In (o, emf tenn (ef! — L,(a,t)) dt, 
(2) Ir(«) = forte’ Tr(a.) 
(3) Ap («) — [eva Tn (04.0), 


so kénnen wir, wegen 
I'(o,a)= Lr. I'p(o,a), 
T+? 
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I'y(«) und I'(@) und 47(a) und 4(«) derart in bezug auf die additiven 
Polynome normieren, da8 


(4) P(«)=Lz.T9(«), 
{5) 4 (a) = Lr. de(«). 
Aus (1) und aus (2) bzw. (3) folgt 


o,+4tT 
I'y (a) =< f LO eds, 
o,-iT 
o,+tT 
Az (a)>~< f PD eteds. 
o,-iT 
Eine Anwendung des Cauchyschen Satzes gibt auf Grund von §7, (1) 
o,+tT o,+iT 
lim ( f LCS) ads -- f £'8) ereds) = 0, 
T>2 “r s 8 


o,-tT 
also 
L, r. (47 (a) — Ip (a)) <0. 


Wegen (4) und (5) folgt hieraus I"(«)>< 4 (a). 

Ad b), c). Folgt aus den entsprechenden Satzen iiber reellvariablige 
Funktionen. 

2. Satz XI. Aus f(s)~fe-**d"I'(a) und f,(s)~ fe-**d*T,(«) 
folgt 
dies ef(s) +¢,f,(8)~Jfe-**d* (eI (a) + ¢, I, («)) 

f’ (s)~ —fe-**ad* I'(a). 

Beweis. Vgl. Satz II und Satz VI. 

3. Die Begriffe: rechtsseitige, linksseitige, einfache und elementare 
Funktion kénnen wértlich aus § 4, 1. heriibergenommen werden. 

Fiir eine elementare Funktion 

G+0 


t(a)~ J e~**d* I'(a) 


hat man, vgl. § 4, 4., 


(6) F(o)— e-00( 5 pt byats-2) — e-m(S tayetsr) tab fer (e)e 


Man beweist dies, indem man zeigt, da8 fiir b, = a,= 0 (y = 0,1,...,4 —1) 
die Funktion f(s) durch das Integral rechts dargestellt wird und da8 zu der 
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Transformierten I'(a) =(a-+-c)" fir «>—c und '(a)=0 fiir a<—e 
die Funktion pu! e**s*-1-“ gehdrt. 

4. In (6) ist mit enthalten, daB eine elementare Funktion immer in 
der ganzen Ebene [— co, + co] analytisch und zu §, gehdrig ist. Ge- 
nauer laBt sich jede reellvariable elementare Funktion y(t) =f (it) aus 
R, zu einer analytischen elementaren Funktion f(o-+-¢#) erweitern (vgl. 
Bohr [2}). 

5. Hieraus folgt, daB man jede Funktion f(s), die in [4,4] m 8, 
gehért, daselbst in die Summe einer elementaren und einer einfachen zer- 
legen kann. 

6. Fiir eine jede Potenz s” (y= 0,1,...,4—1) gilt einerseits, dab 
sie in der ganzen Ebene [— oo, + 0o] von der k-ten Klasse ist, und 
andererseits, daB d*I°'(«) = 0 sowohl fiir a >0 als auch «<0. 

7. Satz XII. Gegeben sei eine Funktion I'(a). Es existiert dann 
und nur dann eine Funktion f(s), welche in einem passenden Streifen 
von der k-ten Klasse mit I'(«) als Transformierter ist, wenn die untere 
und die obere Grenze, 4 und mu, derjenigen Werte von o, fiir welche 


(7) Sert*|y(«) ae 


fiir eine passende zu F(a) sems-dquivalente Funktion y(«) endlich ist, 
voneinander verschieden sind. Die Streifen (A, u) ist der einzige Mazximal- 
streifen®), wo f(s) die angegebene Eigenschaft besiizt. 

Es gibt zwei Polynome, 


P,=b,+b,0+...4+0,_,a8' und P,=a,+a,a+...+a,_,a*-', 
so daB man seizen kann 


(8) f(s) — 3 a! (by — @, )s*-#-1 + gt f e-** (a) da, 
Me -=x 


wo y(a)=I'(a)—P, (a) fiir «>0 und y(a)=I'(a)— P, (a) fiir «<0. 
Beweis. Vorab bemerken wir folgendes. Ist das Integral 


es |4(a)|*da 


fiir o =o, und o = oa, konvergent, so ist es auch fiir alle o aus o, So So, 
konvergent. 


5) Das ist ein Streifen, der nicht echter Teil eines gréGeren Streifens ist, wo die 
Funktion gleichfalls zur k-ten Klasse gehdrt. 














660 8. Bochner. 


Wir zeigen zuerst, daB die Bedingung notwendig ist. Wenn [4, «} 
den Punkt s = 0 nicht enthalt, dann ist —~ fe) von der nullten Klasse, also, 
vgl. Satz Xa, 

f(s) ~ 8* f e-**y(a) de, 
+2 
wobei Ss e~*°*|y(a)|*da fiir o aus [A, 1] endlich bleibt und y(«) zu I"(a) 
Aquivalent ist. Wegen der angegebenen Konvergenz von bi; e~*°* | y(a)|*da 
ist sogar 
f(s)=s* fe-**y(«) de. 


Ist aber 4 < 0 < yw, so findet man auf dhnliche Weise 


+2 
f (8) = cy +¢,8 + ¢,87+...+¢,_,88-'+ sf e~** y(a) da, 


wobei y(«) zu I'(@) semi-dquivalent ist, ygl. 6. 
Die Umkehrung ergibt sich aus der folgenden Bemerkung. Sind fiir 
zwei zu I'(a) eomi-iquivalenten Dunktionen 6,(a) und 6,(«) und o, <a, 


die Integrale fom |4,(«)|*de und Tela, («)|*de« konvergent, 
eo _Bibt es eine zu I'(a) semi- Aquivalente Funktion 6,(«), fiir welche 


F e~*°*|4,(«)|*da fiir alle o aus o, SoS, konvergent ist. Z. B. 


kann man setzen 6,(a) = 6, (a) fir a>0 und 4,(a) = 4,(a) fir «<0. 
Auf Grund dessen kann man fiir ein jedes Teilintervall (4,, u,) die zu 
I'(«) gehérige Funktion f(s) einfach hinschreiben, w. z. b. w. 

8. Fiir eine rechtsseitige Funktion enthailt der Maximalstreifen eine 
rechte, fiir eine linksseitige Funktion eine linke Halbebene. 

9. Ist f(s) von der k-ten Klasse in [4, co] und ist fiir o + co 


+2 
S |to+ st)? p(t) ae 
schwacher unendlich als e*’, d. h. ist 
gue to 
lim: -log f |f(o + it)|*p,(t)dt=0, 
so ist, wie an (8) leicht zu erkennen, f(s) eine rechtsseitige Funktion, 
f(s)= Je-**d*I'(a). Analoges git fiir o-+—co. Ist also eine Funk- 
0 


tion von der k-ten Klasse in [— co, co] und gilt 


fim 157" le Sino+sny P,(t)dt =0, 


|e|> 
so ist sie ein Polynom (k—1)-ter Ordnung (Satz von Liouville). 
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Nachtrag. 
Satz I besagt, daB die Gesamtheit T, der k-ten Transformierten 


aller Funktionen aus §,, wenn man fquivalente Transformierte als nicht 
verschieden betrachtet, aus genau allen Funktionen der Form 
(1) £Pi(0)a8 +1, (@) 
0 0 
besteht, wo I’, und I, unabhingig voneinander alle Funktionen der 
0 0 
Klasse &,, d. h. der Klasse %,, durchlaufen. Auf Grund von § 5, 1. ist 
fT, (8)dB eine Funktion aus &,, also ist £, eine Teilmenge von &,. 
(k) 0 
Man kann nun genauer zeigen, da6B T, fiir k>1 eine echte Teilmenge 
+o 
von &, ist, daB es also Funktionen 4 («) gibt, fiir welche f |4(«)|* p,(«) de 
endlich ist, und die sich nicht in der Form (1) schreiben lassen. 
Wir kénnen sogar annehmen, daB 4(«) von der Form 4, (a) = «_T' (a) 
k-1 
ist, wo I” das (k —1)-te Integral einer Funktion aus T, ist. Wir werden 
k-1 ‘ 


nun nicht nur zeigen, daB es Funktionen 4,(a) gibt, die man nicht in 
die Form (1) bringen kann, sondern auch ein genaues Kriterium angeben, 


wann dies méglich ist und wann nicht. Wir betrachten die zu &, ge- 
hérige Funktion 


(2). f(z) =txg(z), 
wo 
(3) g(z)~ J erterd® (a). 


Die k-te Transformierte von f(z) ist (a). 
k-1 


Jetzt werden wir Satz VI anwenden. Damit f(x) eine Ableitung 
besitzt, die auch zu §, gehért, ist notwendig und hinreichend, daB es 
in ZT, eine Funktion '(@) gibt, fiir welche 

a*r=ad‘T, 


oder, was dasselbe ist, sg 


I'(«) xaI'(a)— kf I'(p)dB. 
k-1 k-1 
Damit also a I(«) zu T, gehért, ist notwendig und hinreichend, daB die 
k-1 


durch (2) und (3) definierte Funktion f(x) differentiierbar ist und eine 
Ableitung besitzt, die zu &, gehért. 
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Geht man von einer nicht differentiierbaren Funktion g(x) aus &, 
aus und betrachtet ihre (k—1)-te Transformierte I'(a), so erhalt man 
k-1 


in «a I'(«) eine Funktion aus &,, die nicht in T, vorkommt. 
k-1 
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Uber den Eindeutigkeitssatz in der Theorie der 
trigonometrischen Integrale’). 


Von 


M. Jacob in Wien. 


Aus der Theorie der trigonometrischen Reihen ist bekannt: 
Satz I (Cantor*)). Konvergiert die trigonometrische Rethe 


(1) % + 3 (a,cosya-+ b,sinyz), lim ¢, = lim 6, = 0 
im Intervalle [0,22], mit eventueller Ausnahme einer reduktiblen Punkt- 
menge, gegen Null, dann verschwinden alle thre Koeffizienten. 

Satz II (de la Vallée-Poussin*)), Sind die Unbestimmtheitsgrenzen 
der Partialsummen der Reihe (1) im Intervalle [0,22], mit eventueller 
Ausnahme einer Punktmenge, die keinen perfekten Teil enthdli, endliche 
integrierbare Funktionen, so ist die Rethe (1) eine Fourierrethe. 

Es ist naheliegend, die analoge Frage in der Theorie der trigonome- 
trischen Integrale aufzuwerfen. Priziser wird es sich um die Frage han- 
deln, wann ein vorgelegtes trigonometrisches Integral ein Fourierintegral ist. 


Es sollen daker sogleich einige Bemerkungen iiber das Fouriersche 
Integral vorausgeschickt werden‘). 


Ist f() eine in [— co, co] meBbare Funktion, welche in jedem end- 
lichen Intervalle integrierbar ist und im Unendlichen entweder 


1) Vorgetragen auf der Diisseldorfer Tagung der D. M. V. (1926). 

*) G. Cantor, Journ. f. Math. 72 (1870), Math. Annalen 4 (1871), 5 (1872). 

5) Ch. J. de la Vallée-Poussin, Sur Punicité du développement trigonométrique, 
Bull. de l’acad. Belgique 1912, 8. 702 —718. 

*) Vgl. z. B. M. Jacob, Uber die Cesarosche Summierbarkeit des Fourierschen In- 
tegrales. Bull. intern. de l’acad. Pol. de Cracovie 1926, 8. 40—74. Dort findet man 
auch Literaturangaben iiber das Fouriersche Integraltheorem. 
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a) absolut integrierbar ist, d.h. es existiert das Integral: 


Fineyjas 
oder 


b) f(€) ist von einem X (bzw. — X) angefangen quadratisch inte- 
grierbar mit einer logarithmischen Zusatzbedingung, d. h. es existiere 
die Integrale: 

2 —-z 
Srey" eds und f (r18))* Ig |e ae, 
so ordnen wir der Funktion f(¢) ein Fouriersches Integral zu: 
(2) f(x) ~ f [A(A) cos dz + B(A) sin Az) da. 
0 
Die in (2) auftretenden Funktionen A(4) und B(A) heiBen die Fourier- 


schen Transformierten von f() und werden in der folgenden Weise ge- 
bildet: 


(3) tim 1 f 7(8) 008 2848 = (i); tim 4 f 7(¢) sin 1848 = B(a). 


Die Integrale in (3) existieren iiberall oder fast iiberall, je nach- 
dem f() im Unendlichen der Bedingung a) oder b) geniigt. 


Ferner ist bekannt (Umgebungssitze): Geniigt f(¢) in der Umgebung der 
betrachteten Stelle £ — 2 einer der in der Theorie der Fourierschen Reihen 


bekannten Konvergenzbedingungen (z. B. endliche Variation, Lipschitz- 
Dinische Bedingung usw.), dann ist: 


(4) f(a) — lim {[4(2) 008 de + B(i)sin 22) a2. 


Hinsichtlich der Summation nach dem ersten arithmetischen Mittel gilt 
der Fejér-Lebesguesche Satz, d.h. es ist fast iiberall in z: 


(5) f(x) = lim { (1 — 4) [4(2) 008 a2 + B (2) sin az) di. 

Nach diesen vorbereitenden Bemerkungen sei das nachstehende trigonome- 
trische Integral: 

(6) f[A(2) 008 22 + B(A) sin jz)ai 


vorgelegt, wobei iiber A(4) und B(4) die Voraussetzung gemacht wird: 

















Eindeutigkeit trigonometrischer Integraldarstellungen. 665 
Es seien A(4) und B(A) in [0, co] meBbar, in jedem endlichen Intervalle 


integrierbar und 
lim A(4) = lim B(A) = 0. °) 
i=@ i=@ 


Nun behaupten wir den Satz: 


Satz III. Sind die Unbestimmtheitsgrenzen des trigonometrischen 
Integrales (6): 

G(x) = lim J(p, x) . 
(7) vn J(u, x)= J [A(A) cos a+ B(d) sindx]di 

g(x) = lim J(u, 2x) 6 

=O 

in [— co, co] beinahe*) iiberall endliche, in jedem endlichen Intervalle 
integrierbare Funktionen, die im Unendlichen der Bedingung a) oder b) 
gentigen, dann ist das Integral (6) ein Fouriersches Integral. 

In dem Satze III ist insbesondere das Analogon zu dem (Cantor- 
schen) Satze I enthalten, welcher folgendermaBen lautet: 


Satz III°. Konvergiert das trigonometrische Integral (6) beinahe 
tiberall gegen Null, dann verschwinden die Funktionen A(i) und B(A) 
fast tiberall. 

Der Beweis des Satzes III erfordert eine Argumentation, die von der 
entsprechenden, in der Theorie der trigonometrischen Reihen gelaufigen, 
verschieden ist. Aus der Reihentheorie entnehmen wir nur die beiden 
folgenden Hilfsmittel: 1. Ein Analogon zu der zweifach integrierten 
Reihe (1) (= die Riemannsche Funktion F(2)’)) und 2. den Integralsatz 
von de la Vallée-Poussin, welcher besagt, daB die Funktion F(x), ab- 
gesehen von einer linearen Funktion, sich als zweifaches Integral ihrer 
zweiten verallgemeinerten Ableitung darstellen 1aBt. 

Der Ubersichtlichkeit wegen fiihren wir an dieser Stelle folgende be- 
kannte Siatze an: 


Hilfssatz I (de la Vallée- Poussin), Es sei f(x) eine im Inter- 
valle [a,b] beinahe tiberall endliche, integrierbare Funktion und F(x) 


5) Es geniigt bloB die schirfere beasts zu machen: 


lim "P| a(a)|da= Loed ‘Fiza di =0. 
K=O 
*) Beinahe iiberall bedeutet (nach A Sejelenen, loc. cit. *)) iiberall mit Aus- 
nahme einer Menge, die keinen perfekten Teil enthilt; fast iiberall dagegen bedeutet 
iiberall mit Ausnahme einer Menge vom MaBe Nuil. 


a, nat sin yz 
Pa) = Ga 3% 


*) Ch. J. de la Vallée. Rica loc. cit. Theorem VII, 8. 711. 
Mathematische Annalen. 97. 43 
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eine in [a,b] stetige Funktion, so daB beinahe tiberall die Ungleichung 
besteht: 
(8) lim Piet h)+ Fie“ —8F(0) < 1(5) < Tm F(z+h)+F(2—h)—2 F(x) 











h=o h* h* 
Ferner erfiille F(x) im Intervalle (a, 6) fir oe xz die Bedingung: 
(8.1) —_ wie h)—2 F(z) “st, 
h=0 
dann ist: 


F(z)= Sf r(t)atay +Azx+B. 


Hilfssatz II (Permanenzsatz der Summierbarkeit*)). Ist v(A) eine 
in [0, co] meBbare, in jedem endlichen Intervalle integrierbare Funktion 
und existiert der Grenzwert: 


(9) lim J(u)=8, J(u) = fo(ayaa, 


dann ist: 
: 2 
tim f (334) v(Aj)di=s. 
0 





Hilfssatz III (Verallgemeinerung des Hilfssatzes II). Ist v(d) eine 
in [0,00] meBbare, in jedem endlichen Intervalle integrierbare Funktion 
und existieren die endlichen Limites 


(9.1) lim J(u) =, lim J(u) =, 
dann ist: x af 
23 — M58 <n (SP) ower sim {SPY oars Ft +a%5 


(M bedeutet eine von (A) enatiiindiod Konstante). 
Hilfssatz IV"). Ist v(d) eine in [0, co] mefbare, in jedem end- 
lichen Intervalle integrierbare Funktion und ist lim v(A) = 0), dann ist: 
i=@ 


mh. nb (isi). ) o(a)da—o. 








*) B. Riemann, Uber die Darstellbarkeit einer Funktion durch eine trigonome- 
trische Reihe, Gesammelte Werke S. 227 -271, speziell 8. 246—247. 
*) B. Riemann, loc. cit. 8. 248. 
™) Die Giiltigkeit dieses Satzes bleibt erhalten, wenn bloB die folgende Bedin- 
gung erfiillt ist: 
etl 
lim f |v(ajida=0. 
“= # 


Vgl. loc. cit. *). 
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Wir iibergehen den Beweis der Hilfssitze II, III und IV, da der- 
selbe sogar einfacher verlauft, als in der Reihentheorie. 
Nach diesen Vorbereitungen wenden wir uns dem Beweise des 
Satzes III zu. Wir bilden nach Hahn"): 


(2) -2/ rane | =F) a, 


Y (2) = f aw 'aisas a oeruas 


(10) 





und setzen: 
(11) F(x)= ®(x)+ P(z). 


Die in (11) definierte Funktion F(z) ist das Analogon zu der Rie- 
mannschen Funktion. Aus den Voraussetzungen iiber A(/) und B(A) folgt 
nach (10), daB F(z) in [— co, oo] stetig ist. Wir werden aber bald 
zeigen, daB unter den iiber die Unbestimmtheitsgrenzen G(z) und g(x) 
gemachten Voraussetzungen F(x) in jedem endlichen Intervalle, bis auf 
eine lineare Funktion, sich als zweifaches Integral einer beinahe iiberall 
endlichen, integrierbaren Funktion f(z) ausdriicken la8t. Die Funktion f(x) 
ist bis auf Nullmengen diejenige, eindeutig bestimmte Funktion, deren 
Fouriersches Integral das vorgelegte trigonometrische Integral (6) ist. 

Auf Grund von (10) und (11) gewinnen wir: 

(12) Qk F(x) = Pet? 4 FER) 








c+) 

f(s (s024)"(4 (a) cos dz + B(d)sinaz)da 

und setzen: ‘ 

(12. 1) lim Qy F(x) = D* F(z), lim Qk F(x) = D* F(z). 
== 0 =0 


Nach Voraussetzung sind die Funktionen G(z) und g(x) beinahe iiberall 
endlich; daher erhalt man auf Grund des Hilfssatzes III beinahe iiberall 
die folgende Ungleichung: 


(138) S(s)t9(2) = yi@—0@) <D’ F(x)<D* F(x)< S(2) + 0(*) 
+ MoE) as) 
(M ist hierbei eine von z unabhingige Konstante). 


12) H. Hahn, Uber die Methode der arithmetischen Mittel in der Theorie der ver- 
allgemeinerten Fourierschen Integrale, Sitzungsberichte der Wiener Akad. der Wissen- 
schaften 1925, 8S. 449-470. 


43* 
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Anderseits ergibt sich aus dem Hilfssatz IV fiir alle z: 
(13.1) lim 2h- Qf F(x) = lim 22) +28) + Fe — 98) 9 FCs) _ 
A=0 





h=0 
Nach (13) sind also die zweiten mittleren Ableitungen von F(x) ein- 
geschlossen zwischen zwei Funktionen, welche laut Voraussetzung in 
[— co, co] beinahe iiberall endlich sind und die sich zur Darstellung 
durch das Fouriersche Integral im Sinne der Formel (2) eignen. Bildet 
man daher: 


(14) D* F(z) < f(z) < D* F(z), 
so lautet unsere Behauptung: 

Die durch (14) definierte Funktion f(x) die gesuchte Funktion, deren 
Fourierintegral das vorgelegte Integral (6) ist. 

Denn wie aus der Bildung von f(x) hervorgeht, gehért zu f(x) ein 
Fouriersches Integral im Sinne der Formel (2). Dieses sei: 


(15) f(x) ~f [A* (a) cos ax + B* (2) sin dz] di, 


wobei die Fourierschen Transformierten A*(2) und B*(d), die iiberall 
oder fast iiberall in [0, co] existieren, in der nachstehenden Weise ge- 
bildet werden: 


(16) lim 1 (f(x)oostzdz = A* (4), lim ! [r(2)sindzdz = B* (A). 


a 


Wir haben jetzt nur nachzuweisen, daB fast tiberall in i: 

(17) A*(4)=A(d4) und B*(4)= B(A). 

Zufolge (13), (13.1) und (14) ist der Hilfssatz | anwendbar und daher 
gilt fiir jedes endliche Intervall [a, 5]: 


(18) F(z)=Sfrityatdy+ az +B) 
und daraus folgt nach einer leichten Rechnung. 
2h t 
(19) Qi F(z) =a [fe+u)duat. 
0 —t 





Betrachten wir nun die urspriingliche Integraldarstellung (12) von Q F(x): 
e , . 
Q} F(z) = | (i) (A(a)cos dz + B(a)sinaz) da, 


t) 








3) A und B sind Konstanten, die nur vom Anfangspunkte des Integrations- 
intervalles abhangen. 
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so ergibt sich aus derselben, durch die Anwendung des Fejér-Lebesgueschen 
Satzes (5), daB fast iiberall in 4 die Beziehung besteht**): 


(20.1) lim 4 ffotrteeeiedzae— (934) A(a), 


(20.2) lim a)J Q2 F(x)sindzdzdz= (i) Bla). 


a 


Und nach dem Permanenzsatze der Summierbarkeit folgt: Existieren die 
Grenzwerte 


(21.1) lien 1 {Qf F(x)cosiz dz 


“) Es ist nimlich nach (10) und (11): Qf F(z) = Qj @(x)+Q? ¥ (x), wobei 


Qi o(z)= Q2%(-z)= -f(SH) ) A(A) cost 2 dz, 


mete) 


Q2 ¥(x)=—Q?¥(-2)= -f(% ) B(a)siniz de. 





Die Funktionen Q3 (x) und Q} ¥ (zx) sind also die Fourierschen Transformierten 
sin Ah sindh 

von (So —— y A(A) bzw. von = (Se 

gueschen Satze fast iiberall in /: 





y B(A). Daher ist nach dem Fejér-Lebes- 


lim {fee ® (x) coshx dxdz= (Suet) A(A), 


u=ao tHe 


lim 2 ffer W (x) sinde dxdz = § 73) B(i) 


poo 7H 


und fiir jedes z und p: 


“uz 

1 2 x 

+ {fe (xz) cosdxdxdz=0, 
0 —z 


fia ®(x)sinizdzrdz=0, 
0-z 


woraus (20.1) und (20.2) unmittelbar folgt. 
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Zz 
(21.2) lim 1 QiF(2)sinizdz, 
z=a * 


so miissen sie mit den Grenzwerten (20.1) bzw. (20.2) itibereinstimmen. 


Mit Riicksicht auf (19) la8t sich das Integral in (21.1) auch folgender- 
maBen schreiben: 


(22) 1 fotrtejconiede= ar | (ff ce+w)suat) mies 





= tf fret u)coshxdzxdudt 








0 -t -—z 
2h t z-u 
= 7 f(x)cosd(2 — u)dadudt 
an) 4 J) 
ff 3 
" SJt fr f(x)cosdAxdz-cosiu 
“ae, fag & 


+ frte)sinizds-sinan) ava 
Lassen wir in dem letzten Ausdrucke z iiber alle Grenzen wachsen, so 


existiert mit Hinsicht auf (16) fast iiberall in 4 der Grenzwert dieses 
Ausdruckes und man erhilt: 


(28. 1) lim 1 [ Qi F(z)cosizde 
At 


1 * sin 1h 
3 | | (A*(a)cosdu + B*(4)sindu)dudt = A*(a). 
— av) J cos A u sindu)du “ )" (a) 


Ganz analog ergibt sich fast iiberall in 1: 
Zz 
(23.2) lim 2f Qi F(x)sinaxdz— (%24)" B* (,) 


und wegen der vorher gemachten Bemerkung iiber das Verhiltnis der 
Grenzwerte (20.1) bzw. (20.2) zu (21.1) bzw. zu (21.2) ergibt sich tat- 
sichlich fast iéberall in 4 die Gleichung: 


A(4)=A*(4) und “B(A) = B*(d) 
w.z. b. w. 
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Die letzten Uberlegungen zeigen deutlich die Verschiedenheit der 
Argumentation gegeniiber der Theorie der trigonometrischen Reihen. Dort 
wird namlich von der Tatsache Gebrauch gemacht, daB die Riemannsche 
Funktion F(z), bis auf ein Polynom zweiten Grades, durch eine absolut 
und gleichmaBig konvergente Fourierreihe definiert wird; in diesem Falle 
ist die Berechnung der Fourierschen Koeffizienten durch gliedweise Inte- 
gration gestattet. 

Im allgemeinen bestatigt sich das Ubertragungsprinzip der Satze aus 
der Theorie der Fourierschen (trigonometrischen) Reihen auf die Theorie 
der Fourierschen (trigonometrischen) Integrale. In diesem Sinne wire es 
interessant, die Giiltigkeit des Satzes III zu beweisen, wenn in (7) die 
Konvergenz durch die Poissonsche Summierung**) ersetzt wird. In anderer 
Hinsicht kann die Bildung der Funktionen ®(z) und Y(x) mit Hilfe der 
W. H. Youngschen**) Funktion C,(¢) weitgehend ausgedehnt werden, wo- 
durch aus den Multiplikationstheoremen von Rajchman und Zygmund’’) 
die daraus folgenden Verallgemeinerungen der Riemannschen Lokalisations- 
sitze auch fiir die trigonometrischen Integrale hergeleitet werden kénnten. 


(Eingegangen am 19. 10. 1926.) 


Nachtrag wahrend der Korrektur. 


Wahrend der Drucklegung dieser Arbeit ist eine Abhandlung des 
Herrn 8. Pollard**) erschienen, in welcher sich Herr Pollard ebenfalls mit 
dem LEindeutigkeitssatze fiir trigonometrische Integraldarstellungen be- 
schaftigt. Es scheint mir nun von Interesse zu sein, an dieser Stelle auf 
die Verschiedenheit unserer Methoden und Resultate bzw. auf den gemein- 
samen Kernpunkt unserer Ergebnisse etwas naher einzugehen. 


1. Methodisch scheint der von mir eingeschlagene Weg vorteilhafter 
zu sein; denn Herr Pollard spaltet beim Beweise das trigonometrische 
Integral (6) in zwei Teile und zwar: 


F[4(2) 008 22 + B(a)sinde]da—= f+ fas,+4, (> 0) 


%%) A. Rajchman, Prace Mat. Fiz. 80 (1919), S. 19—88. 

16) W. H. Young, Quaterly Journal 43. 

1”) A. Zygmund, Math. Zeitechr. 24, 8S. 47—104. 

18) §. Pollard, Identification of the coefficients in a trigonometrical integral. 
Proceed. Lond. Math. Soc. 25, p. 451—468. 
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und betrachtet zunichst das endliche trigonometrische Integral J, und 
sodann das Integral J,, welches den Nullpunkt nicht mehr enthalt. Diese 
Schwierigkeit, welche sich im ersten Augenblicke ergibt, ist aber keine 
wesentliche und ist von mir durch die Bildung des Analogons zu der 
Riemannschen Funktion F(z) vollsténdig umgangen worden. 

2. Beziiglich der Resultate: Herr Pollard geht gleichfalls von der 
Giiltigkeit des Fejér-Lebesgueschen Satzes aus und er gewinnt die Fourierschen 
Transformierten A(i) und B(A) durch die arithmetischen Mittel erster 
Ordnung, d.h. es ist fast iiberall: 

“wz 
A(4) = lim | { t(x)cosizdzde, 
re oe 


(24) mg 
B(4) =lim 2 | f r(2)sinaededs. 
— Cu 


Dieses Ergebnis beruht darauf, daB Herr Pollard keine sonstigen Voraus- 
setzungen fiir das Verhalten der Funktionen G(x) und g(x) im Unendlichen 
macht. Werden dagegen — wie ich es machte — bestimmte Forderungen 
fiir das Verhalten der Funktionen G(x) und g(x) aufgestellt, so ergeben 
sich scharfere Resultate, welche auf Grund des Permanenzsatzes der 
Cesaroschen Summierbarkeit aus den Pollardschen Ergebnissen sofort her- 
geleitet werden kénnen. Diese Schlu8weise war auch fiir meinen Beweis 
wesentlich. 

Im Prinzip steht die Arbeit des Herrn Pollard in enger Beziehung 
zu der bereits erwahnten Arbeit des Herrn Hahn’). Herr Hahn beweist 
namlich den Satz: 

Ist f(&) eine in [— co, co] meBbare, in jedem endlichen Intervalle 
integrierbare Funktion, die im Unendlichen beschrankt ist, so gilt in 
jedem Stetigkeitspunkte — =x die Formel: 





“ 
t) 


A 
(25) f(x) = Lf foosre 2 SO + since FOh aa, 
0 


Dabei ist in (25): 


®(:)= afr (2) a, 


1 x -1 
w(r)— frcey=sFae — fre) shee — fre) eae 
nal 1 -* 





(26) 








#*) H. Hahn, loc. cit. **). 
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i 

und das Integral {J coor at $ #(s) + sin rote} ist in sinngemaBer Art 
definiert. ; 

Man beweist nun leicht: 

a) Die Formel (25) gilt, wenn anstatt der Beschranktheit der Funktion 
f(&) im Unendlichen bloB verlangt wird, daB fiir jedes endliche + die 
Integrale (26) existieren und da8 die Funktionen ®’(r) und ¥’(r) in 
jedem endlichen Intervalle integrierbar sein sollen. 

b) Uberdies gilt die Formel (25) in jedem Punkte =z, in welchem 
der absolute Integralmittelwert: 





h 
lim 4 firetotee- t)— 2f(x)|dt—0 
A=0 é 


existiert; also fast iiberall. 


c) Im Falle, daB beinahe iiberall endliche, integrierbare mittlere 
zweite Ableitungen von ®(r) und Y(t) existieren, so kann das Integral (25) 
im Lebesgueschen Sinne genommen werden und man erhilt: 


Ke 
(27) f(z) = lim 5— ff y(t)costa + p(t)sintz)drdi. 
s- 


poe 2 
Dabei ist in (27): 
D*&(t)< y(t) SD*O(2), D? Y(t) < y(t) < D* (2). 
Ist also das trigonometrische Integral (6)*°) vorgelegt, so setze man: 
A(4)=A(—4), B(d4)=—B(—A) 


®, (x) =1 faq - mea 


(38) Y (x)= 2 * paytezsndzgy 9 B (a) amt? gi 
0 A 1 A 


®,(z)< %,(") < D* ®, (x), D* P, (x) < y,(z) < D*® ¥,(x), 
f, (x) = 9, (4) + y, (2). 


%) Von den im Zusammenhange mit dem Integrale (6) gemachten Voraussetzungen 
soll jetzt die Voraussetzung fiir das Verhalten der Funktionen G(x) und g(z) im 
Unendlichen fallen gelassen werden; fiir den Fall, daB keine Ausnahmemenge zu- 
gelassen wird, soll von A(d) und B(A) bloB gefordert werden, daB die Integrale (28) 
fiir jedes endliche x existieren. 


und bilde: 
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Auf Grund von (27) gilt also: 





(27. 1) A(i) =lim 5*- | { 9, (2) costzdeds. 


Beriicksichtigt man, daB ®,(x)=— ®,(— x) und ¥, (x)= — ¥,(— 2) und 
daB f, (x) =2f(z) ™“), so bekommt man aus (27. 1): 


“uz 
A(2) = lim 52; J J (C2) + vi(2)) omnia ds 
_— 0 -z 
2 
=i ran) J i(s)ooiedzds 


az 
= lim JJ [r(w)costzdeds. 
— 0 -2z 
Ganz analog erhalt man: 
(27. 2) B(a)=lim 1 ff rie)sinazanae. 
aaa 0 -z 


Somit sind die Pollardschen Formeln (24) aufs neue bewiesen. 

Es sei noch bemerkt, daB der Eindeutigkeitssatz auch fiir allgemeinere 
trigonometrische Integraldarstellungen™*) gilt, worauf ich bei einer anderen 
Gelegenheit zuriickkommen méchte. 


%) f(z) ist durch die Ungleichung (14) definiert. 
**) H. Hahn, Uber eine Verallgemeinerung der Fourierschen Integralformel. Acta 
mathem. 49, 8. 301—353. 


(Eingegangen am 12. 1. 1927.) 








Verallgemeinerung eines Satzes tiber die absolute 
Konvergenz von Fourierreihen mit Liicken. 


Von 


8. Sidon in Budapest. 


Im Anschlu8 an eine friihere Arbeit (Math. Annalen 96) beweise ich 
jetzt den 

Satz. He sei 1a<d4,<...<i,... eine unendliche Folge spositiver 
ganzer Zahlen, bei welcher die Bedingung 


(1) mt >g>1 
(q konstant) fiir jedes n erfillt ist. Ist dann 
>» (a, cos 4,2 + 6, sin 4, 2) 


n=0 
die Fourierreihe einer beschrankten Funktion f(x), so ist >'(|a,|+|0,|) 
konvergent *). nats 

Beweis. Es werde 
sgn (a, cos 4,2 + 5, sind,z) =e, 

gesetzt und die positive ganze Zahl & derart bestimmt, daB die Un- 
gleichungen 

q*>8, lta 3<¢ 
bestehen. Im nichtnegativen trigonometrischen Polynom 

P,,,, (2) - ii + &%;4,0084,,,,2), 7 ganz und OSr<k, 


1) Darin ist offenbar Satz I meiner friiheren Arbeit (Math. Annalen 96, S. 418 —419) 
enthalten. 
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dessen Absolutglied gleich 1 ist, ist der Koeffizient von cosd,z gleich «,, 
wenn n=ki-+r, hingegen gleich 0, wenn n+ki-+r.*) Es ist also | 


PY |@, 54, C08A,,,,2 + b,;4, sin Anse | 
i=0 


~ . f(t) P,, .(t — 2) dt < 2Max|f(z)| 


— 


fiir jedes z, m und r. Daraus folgt aber die Konvergenz der Reihen 
SZ (Itiee + |b,;,,|), also auch der Reihe 2 (ia, | + |b,|), w.z. b. w. 


Fiir die Konvergenz von S(\a,| +|6,|) ist iibrigens, wie eine 
=0 
leichte Modifikation des Beweises zeigt, schon die einseitige Beschrankt- 
heit von f(z) hinreichend. Mit der Konvergenz der Fourierreihen von 
der Form 3 (a, cosa,2 + b, sind, 2), bei denen die Bedingung (1) erfiillt | 
n=0 | 

ist, beschaftigte sich auch Herr Kolmogorof*). Seine Beweismethode er- 
gibt aber nur die gleichmadfige Konvergenz der namlichen Klasse von 
Fourierreihen, wenn die Funktion als stefig vorausgesetzt wird. 

*) Die Indizes der nichtverschwindenden Glieder von Pm,,;(z) sind alle von der 
Form s + dpi,ir. Der absolute Wert eines solchen Ausdrucks, wenn darin die 

s=0 
Glieder schon so geordnet sind, daB ig; >is ist, liegt zwischen anit r (1 _ a 7) ss 
und Agi,+r (1+5+4). woraus die Behauptung des Textes folgt. 

5) Fund, Math. 5 (1924), 8.97. 


(Eingegangen am 8. 12. 1926.) 


On integral functions of order <1. 
Von 
A. 8. Besicovitch in Liverpool. 


In this paper we shall investigate the relations between maxima and 
minima of moduli of integral functions of order 9 <1. The results are 
stated completely in the last section. 


Introduction. 
§ 1. We shall begin with the simplest case, that of regular integral 
functions, first considered by A. Wiman'). By a regular function of 
order @ we mean a function 


nom a} 


n=1 





where a>0O and ee § 


We shall consider the maximum and the minimum of F,(z) for 
z|=[a(n+0)]*, where »<0<1—y, 4>0 being an arbitrarily 
small fixed number. Writing 


m(r)=min|F,(z)|,,., and M(r)=max| F,(z)|,,._, 


we evidently have 


m(r) =". [1 -—*_.) JT [1— +9"), 


(n!) i=1 (n+6)* s=n+1 


mcr — ee. TT a+ Pa) UT [1+ 32"), 








é=1 (m+O)*) 20s 
Writing 
(n+0)*" : al [ or) 
lg ——___=P, | 1— oo 1 — —.,—_ | =8,, 
8 (nt)* ell (nm +o w % a . 
n a. 
ie JT {1 +I Q. Ig Il fe J=s, 
#=1 t=an+1 


1) Wiman, Uber die angenaherte Darstellung von ganzen Funktionen, Ark. fér 
Mat. Astron. och Fys. 1 1903. 
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we have 

(1) Igm(r) = P+Q,+5,; Ig M(r)=P+9,+8, 

where 
(2) P=kn+ O(lgn), 


n+0 


o-Ps 0 | 


- "ft i—s}"ys"° ‘Ft + O(Ign), 


s,— fic [1 (240) ) di+O(Ign) 


nt | 


ote 








n+0 





(1-2) Je?" Fat + O(ign), > 


Q,= f le[1+ sgtiglee oon *stfens +t) Fat + 0(1), 


1 


F (n+6)*| ,. _ n+0 -F 


n+@é 


(3) +8, a lal “}r-*(8 44°F )at + 0(0gn), 


1 1 
‘je? (#® 44° * dt +0(1) 








(3’) 0,+5,="¢2/ 


Expanding lg(1+¢) in a Taylor series and substituting in (3’) we 
obtain on integrating term by term 


fine 4 4)] 77 ( ti +t “4)a n-you (r,;+ 1 ) 


gt? 








a er 2 i ren. 
) (2+) (*-3) yO _—* 


=xkeosecy —k*.... 
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In the same way 
(5) foga —t)) 47° (e® +i *)dt—k* — nkeotgZ 


and so from (1), (2), (3), (3”), (4), (5) we have 


an—2t8 (k*—2kotg +) +0 (Ign) 


kn+"*9 (xk coveo*— k*) +O(Ign) 


Igm(r) _ P+Q,+58, al 
IgM(r)  P+Q,+5, — 





otg = +0 ( *) 





= x Ign\ n\ 2 
k n 

It follows that: for »<@<1—y and for an arbitrary fixed e>0 we 

shall have 


(6) m(r) > [M(r))ren* 
for all sufficiently great values of n. 

Thus: the density of values of r satisfying the inequality (6) is 
=>1—2y, and consequently = 1, since 7 is arbitrary. 

Let EZ be any measurable set of points r of the interval 0 < r<oo. 


We shall call the ratio 
m(E><(0, r)] 
r 
the mean density of the set HZ in the interval (0,r). Further we shall 
call the upper and the lower limits [asr—+0co] of the ratio mE (0.00) 


the upper and the lower densities of the set E. When the upper and the 
lower densities are equal we shall call their common value the density of 
the set E. 


We shall always denote the sets of values of r, for which conditions 


of the form 
p(r)j>y(r), pl(r)>y(r), --. 
are satisfied, by the symbols 


Elo(r)jv(r)], Ele(r)>v(ryy, --- 
Then from the result (6) above we can easily deduce the following: 
Given any regular function of order 9 <1, the density of the set 
E{m(r) > [M(r)}""~-*} 
is equal to 1 for any e>0. 


®) We here have reproduced almost exactly Littlewood’s calculations. 
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§ 2. Now let 


F(z)= Ta - 2) 
é=1 
be an integral function of the order 9 <1. Put 
|a,| =, 


b,<56,<6,... 
so that b,+0co. We may represent the moduli b; by the points (7, b;) 
(¢ = 1, 2, 3,...) im a coordinate plane. We shall then have a monotonic 
sequence of points. We now connect each point of this sequence with the 
following by a monctonic are and so obtain a monotonic curve going to 
infinity. Such a curve will be called a curve of roots of the function F(z), 
though it represents not roots but their moduli. This curve, introduced 
by Littlewood, plays a fundamental role throughout the paper. For a 
regular function F,(z) of the order o=+ all the roots lie on a para- 


boia y= (az)* and therefore we can take this parabola as a curve of 
roots. 


§ 3. We shall always write 


m(r)= J] \1-7 . Mir) = I] (1+)). 


t=1 t=1 


and assume that 





so that 
min| F(z)|,,.,2m(r) and max|F(z)| < M(r). 


|z|=7 = 

Then the Littlewood-Wiman*) theorem may be formulated in the follow- 
ing way 

Given any function F(z) of order 9 <1, the set 
(7) E[m(r) > [M(r))**9~*} 
is unbounded for every «> 0. 

In this paper I investigate the density of the set (7). From § 1 
we know that in the case of regular functions this density is equal to 1. 

§ 4. Littlewoods fundamental idea. Let F(z) and F(z) be two 


integral functions of any order <1 and R”, R™ (fig. 1) their curves of 
roots. Let us denote by 


bSb<h..., BS Sd... 


%) Littlewood, A general theorem on integral functions of finite order. Pro- 
ceedings of the Lond. Math. Soc. (2) 6 (1208), p. 189—204. A. Wiman, Uber die 
Eigenschaften der ganzen Funktionen von der Héhe Null. Math. Ann. 76 (1915), 
8. 197-211. 
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the moduli of the roots of the functions F(z), F™(z). We assume 
that R” and R® have a single point of intersection O(z,r), and that 
R® is below R™ to the left of a 
this point and above R® to the . 

right. Let us now consider the sets 


B® = E[m® (r)>[M™(r)]*], moe 
B® — E[m™ (r) >(M™(r)}*] 
(—1<a<1l), 

where m”(r), M™(r) refer to 
F(z) and m(r), M®(r) to 
F(z). Then Littlewood’s idea Clar) 
can be stated as follows: 

Fundamental lemma. J 
the ordinate r of the point C be- 
longs to E™ then it also belongs 
to E”. 

Let F(z) be an integral func- Fig. 1. 
tion of order <1, for which 


lg m(r) 
(8) 1> Ig M(r) >-1. 








Let us consider the first differential of a5 with respect to any 
number b,. We write 


r—b, 


, log M(r)=B+l]g rth 


—<“ en 





lg m(r) = 








We have 





tT) + (be —r)\ 





d Igm(r) [(o 
lgM(r) 


By (8) 





(dn —1) (ba +1) Dy Bat nad 


(B+ig**") > 4+ Ig|*="|> 





— (B+ 1g ***) 


which shows that d ae is of the same sign as (b,—r)db,. Conse- 


quently the ratio me increases when |b, —r| increases. 





Let us consider the numbers 


Ig m™ (r) Ig m® (1) | 


ig M (r) ig M(r)’ 
Mathematische Annalen. 97. 44 
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we can obtain the first of them from the second by increasing r — 6, | 
Ig m"™ (r) es 1) 

lg M” (r) 

ig m™ (r) lg m") (r) 

IgM (r)° ig M™(r) 





for ali values of n. Consequently (since 1> 





which proves the lemma. 

Littlewood proved that corresponding to a function F(z) of order 
oe <} there is an infinite set of regular functions of any given order 
o’>2e, such that the curve of roots of each of these functions has a 
single point of intersection with the curve of roots of the function F(z), 
and that by choosing a suitable sequence from the set, this point may 
be made to tend to infinity along the curve of roots of F(z). In this way 
using the fundamental lemma and the results of § 1 above, Littlewood 
proved that for any integra] function F(z) of order 9 < } the set 


E[ m(r) > [M(r))**°~*] 
is unbounded. In his paper he also expressed his confidence that a much 
more precise theorem was true, namely: 
For any integral function F(z) of order 9 <1 the set 
E[m(r) > [M(r)]“"*9~*] 
ts unbounded. 
This theorem was first proved by Wiman. I also gave an independent 
proof in 1921‘). 


Chapter 1. 
§ 5. We now attack the problem, proposed in § 3, of the density 
of the set 
B[m(r) > (M(r)]"*"~*] 
by a method based on a deformation of the curve of roots. 
As before, let 


F(z)=]] (i— Z| 


n=1 


be an integral function of order 9 = ; <1, and let 


ja,;=b,, )55.55<.... 


*) At that time I did not know of the existence of Wiman’s proof. My proof 
is based on the idea of deforming the curve of roots, but not quite in the same 
way as in this paper. A few copies of my proof were published then in Russian; it 
appeared afterwards in German in the Bulletin de l’Acad. des Sciences de Russie, 1924. 





—— 
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Then for any fixed k’<k, te _. 0 as n—+co. Let b,=c,n*’ for 
all values of n, so that 
(1) C,—> CO a8 N—>OO. 


Let R be a curve of roots of F(z). If ¢, Se, <c,... we do not make 
any deformation of R. Now let us suppose that the sequence c,,¢,,¢,,... 
is not monotonic. Consider the expression 


RE ei 

G(l)= ye, ¢,...¢, 
for all positive integral values of 1. From (1) it is plain that @(l) + co, 
as 1-»oo. For to an arbitrarily great fixed positive number N corre- 
sponds a number m such that c, > N+-1 for n>m. Writing c,...c,,=p 
we have 

1 m 

Q()>p'(W+1) * 

and for all sufficiently great values of J we shall have 
G(l) > N. 

Consequently the function G(l) has a least value. Let 1, be the value 


of 1 to which corresponds this minimum of @(Il); if there are several 
such values, let 1, denote the greatest of them. Writing 


(I, 1) Verte, =i 

we easily see that 

(ei... | GZ2n, %Sn 

and that generally 

(I, 3) C,0,-.-G 275 (1<j <1). 


In the same way denoting by J, the greatest / to which corresponds the 
minimum value of the function 
i 


VOr,4+1-++ Cr +t 


and writing 

(II, 1) Veusa--Cha, = Yai 

we shall have 

(II, 2) %> Ms tS Mer = th Qs 

and generally 

(II, 3) Crei-+-Chrge rh (isj7Sh4) 


Going on in this way we obtain the numbers 


Verret Stitt bs Stik hte 
44* 
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such that (writing 1, +...-+ 1;= ,) 





(J, 1) \ fey,_,+1 Cu,_y48++ + Cum y, (¢>1) 
(J, 2) Cy, HS Cu, D7; 

and generally 

(J,3) Cup +1 Cm 48+ + Cn, 492 VF (lsjS4). 


§ 6. We now deform the curve of roots R of the function F(z) by 
a certain set of “elementary operations”. 
First of all we divide the moduli of the roots of F(z) into groups. 
The first group consists of 
4 eer 
the second of 


By, +15 Du. +2s ces bus 
and so on. 


The performing of an “elementary operation” on the two positive 
numbers e and f (e </) consists in replacing them by positive numbers 
e’, f’ such that : 

e<e, f >f, ef’ =ef; 
or, geometrically, the performing of an elementary operation on the two 
points EZ, F with positive ordinates e and f>e consists in deplacing 
them in directions parallel to the y-axis so as to increase the larger 
ordinate and decrease the smaller, leaving their product unaltered. Let 
e, { be two moduli of roots of the function F(z) both less or both greater 
than r. Suppose 


(2) 1> 6m) 5 1, 

Let us produce the infinitely small elementary operation for which 

e’=e+de, f=f+df. We have fde+edf=0, de+df>0. Let 

us consider the first differential of the ratio E vO with respect to e 

and f. We write 

lg m(r)= A+lg|r—e|+lg|r—f), lg M(r) = B+lg(r+e) + Ig(r+/). 
We have then 





Ig m(r) 
lg M(r) 


a {[B+lg(r+e)+le(r+f)] (e+17) (f+r)+[A+]g|r—e|+lg| r—fi}(e—r\(e—f)} r(de+d/ 





(e—1) (f—r) +1) (f +r) [B+le(r+e)+le(r +f)” 
We have by (2) 


[B + lg(r +e) + lg(r+f)] > [A+ lg{r —e| + lg|r—F\) 
> —[B+ lg(r+e)+lg(r+f) 
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which shows that aoe <0. From that we immediately conclude 
that any elementary operation which replaces the numbers e,f by the 
numbers e’, f’ from the same side of r, decreases the ratio &™") | 

§ 7. We shall now show that we can bring the points 
(2) by, _ +17 Oy, +29 +95 Dy, 


of the curve R on tothe parabolic arc y= y,x*', i. e. that we can replace 
the numbers (3) by the numbers 


(4) ¥;(4-.+1)", ¥;(j-1 +2)", tees yop 


by means of a finite set of elementary operations upon them. 
We have, by (J,3), for any 1S j<i,; 





(5) Dy, +1 Ou, 42+ + Du, +s 
= Cu, _ +1 Cuy_ 48-2 On, +9 (4-1+ 1)" tee (H;-1 + j)* 
2h (mrt) (mati) 
(for 7 =1; we have equality). 

If none of the points (3) lie below the parabola y= y,z* then by 
using (5) with 7 = 1; we see 
that all the points (3) lie 
on the parabola y = y,2*'. 

If however there are 
points of (3) below the 
parabola there will also be 
points above, and we may 
divide (3) into consecutive 
sets of points lying respec- 
tively all above or on the 
parabola and all below or 
on the parabola; by (J, 1) 
ete. the first set is of the 
first type and the last is of 
the second type (fig. 2). 

Consider the first two 
groups; selecting the left- 
most point of the first which is not on the parabola, and the right-most 
point of the second, which is not on the parabola, let us perform the ele- 
mentary operation on them until one of them first meets the parabola. 
This gives a new set of two groups; we repeat with this set. Now from 
the inequality (5) we can see that ultimately all the points of the second 








Fig. 2. 
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group will be brought on to the parabola, while the same may or may not 
be true of the first group. In either case we take now the first three 
sets as a new first set and 
the fourth set as a new second 
set and repeat the whole set of 
p ® operations. 
So proceeding we have after 
a finite set of operations only 
the last set to deal with; all 
the remaining points have been 
brought on to the parabola or 
lie above it. Taking the last 
set as our new second set and 
all the preceding points as the 
new first set and repeating we 
shall bring all the points (3) 
C on to the parabola or above it; 
by (5) all the points will then 
actually lie on the parabola 
y=y,2*. Thus our statement 
is proved. Suppose translations 
of this kind performed on each 
group of roots. 
Fig. 3 shows the distribu- 
Fig. 3. tion of the points 
(6) 6, 4, 46,,:.. 











and the distribution of the points 
(7) bi, bs, bs, eee 


into which they are transformed after all the operations have been per- 
formed. 


Now draw the set of parabolic arcs 
y= 7,2" (0<2<4,4+3) 
y= 7,2" (m+tS2Sm+5) 
y= 7,2" (u+3 S25 %+3) 
and so on. Then all the points of the first group 
bi, By, .- +» By, 
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lie on the first arc; of the second group 


, ’ ’ 
Du, +15 Du, +2, a) bu, 


on the second arc, and so on. Denote by R’ the curve of the trans- 
formed roots b;,6,,.... We can take for R’ the set of the parabolic 
ares above and the set of vertical segments connecting these arcs. 


§ 8. Now let r be any number in the interval 
1\* / 1\¥" 
%(u,+ 3) Srna (u,+3) ; 
then 
(8) Bu S Bi <7 < Digs S Byys- 


Let us now compare the expressions 

















m(r) | om r — bu, bu t+i—?r du +2—?7 
ea ae by, +1 _ <b 
9 
(9) M r+b, + by, 1+ by41 1+ du +2 
(r) is b, ci ips bu, bu, +1 by, +2 
with the corresponding expressions for the numbers (7) 
m(r) = r—b r— Dy, bata r bay r 
\ , “ef , 
b; bn, bu ta bu,+2 


10) 





r+b; r+bu, r+bpe,+1 r+bu,+2 


, 


| M"” (r) et 
bi 


bu, bi, +3 bu,+2 
We arrive at the expressions (10) from the expressions (9) by a set of 
elementary operations on the numbers b,,b,,.... Each of these opera- . 
tions is always performed on two numbers b., b,; these and the numbers 
which replace them are either all four less than r or all greater than r. 
3 Ig m™ (r) bo 

Therefore by § 6 if 1> ig Mr) >—1, then 

Igm(r) _ Igm™ (r) 

IgM(r)” Ig M™(r) 


§ 9. Now let us draw the parabola fi 








(11) 


y=y2® 


through the point C(u;-+ 3,1); then y,;<y<y,;,, and consequently the 
curve R’ lies below R to the left of the point C and above R to the 
right of C. We introduce the function 


(2) = J] (1- =) 


a=1 yn 
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of order e=5 and denote its minimum and its maximum for |z| =r 


by m(r) and M(r). Then given «>0 we shall have for sufficiently 
great values of u;,-+ 3 (by §1) and so of r 


m(r) > [Mr] | 
and for the same values of r by § 4 
m (r) > [M™ (rere, 
From (11) we conclude that for the same values of r 
(12) m(r) > [M(r)]**0-*. 


Thus we see that for a given «> 0 the inequality (12) is satisfied for 
all sufficiently large values of r belonging to the vertical leaps of the 
curve R’, and so for all values of r belonging to the intervals 


, ‘ 


¥ ¥ 
(13) 1 (m+ 5) 1S 74s (m +3) 
from some value of ¢ onward. 

§ 10. Let us denote by E the set E[m(r)>[M(r)]°™**~‘] and 
by J the set of all the intervals (13). Since y,—+co the measure of J 
is equal to co. We denote by H(r) and J(r) the parts of Z and J in- 
cluded in the interval (0,r). The sets 2, E(r) depend on the value of «, 
the sets J, J(r) do not. To any «,>0 corresponds a number r, such 
that Z contains the set J—J(r,). Therefore given any fixed positive 7 
we have for sufficiently great values of r 

m-E(r 
(14) Tyla. 
We proceed to the discussion of density of HZ. Let A(e) and B(e) be 
the upper and the lower density of the set H. Thus they are numbers 
between 0 and 1. A(e) and B(e) are not decreasing functions of «. 
We write 
kim A(e)= D(F, 0’), lim B(e)=d(F, 0’). 


Our problem is to investigate the upper and the lower limits of these 
numbers for all functions of a given order g. From § 1 we know that for 
regular functions these two numbers are equal to 1, so that the upper 
limit is 1 in both cases. From (14) it is plain that for any function F(z) 

of order 9 


(15) up. dens. J < D(F, 9’). 
To each function of order 9 is correlated a definite number, the upper 
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density of the corresponding set J. Let a(g’,@) be the lower bound of 
this set of numbers. Then by (15): 
D(F, 0’) 2a(0',@). 

Thus a(g’,@) will give a lower limit (not the exact lower bound) for 
D(F,o’). We therefore try to determine a(g’,o). First of all we make 
the following remark. Let A> 0 be an arbitrarily great and e>0 an 
arbitrarily small positive number and consider the parabola P (fig. 3): 
y = Azx*-* where k—e>k’. The function F(z) being of order 0 =, 
we have of course 


bn 
n*®-* 





—~c as nN-—-O. 


Therefore its curve of roots R lies above the parabola P from some value 
of m onwards. The same is true of the corresponding curve R’. For 
consider some are C,;: y=y,x* (for u,,+1<2<4,) of R’. If the 
corresponding arc of R lies above P, then the right end of C, lies also 
above P because y,u¥ >b,; but if y,2* > Ax*-* for x= mu, then the 
inequality is also true for 1<2<~y, (since k—e>k’) and thus the 
whole arc C, lies above the parabola P. We consider the curve R’ only 
for « >4; for a sufficiently great value of A an arbitrarily great initial 
part of R’ lies below P. The first point of intersection of the curves R’ 
and P belongs to some straight segment of the curve R’. For the part 
of R’ to the left of its first point of intersection with P lies below P, 
but if there were an intersection of some are C, of R’ with P, the left 
part of CO; would lie above P. By increasing A we can arrange that the 
first point of intersection of P and R’ shall be at the upper end of this 
straight segment of R’; thus we can assume that the first point of inter- 
section of P and R’ is O’[n+4—pu,+3, 7,4,(n+3)*]. It is now 
convenient to use another expression for the arcs of the curve R’; for 
any positive integer p we shall write the equation of the arc of R’ 
corresponding to the interval p—}<2<p-+} in the from y= 4,2", 
where 6, = y;,, for 
P=H; +1, 4; +2, ---, Mas- 

We first find the sum S(n) of the straight segments belonging to the 
arc BO’ of the curve R’ to the left of the point 0’. The last segment 
with its upper end at the point QC’ is of length 


1\¥ 1\" 1\” 
Vita (m+ 3) re (u, +3) 567 (m+) (%:41 — %) 
and the sum of all segments belonging to BO” is seen to be 


‘ 
S(n) = 2 (re > 7;) (x; + ay’, 
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But in our new notation 


(16) Pita = Opjt2 = Opta=---=Su,,, for any j, 
so that 
ian y= at. — 9x, 
‘ , 
1 k 
(17) S(n) =D) (ij: 8n,) (u, + 3) 


j=1 


and since by (16) all the differences 4,,,— 6,, except occurring on the 
right hand side of (17) are zero, we have 


8(m) = 3.14) (04 1)" 
—Ss1(n+3) — 4 (t+) —(#-4) ]-a(3)’- 


Since the part BC’ of the curve R’ lies below the parabola P and the 
point ©’ lies on this parabola we have 6,1* < Al’ for l<n and 
8,41("+})' = A(n +3)" which gives 


&car t=". 
Consequently 


(18) 8()>4(n+3)— a SP [(04-2)"— (0 4)"]-a, 0) 


But we have seen that by making A sufficiently large we can make the 
first point of intersection of the curve R’ with the parabola y = Azx*-* 
as distant as we please; hence we can consider the formula (18) for 
arbitrarily large values of n. Now we have denoting by the symbol ~ 
asymptotic equality 


y po-((4.1) — (1 al ~S aiadeed (sit vy ee 
f=1 i=1 


¥(n+3) 


and so by (18) we have for an arbitrarily small fixed positive » and 
sufficiently large values of n 


8(n)>A(n+4) [1 ole — 7). 





we fie ‘dli~; rn 


Therefore 
: - S(m) er 
up. dens. J > lim sup Tap = ie 








Integral functions. 691 


ard consequently since up. dens. J does not depend upon « 


k’ 
(20) up. dens. J>1—F=—1-—% 
and thus from (15) 
(21) D(F,e')21—%,, 


which we can formulate as follows: 
Theorem 1. For any function F(z) of the order 90 <1 the upper 
density of the set 
(22) E(m(r) > [M(r)]°"*"~*) 9) 
where 1>0'>o and «> 0, is at least 


i. & 
as 


< 


Now let g(r) be a positive decreasing function which tends to zero 
as r—+co. Suppose 9<}. Then the upper density of the set 


(23) E(m(r) > (M(r)}?] 


is at least 1 — ar for any 0’ < .. For given e’<5 we choose « > 0 80 
that coszo’-—-e>0. Then from some value of r onwards the points of 
the set (22) belong to the set (23), and since the omission of a finite 
intervall of values of r does not alter the value of the upper density of 
the set (23) will be greater or equal to the upper density of the set (22) 
and so >1 a 4 for any "<5 and consequently > 1 — ¢=1—2¢. 
But we know that for any «> 0 and for r >r(e) 
“5 

(24) M(r)>e* : 
Taking »(r)=r * in (23) we obtain 

Theorem 2. For any function F(z) of order 9< 3 the upper 
density of the set 
(25) E[m(r)>er*~*] 
ts at least 1 — 20. 


For functions of order zero we can take 9’ >0 in (22) as small as 
we please. Writing 3 for ¢ in (22) and choosing 09’ so that cosa’ = 1 — 3 


we obtain this theorem. 


5) Clearly the « may be omitted. 
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sity of the 
(26) 


§ 11. 
the above 


(27) 


(28) 


is zero. 


wing way: 


ts equal to 1. 
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Theorem 3. For any function F(z) of order zero the upper den- 


set 
E{m(r) > [M(r)]*~*} 


Chapter II. 


We now study the limits of variation of the lower density of 
sets. We have seen that for regular functions of any order 


@ <1 both the upper and the lower densities of the set 


E{m(r) >[M(r)]}™**~*} 


are equal to 1. We shall now show that there exist functions of any 
assigned order 0 < @ <1 for which the lower density of the set (27) and 
even of the set 


E[m(r)>e-**"*] 


We shall define a function F(z) of order 0 — (k > 1) in the follo- 


As 


A, 








0 
Fig. 4. 


Let n, be a positive integer > 2, and let 


My = NI, My—= Ny, M,— My, .--- 


Consider the parabola y = x* (fig. 4); A,,A,,A,,... are the points with 
abcissae n,,m,,%,,.-.- Join OA,,OA,,O0A,,.... Let the ordinate of 
A, , meet OA, in B,. Consider the curve defined as 
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OA, for 0<2gn,, 
B,A, for n,<zgn,, 
B,A, for n<2Sn,, 


This is to be the curve of roots of F(z). We postulate that the roots 
of F(z) shall be real and positive. Then this curve defines the roots 
b,, b,,b,,... of F(z). Finally we define F(z) by 


F(z) = [J (1-}). 

n=1 
The equation of the curve of roots of F(z) in any interval n,_,§<2x<n, 
is seen to be y= nj ‘xz. Let now « <} be an arbitrarily small fixed 
positive number. We define a set of intervals on the z-axis so that the 
i-th interval is the interval 
(29) an, <2<(1—a)n,. 
For any fixed « > 0 we shall have an,>n,_, for sufficiently great values 
of ¢, hence the ¢-th interval is obtained from the interval (m;_,, ™) by 
cutting off certain segments of length < an; from both ends of the latter. 
Now consider m(r) when r is equal to the ordinate of a point of the 
curve of roots belonging to the interval (29). Let us divide up the 
r-range into intervals of length n;~* 


(29’) mn t*<r<(m+1)ni™ 

where the range of values of m is given by 

(30) an,;<m<(l—a)n, or an,<n,—m<(1—a)n,. 
We have 


(31) mr)—| IT I [!-35,]}} 
and consequently BEV: 


(32) mor<{IT {I b-slHLI,, 


jut “ommy_, 
Replacing each factor of the first product of (32) by the greater number n*¥ 
and writing each term of the second as a fraction and then dividing the 


numerator and denominator by n}~* and replacing the numerator by the 


next greater positive integer, 





1— 











“Be 
k-1 . 
an 





(ny —m)!(m—n,_,)!m_1! 
m! 


(my — m)"*—™ (m —my_,)"” ae Me" ia m) (m— 7% 1) ™--1 - 
ni sn 


™m (r) < nF™—, 








~ nk" _,22 
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‘ ai-s(1 = OV 4 < nge™—1(1 -«)"™., 
me m(r)<e™™ 


for « small enough and ¢ great enough. Since r <n? we shall have for 
arbitrarily small e and sufficiently great n: re¢-* < s™% (o —1) and con- 
sequently 

(34) m(r)<e-"? 


Thus we have that for an arbitrarily small « >0 and for sufficiently 
great values of i the inequality (34) is satisfied throughout the interval 
an* <r <(1—a)n? and consequently the mean density of the set 


(35) E[m(r)<e-"*')] 


in the interval (0,n*) is greater than 1 — 2a. From this it is now easy 
to conclude that the upper density of the set (35) is 1, and therefore 
the lower density of the set 

(36) E[m(r) > e-**~*] 

is zero. 

Thus for any 0 < @< 1 there exist functions F(z) of order o for 
which the lower density of the set (36) is zero. 

§ 12. We have assumed that k=- is constant, but we can get the 
formula (33) on the assumption that k = &,; is an increasing function of 
t which —-co. Thus 
(33”) m(r) < nB-1%-1(1 — a)9-™ 


if we now assume that k,_,n,;_,—O/(ni-*) we sball have for sufficiently 
great i, 
m(r)<e ? "<1, 


and thus there exist functions of order zero for which the lower density 
of the set 
E(m(r)> 1] 
is zero. 
§ 13. To sum up, we have proved that: 
I. If F(z) is of order 9 <1, then 
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1. for 0 < @ < e’ <1 the upper density of the set 
EB{ m(r) >(M(r))""*} 
: ee 
18 21 °”’ 
2. for 0< @<} the upper density of the set 
E[m/(r) > er*~*] 
is >1— 20 for every e«>0, 
8. for 9 = 0 the upper density of the set 
E(m(r) > [M(r)]*~*] 
is 1 for every «>0 


II. There are functions of order 9 <1 such that 
1. for 0 << @<1 the lower density of the set 
E[m(r) > e-"°~*) 
is zero, 
2. for g = 0 the lower density of the set 
E[m(r)> 1] 


is zero, and so since for regular functions the upper and lower density 
of I, 1. are both 1 we have: The smallest value which the lower den- 
sities of II, 1., II, 2. actually take is 0, and the greatest- value they 
actually take is 1. 


(Eingegangen am 8. 7. 1926.) 











Asymptotische Entwicklung der Besselschen Funktionen 
bei groBem Parameter und groSem Argument. 


Von 


8. C. van Veen in Dordrecht (Niederlande). 


Einleitung. 


In der vorliegenden Abhandlung*) wird das schon vielfach behandelte 
Problem der asymptotischen Entwicklung der Funktion J,(xz), worin n 
und z groBe Zahlen von derselben GréBenordnung bedeuten, nochmals 
vorgenommen. Die Veranlassung dazu war, dab, soweit uns bekannt ist, 
die von anderen Autoren, wie von Herrn Watson, und vor allem Herrn 
Debye*) gefundenen Resultate nur die ersten Glieder der asymptotischen 
Entwicklungen enthalten und von dem Restgliede nur die GréBenordnung 
angeben. Zwar liefern die Methoden der genannten Autoren die Mittel, 
um diese Entwicklungen weiter fortzusetzen, aber ein wirkliches Bildungs- 
gesetz der Koeffizienten der Entwicklung wurde nicht gegeben. Es blieben 
also noch zwei Aufgaben ungelést, namlich erstens, wie die genannten 
Entwicklungen in irgendwelcher (méglichst einfachen) Weise beliebig weit 
fortzusetzen sind, zweitens eine (méglichst scharfe) obere Grenze des Rest- 
gliedes anzugeben, wodurch diese Entwicklungen zum numerischen Ge- 
brauche vdllig zuverlissig wurden. 

In dieser Abhandlung wird der Versuch gemacht, diese beiden Auf- 
gaben, wenigstens fiir den Fall, daB nm und z beide reell und > 0 sind 
und zugleich n> z ist, zu lésen. Die erste Aufgabe wird gelést durch 
die einfache rekurrente Beziehung (29) zwischen drei von vier aufeinander 
folgenden Koeffizienten der asymptotischen Entwicklung. Zur Lésung der 
zweiten Aufgabe benutzen wir einige zu diesem Zwecke besonders geeig- 
nete Majorantentwicklungen. 


*) Diese Abhandlung bildet eine Umarbeitung einer von der Mathematischen 
Gesellschaft in Amsterdam im Friihjahr 1926 gekrénten Preisschrift. 
*) P. Debye, Math. Annalen 67 (1909), 8. 535. 
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SchlieBlich méchte ich hier noch den wesentlichen Antei] erwahnen, 
der Herrn J. G. van der Corput in diesen Untersuchungen zukommt, dessen 
lehrreiche Besprechungen mit mir iiber diesen Gegenstand mir bei der 
Abfassung dieser Abhandlung eine wesentliche Anregung waren. Seine 
nachherigen brieflichen Mitteilungen haben zu einer sehr wesentlichen Ver- 
schirfung und Verbesserung der von mir gefundenen Abschitzung Veran- 
lassung gegeben; fiir all dieses will ich hier meinen herzlichsten Dank 
aussprechen. 


§ 1. 
Ableitung des Integrals. 
Fiir R(z) > 0 gilt bekanntlich: 


(0+) 1 
a) Jem gg femelle 


im folgenden bezeichnen n und z reelle Zahlen und es ist n>z>0. 
Wir setzen: 


z=nsin a, 0<a<5. 
Wenn wir auf nebenstehendem Integrationsweg integrieren und dazu 
(2) ua (outgdeet) et ax 
2. ly 
setzen, so ist an AB entlang -v Recotg fx. 


A-— 8 











gy = — a, wobei s von + co 
bis 0 variiert. Dem Kreis 
entlang ist s=0, wobei g von — 2 bis + 2 variiert, und an CD ent- 
lang ist ¢ = 2, wobei ¢ von 0 bis +- oo variiert. 

Durch die Substitution (2) geht (1) iiber in: 


+x 
(3) J, (n sin «) = ss (tg5«) f er(cosacosy +ising—iy) dq 
eh) eanafeniore arnt yagy 
.U 


Das erste Integra! ist gleich: 


(4) * (tg Je) [emme” 008 n(p — sin 9) dg 
0 


on - (tg J were) [ertremeo'y cos n(y —sing)dg. 


0 
Mathematische Annalen. 97. 45 
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Fiir das zweite Integral schreiben wir: 


2 (tg ia-e*) sin ie joe eden SPN ge, 
0 


Wenn wir nun weiter setzen: 


1 ‘ 
cos « + e* cos* = « —e-*sin® a + 8 = 2xcosa 





oder 
2 cos a 
ds = 
EES | Poy dz, 
e cos gute sin gett 
so ist 
s 2 1 ' _ . 2! 2 1 ° Pe 
e” cos® 5 « + e~*sin x tS cos 9 & + sin —a=1, 
2 
da ja 
d 
x, (e" cos* ye te-*sin® + «) =e cos? 5 « — e~*sin® - « 
> cos* +a — sin? 5 a > 0; s>0; 
also gilt: 
|] 1 a r s i Teeny 
(5) |= (ta «-e™*) sin nz | e~ *(cmate® cost ga-e- taint fats) gg) 


vu ; 


- 1 1 cosa * —2nzcosa 
—— tgza-e ) e dz. 


Aus (3), (4) und (5) folgt fir n > 0: 
(6) J,,(msin «) 


0 
(|0,|< 1). 
Das erste Integral von (6) ist: 
rx — 
9 os —2n-cosa-sin? 2 cos n (gy — sin ¢) — —2ncosa- wee 
(7) =2].¢ 8 ——— dsin 15> val 
cos $ 
yp=o ols 


m-1 2k 
{ 3 (—1) aE (?— sorta a 


if 


6,|< 1), 








1 1 \n Py ee w 
==|tega-e ) { fe 2n cos a-st ¥ cosn (p—sing)dp +0, | e-tneada} 
1 
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wobei m eine beliebige endliche ganze Zahl bedeutet. Da 


(8) a sin y = 2(% —sin £)/1 — sin’ 2) 


4 13 : 
= 2(g—sing + S744 $5...05-9) 5 sin”™**$) — ‘int? #(!,8,5 sin?) 





ist, so enthalten wir, wenn wir sin® # =x setzen, eine im Gebiet |z| <1 


konvergente Potenzreihe: 





(9) soan(e sine) _ Series). - 
cos $ yl—z n=0 


A,(n)z", mit A,(n)=1, 





worin die GréBen A,(n) Polynome in n* sind. 
In derselben Weise finden wir fiir 


m—1 


— S(-1 )* SE? — sing)** 


cos = k=0 
5} a 





eine Potenzreihe, die mit (9) bis zum Gliede A, ,(n)2*™-? inklusive 
iibereinstimmt. 


§ 2. 
Abschatzung des Restgliedes in der Entwicklung ( 9). 
Da wegen (8) sémtliche Koeffizienten in der Entwicklung von p — sin p 


nach sin 5 positiv sind, so bildet die Entwicklung von 


m 
h 1 ak 
(10) oi, me —t oH (? — sing)® - 7, (n 


cos —— k=0 k=0 
2 


eine Majorantenreihe von 
m—1 


Se (1) Sa (p — sing) ** + 2 (p — sing) 


ws > k=0 


Ganz wie oben folgt, daB die Koeffizienten U, bis zu Usm+2 inklusive 
mit den Koeffizienten 


T,(n) = A,(nt) 
aus der Entwicklung 


(11) e® (p—sin gy) , o-n(p—sin p) - 1 
2 008 cos 





ek P * 
oa (yp —sing)™* = D/T,(n)x* 


0 k=0 


Me 








role 


45* 
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iibereinstimmen, wahrend fir k > 3m-+ 2, U,(n)< A,(n#) ist. Daraus 
ergibt sich ohne Mie fiir z > 0: 


(12) |Banl=| 3 A(n)2r]< 3 Up(n)a*< F T(n) 2°. 
Nach einer Entwicklung von Kummer ist*): 


(18) F(ge get fares) —(2ELEDDY p(e,e--74 1,7, TES), 


Hieraus ergibt sich fiir y= « + 1: 
, ( —yi— ¥ ae T'(a+2 ® 
(1s) {20-2 wg, $ 4 fete) See (D 


Wir werden hierin « so bestimmen, da8 (13’) eine Majoranten- bzw. Mino- 
rantenreihe von 





y—sing 1 8 5§& 
ew F(5.9 32) 
3 


liefert. Dazu sollen fiir jeden Wert von n> die folgenden Ungleich- 
heiten gelten, in denen das obere Ungleichheitszeichen sich auf die Majo- 
rante, das untere auf die Minorante bezieht: 


(n+) (0+ $ +9), (+3) +3) 


(Het DO@F Sy 5) nat) 
2 





(n+ 3) (n+ G)(n+ 5 +9) Bln te+1)(m+ 9) (n+ 9): 


5a*—a—6 Sn(12—6a—2a*); 
(5a—6)(e+1) $n(12—6a—2a*). 


Weil diese Ungleichheit fiir jeden Wert von n>0 gelten muB, ist fiir 
die Minorante notwendig und hinreichend, da8 


(5e@—6)(e+1)50 mit 12—6a-—2a*S>0. 


*) Kummer, Crelles Journal 15 (1836), 8.77, Formel (42). Ich verdanke Herrn 
v. d. Corput den Hinweis auf die sehr zweckm&Bige Majorante (13’). 














Asymptotische Entwicklung Besselscher Funktionen. 
Dies wird erfiillt sein fiir 
(14) -1<a<¢. 
Fiir die Majorante ist notwendig und hinreichend, da8 

(5a—6)(@+1)2>0 mit 12—6a—2a"<0, oder (2 +3) > 
was erfillt sein wird fiir 

133 — 8 

(15) % >> 
Zur Bildung der Majorante und Minorante von 








(y —sin »)™* 
? 


“7 


benutzen wir die folgende Entwicklung, die aus (13) fiir «= y =£ her- 
vorgeht: 


(16) R202 ah 8, 384+ 5.h2): 


Wenn wir die Majorante durch Jt, die Minorante durch » bezeichnen, 
80 ist 


my (e—sine)"” (S28) P(gh+1,qh+4,2qh +1,2), 


piensa) (4.28)" PF (a,h+1,,h+44, 20,4 +1,2). 
cos — 
2 


Aus (10) und (17) ergibt sich: 


me = SO) 


@h+1,ah++,20,h-+1,2), 
(18) A=0 


= ($2) 


Sy - 5 SFG h+1.a,h +5, 2a,h+41,2). 





(17) 


Aus (10) und (18) ergibt sich fiir jeden Wert von p>3m: 


4 ak 
m (in) (ek+ 3 +) (ak +1) (ak +5 =): -(agk+ p—3k) 
(19) MU, (2) = > 2k (p—BE)! (Qa,k+1)(2a_k +2)... (2ayk+p—Bk) 





82 ak 
a's (F) T{2p+1—k(6 —2a)} 
g%e 2k! PL p+1—k(8—2 ay) }F(p+1—3k) * 
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Analog ergibt sich: 


32 ak e 
; F*) r{2p+1—k(6—2a,)} 
(19°) #U,(n) = roy oh FUpti—k —2<,))Tt+i—sky- 





Wir werden fiir den Quotienten der beiden GréBen 








1 wis r{2p+3—k(6—2a)} 
MU +1(")= S57 D 2k: { p+2—k(3—2e,)} IT (p+2—3k) 
und 
. 3") r{2p+1—k(6—2«,)} 
MU, (n)= Py Skt F{pri—k@—Ia,)}Tip+i—3b) 


eine obere Grenze bestimmen, wenn p > 3 m ist. 
Es ergibt sich als Quotient der Koeffizienten von n** in MU, , 
und MU,: 
p(k) — {22+2—(6—2q)k) {2p +1—(6-2eq) k} 
4{p+1—(3—2a,)k} {p+1—3k} 
_ 1 [2p+1~(6—2e)k , 2p+1— (6-2 q)k) 
a pr+i—(G@—2a,)é pri-ske | 


Pts 1+2a,k ‘ 2a,k—1 
=7[2-spocrq t2 +5 Th. 














1 13" (20, —1)—(3— 2 a4)™(1+2eyk) 
—|4 
wegen p> 3m. 

Da 


4 {3" (204k —1)—(3 — 20)" (1+2«, k)} 2a, {3"—(3—2a,)"}>0, 


wird fiir «, = 1,3723 f(k) gleichzeitig wachsen mit k. Wir finden also: 


MUp+1 (n) {2p+2—(6—2a,)m} {2p+1—(6—2e,)m} 
MOp(ny </(™)— ——“Typ+T—B—2 a) m) (pF 1— Sm) 


(p>3m). 
Wegen (12) ergibt sich hieraus: 





(20) |R,,|< J MY, (n)2" 


< MU q(n) F(a m-+ +, em + 1,20, m +1, z)-2%, 
also wegen (16): 


2 {2.11 2)\"" 9.0, (n). 
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Weil im Intervall O< r< 1 
2(1-ji—a) 
— a ae 


ist, kénnen wir auch setzen: 
(22) Ranl< = -22am MU, (n) (0<2<1l). 


Um in die letzte Formel an der Stelle von U,,,(n) die GréBe A, ,, (ni) 
einzufiihren, brauchen wir noch eine Abschitzung der oberen Grenze von 


Tam (®) 
#U,y,, (mn) 
Aus den Formeln (19) und (19’) ergibt sich: 
93) M Vy ,, () Bose r{3m+1—(3— 2a) 4} | 
k=0, 








2 Us, (0) = T'{3m+1—(3—2a,)k} © PkGm+1—(6—2a,)k} 


«| {6 (m—k)+2a,k} {6(m—k)—1+2a,k}...{3(m—k)+1+2a,k} 
~~ pees... O(m—k) + 2a, k} {6 (m—k)—14 2a, k}...{3(m—k) +1 + 2a, k} 
1=8(m—k)-1 


os 2(a,—a,)k 
= oe I (1+g—6- aaa) 








-_ k 3(m—k) 
< Max +5 :) 








k=0,1...m k)+1+2a,k 
2 (cg — a, ) x 3m(i—z) 
M 2 1 
< Max (1+ 53a 8)2) 


worin § =z. 
m 
Durch Einfiihrung der Zahlenwerte: 
«, = 1,3723, a, = 1,2 








finden wir: . ; 
. ~s eo 
Max (1 + cot on = Max (= (g=2eye) 
_ 0.9554 x\1- at 
~ oe, Care)" < tg (+ She)” 
6,9 i-z 
ie Max (1 + aise) 


6,9 x 6,92 6,9 x(1—z) 6,9 
(1 — 2) log (1+ az) <1 - 2) iss To baz ~ 12! *) 


fir O0<2r<l. 
f’ (x ja = reer ated fir 2=—5+2Y75. 





f(x) erreicht ein sii fiir 2 — 5 — 2/5, und der Maximalwert betrigt: 
(5—2)5) (—4+2)5) _ 


=. 9 — 475 < 0,056. 
245 
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Also: “ oF 
2(a,—a,)z \*"* —x0,056 X 0,056 0,56 0,14 
Max (14 gia ae) <e* <Bexem< 32 =Q2*, 
also: 
MU, nw (*) 0,14 m 
(24) Btha(o) < geun, 
Aus (22) und (24) ergibt sich: 
| Ry n| << #U,,, (2) < 22410 = < #U,,,(m) x —— 
also wegen 
Us_(%) = A,,, (nt) 
- g3m 3m 
(25) | Ry. | < A,,, (mt) x — 
womit die gesuchte Abschatzung 
Sm—1 
; 3m 3™ 
(26) ERIE = Y) Ay() 2 + Oy dyn (mi) 
sat | k=0 
(sin? 2 =z; |0,|< 1) 
gefunden ist. 


§ 3. 
Bildungsgesetz der Koeffizienten A, und 7,. 


Wenn man die beiden Seiten von (9) mit cos £ multipliziert und 
dann zweimal nach @ differenziert, so findet man nacheinander: 


—nsinn(p — sing) 2sin* f 


— dp, (m) sin*?- $ cos* = — 2540) sin??+1 g 





=> {(P+1)4,41(n)— “Po 4 A, (n)} sint9+ £ 





oder - 
(27) —nsinn(y — sing) 
=> {ets A,+,(m) — tet 4,(n)} sin*?-1 # 
und ea 
— n* cosn(p — sing) 2 sin* ¢ 


12p—1fp+l 2n+1 
— con 2 5 {?5* 4,44 (n) — ae A »(m)} sint»-* $ 2% 
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oder ; 
(28) — n*cosn(p — sin p) 


x 

9? 2p—lfp+l 2p+1 és sO 

= 008 5 > ar {ext p+1(% — PES A,(n)} sin*? ‘s: 
P= 


Durch Vergleichung von (28) mit (9) ergibt sich die rekurrente Beziehung: 


2p+1 8n* 
(29) A,+1(®) = 954 949(™) — Gat apr 4e-2 (™)- 


Analog findet man fiir die GréBen T,(n) = A, (n4): 


’ 2p+1 8n* 
(29°) T,+1(") = 954079") + Gri apa Je-s(™)- 


Aus (29) findet man nacheinander: 


A,(n) = 1, 
A,(n) = 5 
A,(n) ==, 
A, (n) =5- 5M 


35 44 
A,(n) = Ta 5”: 


~~ =e * 
A, (n) = 956 — 775” 
_ 981 «8808 se, 
A, () = 994 — p05" + gag ‘> 
_ 429 5200691, , 643, 
A, (") = 3043 — 5891900" + oag5 "> 
6485 - 8642131 21691 ‘ 


ttn emits tok 2 mete 
A, (") = 35768 — i0090080"* + 75600 ™* 
12155 59737661 92843099 256 
A,(n) =; ‘ 





3 a Pte me ee a ae 
= 65536 ~ 72648576" + 284407200" — 20805 "> 











Ajg(n) = 40182 _ 9760875878 5 , 14022142823 ,, 858086 4 
10\") = 362144 — 12350257920 39817008000 19518975” ° 
A,, (nm) = 88179 _ 1485492578671 1400461683298, 22392343, 

11 








_ = + an ® teas 
= 524088 — 1966631546880" + 3795888096000" — 543928770" ° 


k 
Die Polynome A,(n) sind von der Ordnung nila) und haben abwechseln- 
des Vorzeichen. Es wird vielleicht erwiinscht sein, einen praktischen Majo- 


rantwert fiir A,(n) bez. 7,(n) anzugeben. Aus obenstehenden Werten sieht 
man unmittelbar: 


k 
(30) T,(n)=A,(ni)<n'l8) fir RO und n>4. 
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Diese Ungleichheit gilt allgemein fiir jeden Wert von k>0, wenn n>4 
ist, denn wenn (30) fiir k < 3>—p gilt, so ist wegen (29’): 





6p+1 16 ‘ P . 17 
Toys (See3+ eee ap=n)* rSnie fir pag, 


6p+3 16 “ 5 
Trp+aS (EF; + p74) epaty) mt? Sn? fir p2>>5; 





6p+5 16 n? = p 
Forse s (Ee G+ wpTaterse) n?? < n*?*? fir p>O0, n2>3. 











Also gilt allgemein fiir n > 4: 
k 
(30) T,(n) = A, (ni) < a's], 


Es ist nicht schwierig einen genaueren Majorantwert zn finden. Aus (29’) 




















findet man: 
Pp’. (2k+1)(2k+8) (2k+5) 8n?* 
T, +3(( = ee er re, t sare hm) 
8n*(2k+5) 8 n®(2k+8) (2k+5) 
+ $2) (Ok +1) QPS) Ae-1(") + ETI) Bk—1) (Bk +4) (BETS) Ae-2(™)- 
Weil 
2k-—1 
T,(n) > oR Te-1 (); 
also 
2k 
T,-1(") S54 Ti (™), 
2k—2 2k(2k—2) 
T,-2(") S op ele-i(™)S (@k—1) (@k—3) 2 #(™): 
finden wir: 
Mes (a) < (OR+ 1) (G88) Rt) 1 Bn? 
Ty (nm) = \(2k+2) (2k +4) (2k+6) ' (K+3) (2k4+3) 
4 8n?(2k+5)2k 8n*(2k—2)2k(2k+3)(2k+5) 
(2k—1) (2k+1) (2k+6)(k+2) | (2k—3) (2k—1)*(Qk+4) (2k+6) (k+1)) 
< (2k+1) (2k +8) (2k+5) 48 n? 


S (e+2) (Qk+4) (2k+6) > (Qk—1) (2E—3)" 
woraus sich wegen 7,(n), 7,(n), T,(n) < (1+ n*) ergibt: 


, (6m+2a+1) (6m+2a+3) (6m+2a+5) 
(30°) Tapre(™) SC +a*) I] (eeter ys (6m+2a+4) (6m+2a+6) 


48 n* \ 
+ Gmy2e—3) (6m +2a—1) 


(peal; a=0Q0,1, 2). 
Diese Abschitzung ist zwar fiir groBe Werte von p viel scharfer als (30), 
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aber fiir 3p + a< 10 ist sie weniger genau als jene viel einfachere Formel. 
Zur weiteren Benutzung werden wir noch eine obere Grenze fiir die Summe 


k=p 
> 1, 
k=0 


ableiten (nach einer brieflichen Mitteilung von Herrn Prof. v. d. C.). 
Wegen (29°) ist: 














2p+1 mn x, (2p+1) (2p—1) (2p+1)...3-1 
(31) T,+123p42 = “(2p+2) (2p) T,- 12:2 (3p40)...4.9 20» 
also 
jp 
y’ (2p+2).. (2p+2) (2p) (2p+2) 
Sn tiet ite + apety@p-1)+ @priyh 2+ 
= 8, T,41- 
(2p+4).. 2p+4_ 2p+4 
Sys = pei) cb t+ apes ~ ap ed Set D 
also, wegen S, = 2: 
S,=2p+2 
und 
(32) ST 1a (2p+2)T7,,,- 
§ 4. 


Abschatzung einiger Integrale. 
Fiir «>0, 4>0 findet man mittels partieller Integration: 


1 1 
—Az 
(33) fo —2af eteenyi—a de 
0 0 
1 


1 
5 auf etenes Jl—adz<2y few x“-1dz. 
v uv 


Fiir « >—1, 4>0 hat man die Identitat: 


1 1 
e 42 a -A + 
fs i __ ar, ‘ae [evar jT=aee, 
0 


yl-«z : jl-z 











also wegen (33), fiir «+1 anstatt u«: 





1 
(34) [ot <en +2fe nstae+ fe -iz gh Vi —adz 
0 


<(24+ 8) few a"dz. 
0 
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Wir werden insbesondere den Fall betrachten, wobei 4 eine sehr groBe 
Zahl ist und 4>y>0. Dann kénnen wir dieses Integral noch scharfer 
abschatzen. Wir bemerken dazu, da8 


e~e gr 


seinen Maximalwert fiir z = + erreicht. Also ist: 
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“ 
1 ey 1 
(35) f caves sat dz e** ah dz 
é Ji-—z 3 Jl—z yi-—z 





Wir werden nun die Tchebychefsche Ungleichung ‘) 


b b b 
(b— a) f f(z) g(x)dx< Jf(z)da J g(z)de 


benutzen, wobei f(z) und g(z) zwei Funktionen sind, von denen die eine 
im Intervall a << z<} wichst und die andere abnimmt. Diese Voraus- 
setzungen sind erfillt fiir die Funktionen e~** 2" und (1 — z)~* im Inter- 
vall <2<1. Also finden wir aus (35) fiir 4>p>0: 











1 P ‘ 1 1 
e~** 2* dz 1 e-i8 = | dz few , 
(36) f jizz <a! x ts ' ji—z J z"dx 
A 7 7 











2_f e**#arda< : fe —Aserdz. 
Me —£% 
» 3 y A 


u yi-* 
y-7 yi-4 
§ 5. 
Bestimmung der asymptotischen Entwicklung fiir J, (” sina), 
n> 0, a reell. 


Aus (6) und (26) ergibt sich, wegen: 
fetmeraes [ermmerattas, m>z, 
1 ' r 


*) Siehe Hermites autographierten Cours d’Analyse, 2“ éd. Paris 1881/1882. S. 48. 
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(37) J, (nsina) = 2 (tgta-e™*)" > a(n) f etn orna-s ok kde 
k=0 : 


+ 0, dy (ns) 20m f e-teere a 





+0, f ertmeret™-tael, \0\<1. 
Hierin ist . 
1 


1 
(38) fertetetat tae = (eta) fertomerattae, 


$ (2 cos «)* +4 y : 
also 
3m—1 1 
(39) SY Ay(n) f etree att de 
k=0 0 


1 
8m—1 Ay (n) r(k+3) Sm—-1 
2 y’ —2ncosa-z k-} 
= -- A,(n) |e x ‘dz, 
k=0 (2n cos a)**t Fah o( ) 





Sm—1 x ‘ Bm-1 oe 
(40) | 3S A,(n) fe eh dz | < 35 1,(n)f eee td 
k=0 1 k=0 1 
e Sm—-1 @ 
< f e~tnomee tm 3 ge - T,(n) < 6mT,,,(n) f e728" 2°™-} de 
1 =0 i 
wegen (32). Wegen (31) ist: 


(2p) (2p—2)...2 1 
(41) T +1 > (Sp+3) Op) 3 1° = Tpit oder 1<(2p+2)7,,,, 





also 


(42) fe **S Fda <6 mT, (n) fe eet Fda. 
1 1 


Aus (37), (39), (40) und (42) ergibt sich: 
Sm—1 As (n)P(k+3) 
k+4 





(43) J, (n sine) = 1 (igh a-e™*) > | 


<0 (2ncosa) 


1 
8m-4 


se tlainnats f cress 


3 Jl-—z 


dz 





+ 12m4,, (ni) femorrsttael) (|0| <1). 
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Wegen (34) ist: 





; 1 
3m—4 
(44) J etomee ee < (6m+ 2) fetenes a tae, 
Jil-—z 
° uv 
und fiir 3m— 4 < 2n cosa, wegen (36): 
1 
3m—} 
(44’) Lemnos ane at van com f ertecmesate-tae. 


0 is sm 3 
y, mar ck 


~ 2n cos « 
Da fiir m=>0 und ganz 
2°"(6m +2) > 12m, 


_ >12m 


ist, so ist 
: 8m-—1 


(45) A,_(ns)2°™ [ evteemes= ae 
—2z 
LU) 
+ 12mA,,,(ni) fertneres atte 


1 


< 2°" (6m-+-2) Ag, (n#) fertacmes gta tdz (m>0 und ganz) 
5 
oder 


gim+t 


Asm (ni —2ncosa-z  3m— 1). 1) 
* danni) 2 2®™-t de (0<m<j(2ncose+4)). 


3m —-— 0 
/, | 


2n cos « 


Wir finden endlich die gesuchte Entwicklung, mit dem Restglied: 


(46) J,(n sina) =+(tg>a-e™*)" 


(45/) < 





1 ” 1\ 
Spairbop weaned 
ime (2n cos «)**? (2n cos «)*™*? : 
worin 
| K,, |< 2°"(6m + 2) in dem allgemeinen Fall, 
, Sm+i 
(47) Taree ae in dem Fall Qncosa> 3m—-. 





Dordrecht, 11. Juni 1926. 


(Eingegangen am 18. 6. 1926.) 








Uber direkte Methoden in der Variationsrechnung und 
iiber verwandte Fragen’). 
Von 


R. Courant in Géttingen. 





In der historischen Entwicklung der Variationsrechnung hat sich vor- 
zugsweise eine Methode herausgebildet, welche ich als die indirekte be- 
zeichnen méchte. Man integriert die Eulersche Differentialgleichung des 
Problems allgemein, sucht sodann aus der Gesamtheit der gefundenen 
»Extremalen* ein Individuum heraus, welches den gestellten Randbedin- 
gungen geniigt, und entscheidet schlieBlich mit Hilfe weiterer Kriterien, ob 
die so gefundene Funktion tatsichlich das urspriinglich gestellte Minimum- 
problem lést. Fiir die einfachsten Typen von Variationsproblemen mit 
einer unabhingigen Variablen ist diese Theorie zu einem gewissen Ab- 
schlu8 gelangt, und die Einsichten, zu denen man an Hand dieser Unter- 
suchungen im 19. Jahrhundert vorgedrungen ist, sind von einschneidender 
Bedeutung fiir die Analysis, die Invariantentheorie und viele Anwendungen 
geworden. Aber bei dem Versuche, die indirekten Methoden auf weniger 
einfache, doch nicht weniger bedeutungsvolle Probleme zu iibertragen — 
insbesondere auf solche mit mehreren unabhingigen Variablen — begegnet 
man so groBen Schwierigkeiten, daB man geneigt wird, eine andere Ge- 
dankenrichtung einzuschlagen. Kann man nicht, anstatt erst den Umweg 
iiber die Betrachtung einer unendlichen Schar von Extremalen zu machen, 
direkt die eine Funktion aufsuchen, welche das gestellte Minimumproblem 
lést? Schon in den ersten Anfingen der Variationsrechnung, als faszi- 


1) Freie Wiedergabe eines auf der Deutschen Naturforscherversammlung in Inns- 
bruck gehaltenen Vortrages. Der Vortrag ist urspriinglich im Jahresbcricht der Deutschen 
Mathematikervereinigung 34 (1925), S. 90—117 unter dem Titel: Uber direkte Methoden 
bei Variations- und Randwertproblemen erschienen. Die gegenwirtige Fassung unter- 
scheidet sich von dem ersten Abdruck durch eine Reihe von Zusitzen und Weg- 
lassungen 
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nierende Einzelprobleme den beweglichen Geist der Mathematiker jener 
Zeit in die verschiedensten Richtungen lenkten, hat man solche direkte 
Lésungsmethoden mit Erfolg durchgefiihrt. Ich erinnere an die Lésung 
des Problems der Brachistochrone durch Johann Bernoulli. Aber solche 
Ansiatze gerieten unter der Herrschaft der Eulerschen Differentialgleichung 
und des d-Algorithmus bald in Vergessenheit. Erst die Randwert- und 
Eigenwertprobleme aus der Mechanik der Kontinua, der mathematischen 
Physik und der Funktionentheorie, welche im 19. Jahrhundert immer 
wachsende Beachtung erlangten, bahnten den direkten Methoden der Varia- 
tionsrechnung den Weg; besonders seitdem Riemann mit dem Dirichlet- 
schen Prinzip alle Augen auf den verheiBungsvollen Gedanken gelenkt 
hatte, da8 man die erstrebte Lésung eines Randwertproblems erhilt, wenn 
man ohne Umweg iiber die allgemeine Integration der Differentialgleichung 
das zugehérige Variationsproblem direkt auflést. WeierstraB, welcher die 
indirekten Methoden der Variationsrechnung im einfachsten Fall bis zu 
ihrer Vollendung gefiihrt hatte, konnte mit dem Keulenschlage seiner 
Kritik die Lebenskraft jenes Gedankens nur betiauben, nicht brechen. 
Durch Hilberts grundlegende Arbeit wiedererweckt und glanzend gerecht- 
fertigt, scheinen diese direkten Methoden berufen, weit iiber den urspriing- 
lichen Anla8 hinaus eine neue fruchtbare Entwicklung in der Variations- 
rechnung anzubahnen, welche vielleicht noch enger als die klassische 
Variationsrechnung mit der mathematischen Physik verkniipft sein wird. 
Diese Entwicklung fiihrt weit iiber den Rahmen der traditionellen Varia- 
tionsrechnung hinaus, sowohl hinsichtlich der Kraft und Schmiegsamkeit 
der Methoden als auch hinsichtlich des Problemkreises, der durch sie be- 
herrscht und neu erschlossen wird. 


Es ist meine Aufgabe in diesem Vortrage, von einigen der hierher- 
gehérigen Entwicklungen ein Bild zu entwerfen, wobei ich allerdings nicht 
vermeiden kann, Bekanntes oder schon Gesagtes*) zu wiederholen und 
andererseits das Neue manchmal mehr in einer programmatischen, skizzen- 
haften Form vorzubringen, zu deren Ausgestaltung im einzelnen ich auf 
weitere Veréffentlichungen von meinen Mitarbeitern und mir*) verweise. 


*) Es ist nicht méglich, hier die gesamte an Hilbert ankniipfende Literatur zu 
nennen. Ich méchte nur die Gelegenheit benutzen, um ausdriicklich auf die in Deutsch- 
land zu wenig bekannten Arbeiten von G. Fubini, Annali di Mathematica (3) 14, 15 
(1907), (1908). Rendiconti della R. accademia dei Lincei 1907, 1910. Rendiconti del 
Circolo matematico di Palermo 1907 hinzuweisen. 

*) Es sind bereits die folgenden in diesen Gedankenkreis hineingehérenden 
Arbeiten erschienen: 1. R. Courant, Uber die Anwendung der Variati h in 
der Theorie der Eigenschwingungen und iiber neue Klassen von Funktionalgleichungen, 
Acta math. 49. 2. R. Courant, Uber die Theorie der linearen partiellen Differenzen- 
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1. Grundgedanke der direkten Methoden fiir definite Probleme. Wir 
beschrinken uns hier zunichst auf Probleme folgender Art. In einem 
festen Grundgebiete G der unabhangigen Variablen, dessen Berandung alle 
jeweils gewiinschten Stetigkeitsvoraussetzungen erfiillen soll, wird durch 
Stetigkeitsbedingungen und gegebenenfalls Bedingungen anderer Art (Rand- 
bedingungen, isoperimetrische Nebenbedingungen) eine Menge ,,zuldssiger 
Funktionen“ gy definiert. Es sei ferner jeder solchen Funktion » ein 
Integralausdruck D[q] der iiblichen Art zugeordnet; dieser soll definiten 
Charakter haben, d. h. fiir die Gesamtheit aller zulissigen Funktionen eine 
untere Grenze d besitzen. Gesucht ist eine zulissige Funktion » = u, fiir 
welche genau D[u]=d ist, welche also das Minimumproblem D [ g] = Min. 
lést. Wir setzen dabei ein fiir allemal voraus, daB die unter dem Inte- 
grale vorkommenden Ausdriicke alle wiinschenswerten Stetigkeits- und 
Regularitatseigenschaften besitzen. 

Unsere Voraussetzung der Definitheit zieht die Existenz einer so- 
genannten Minimalfolge ,, 9, 9;,--- zulassiger Funktionen nach sich, 
d.h. einer Folge, fiir welche 


lim D[{o,)=d 

n?>2 
gilt. Der Grundgedanke aller direkten Methoden ist nun, einerseits die 
Funktionen ¢, einer solchen Minimalfolge durch ein elementares Minimum- 
problem festzulegen, dessen Lésung bei jedem n nur die Bestimmung von 
endlich vielen Parametern verlangt, andererseits durch einen Grenziiber- 
gang n-—+co die wirkliche Lésung u’ aus der gewonnenen Minimalfolge 
zu erhalten‘). Diese beiden Hauptschritte, Konstruktion der Minimalfolge 





gleichungen, Gétt. Nachr. 23. X. 1925. 3. R. Courant, Uber eine neue Klasse von 
kovarianten Funktionalausdriicken, welche aus Variationsproblemen entspringen, Gott. 
Nachr. 18. XII. 1925. 4. H. Lewy, Uber einen Ansatz zur numerischen Lisung von 
Randwertproblemen, Gétt. Nachr. 18. XII. 1925. 5. R. Courant, Bemerkungen zur 
Frage der numerischen Auflésung von Randwertproblemen, die aus der Variations- 
rechnung entspringen, Gott. Nachr. 18. XII. 1925. 6. O. H. Malik, Anwendung der 
Variationsrechnung auf thermo-elastische Aufgaben, Diss. Gott. 1926. Ferner sei ge- 
stattet auf die folgenden demnichst in den Annalen erscheinenden Arbeiten hinzu- 
weisen: 7. H. Lewy, Uber die Methode der Differ gleichungen zur Lésung von 
Variations- und Randwertproblemen. 8. R. Courant, K. Friedrichs, H. Lewy, Uber die 
partiellen Differenzengleichungen der mathematischen Physik. 9. K. Friedrichs, Die 
Randwert- und Eigenwertprobleme aus der Theorie der elastischen Platten. 10. K. Ch. Chu, 
Uber den Existenzbeweis fiir die Lésungen gewisser Typen von gewéhnlichen Funk- 
tionalgleichungen. Diss. Géttingen 1927 und auf weitere in Vorbereitung befindliche 
Publikationen. Endlich méchte ich noch auf den in Vorberetung befindlichen Band II 
der Methoden der mathematischen Physik von Hilbert und mir hinweisen. 

*) Man kénnte natiirlich das Problem auch unmittelbar als ein Minimumproblem 
fiir eine Funktion von unendlich vielen Parametern ansehen, 

Mathematische Annalen. 97. 46 
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auf Grund gewdéhnlicher Minimumprobleme und Grenziibergang, sind fiir 
alle direkten Methoden charakteristisch, und Unterschiede bestehen immer 
nur in der Art, wie der eine oder der andere Schritt ausgefiihrt wird. 


2. Die Stetigkeitsbedingungen. Bevor wir an die Analyse der einzelnen 
Schritte gehen, ist es zweckmaBig, einige Bemerkungen iiber die Stetig- 
keitsbedingungen fiir die zulassigen Funktionen vorauszuschicken. Es liegt 
nahe, nicht nur die Stetigkeit der Funktionen @ selbst, sondern dariiber 
hinaus noch die Stetigkeit aller Ableitungen bis zu der héchsten in D [¢] vor- 
kommenden, deren Ordnung m sei, zu verlangen. In Wahrheit aber gibt es zahl- 
reiche Variationsprobleme — und darunter befinden sich die wichtigsten —, 
bei denen sich ganz von selbst eine Lésung mit stetigen Ableitungen 
m-ter und hdherer Ordnung einstellt, auch wenn wir den zulassigen Funk- 
tionen geringere Stetigkeitsbedingungen auferlegen. Die Minimumforderung 
besitzt von selbst eine glittende Kraft, welche Diskontinuititen aus der 
Lésung vertreibt®). Vielleicht wird es erlaubt sein, fiir derartige Probleme 
einen besonderen Namen einzufiihren, etwa ,vollkommene Probleme“. 
Z. B. ist das Minimumproblem 


fo (2)* dx = Min., (0)=—9(1)=0 


in diesem Sinne vollkommen; denn es ergibt sich die Lésung u= 0, 
auch wenn wir von der Ableitung y’(z) nur stiickweise Stetigkeit voraus- 
setzen. Dasselbe gilt fiir das Problem der Potentialtheorie 


SS (92+ 93) dedy = Min., 


fiir eine Funktion o(z,y) mit den partiellen Ableitungen y, und 9,, 
wenn am Rande die Werte von @ geeignet vorgeschrieben sind. Auch bei 
Problemen, wo hdhere als erste Ableitungen unter dem Integralzeichen 
auftreten, kann es vorkommen, da8 man nur stiickweise Stetigkeit der 
ersten und weiteren im Integranden auftretenden Ableitungen vorzuschreiben 
braucht und doch eine mit den ersten und héheren Ableitungen durchweg 
stetig verlaufende Lésung erhalt. Das einfachste Beispiel liefert das Problem 


1 
J (o' (a) +"(z)*)dz=Min, 9(0)=9(1)=0, 


oder das Problem 
SS (2 + 93 + (49)*) dx dy = Min. 


G 


®) Die vor allem von Carathéodory fiir die einfachsten Typen von Problemen 
entwickelte Theorie der diskontinuierlichen Lésungen zeigt, daB unter gewissen Voraus- 
setzungen die Verhiltnisse auch anders liegen kénnen. f 
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bei gegebenen Randwerten. Ein solches Problem besitzt gewissermaBen 
einen noch héheren Grad der Vollkommenheit als die oben genannten, 
bei denen sich die glittende Wirkung nur auf die Ableitungen erster 
Ordnung erstreckte. Da8 tatsichlich die genannte Eigenschaft eines 
Variationsproblems etwas Besonderes darstellt, sieht man an den Bei- 
spielen 


Sp" (x)*de =Min, (0)=9(1)=0 


unter der isoperimetrischen Nebenbedingung 


1 
Hy] =f 9(x)*de = ¥ 
oder 
Sf (4q)*dxdy=Min, g—=O0 am Rande 
G 


unter der Nebenbedingung 
Aly) =Sf p*dedy =1. 


Bei Zulassung von Funktionen » mit nur stiickweise stetigen ersten Ab- 
leitungen erhalten wir als Minimumwert Null, indem wir gy, was noch 
auf mannigfache Art méglich ist, stiickweise aus Lésungen von y” = 0 
bzw. 4g =0 zusammensetzen. Verlangt man aber von ¢ Stetigkeit der 
ersten Ableitungen und erlaubt héchstens den zweiten Ableitungen Spriinge, 


so erhalt man ganz andere, analytische, Lésungen und positive Werte fiir 
das Minimum. 


Ich méchte nur kurz andeuten, daB eine vertiefte Betrachtung der 
einem Variationsproblem angemessenen Stetigkeitsbedingungen mit inter- 
essanten Fragen zusammenhingt, welche die Approximation von Funk- 
tionen » einer Funktionenklasse durch Funktionen y einer anderen (engeren ) 
Klasse betreffen, Fragen, denen wir sogleich noch unter anderen Gesichts- 
punkten begegnen werden. 


Die Betrachtung der Stetigkeitsverhaltnisse fiihrt weiter zu einer 
einschrinkenden Forderung, denen wir iiber die Forderungen von Nr. 1 
hinaus unsere Variationsprobleme unterwerfen wollen. Ein Integral D{¢] 
kann namlich eine Eigenschaft haben, welche die meisten geometrisch oder 
physikalisch bedeutsamen Integralausdriicke auszeichnet und die man als 
ihre ,,Halbstetigkeit bezeichnet. Sie besagt, daB der Wert des Integrales 
D{¢] nicht gréBer ist als der kleinste Haiufungswert der Integrale D[¢,}, 
wenn mit gy, irgendeine gegen die Funktion m konvergierende Funktionen- 
folge zulassiger Funktionen bezeichnet wird. Genauer spricht man dann 
von Halbstetigkeit nach unten fiir die ,,Stelle p“ der Mannigfaltigkeit der 

46* 
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zulassigen Funktionen. Z. B. werden die Lange einer Kurve und der 
Flacheninhalt einer Flache durch solche halbstetige Integrale dargestellt. 
Ist ein Integral an einer Stelle @ nicht nach unten halbstetig, so kann 
man Funktionen wy beliebig nahe an  angeben, fiir welche D[y] um 
mehr als einen festen, d. h. nur von m abhangigen Betrag kleiner als D [¢] 
ist. Fir die Stelle g=—wu, wo das absolute Minimum d erreicht wird, 
herrscht sicherlich immer Halbstetigkeit nach unten. Es kann aber ein 
Integral einen absolut kleinsten Wert fiir eine eindeutig bestimmte 
Funktion g =u annehmen und braucht doch, wenn es im iibrigen diese 
Halbstetigkeitseigenschaft nicht besitzt, kein klar ausgeprigtes Minimum 
zu haben. Z. B. besitzt das Integral 


Diol=f(1 —~ —_)dz, 9(0)=9(1)=0 
’ 1+ p’ (x) 

sicher Null als kleinsten Wert, der von der Funktion g=u=U und 
nur von dieser erreicht wird. Das Integral ist aber fiir keine von Null 
verschiedene stetige und mit stiickweise stetiger Ableitung versehene 
Funktion halbstetig. Denn ist @ eine solche Funktion, so kann man 
im beliebiger Nahe von g sowohl Funktionen py angeben, fiir welche 
D{yw] sich beliebig wenig von dem Minimumwert Null unterscheidet, 
wie auch Funktionen z, fiir welche D[z] beliebig nahe an der oberen 
Grenze 1 des Integrales D[q] liegt. Wir brauchen nur fiir y eine ge- 
eignete Funktion zu nehmen, die bis auf Intervalle von hinreichend 
kleiner Gesamtlinge streckenweise konstant ist, fiir 7 eine stiickweise 
lineare Funktion, deren Ableitung iiberall absolut genommen hinreichend 
groB ist. Man sieht also, daB hier das Problem D[q]= Min. keinen 
verniinftigen Sinn hat. Um derartige Vorkommnisse von vornherein aus- 
zuschlieBen, wollen wir uns auf die Betrachtung solcher Variations- 
probleme beschrinken, bei denen das Integral die Halbstetigkeitseigen- 
schaft besitzt*). 

3. Die Konstruktion von Minimaljolgen. Methode der endlichen 
Differenzen. Der erste Schritt zur Lésung eines Variationsproblems ist 
die Konstruktion einer geeigneten’ ) Minimalfolge p,, p,, 9,,--. . Im Falle 
einer unabhingigen Variablen la8t sich der nichstliegende Gedanke zur 
Festlegung von gy, durch Bestimmung von endlich vielen Parametern 





*) Es ist das Verdienst von Herrn L. Tonelli, auf die Bedeutung der Halbstetig- 
keit nachdriicklichst hingewiesen zu haben. Vgl. vor allem sein ausfiihrliches Werk: 
Fondamenti di calcolo delle variazioni. Vol. 1, II. Bologna 1921, 1923. 

*) Zur Frage, wie die Minimalfolge zu wahlen oder zu verandern ist, um ihre 
Konvergenz zu erreichen, vgl. Nr. 5. 
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folgendermaBen formulieren: Wir nehmen zunichst an, das Integral ent- 
halt nur die erste Ableitung g’(z) der Funktion g(x). Wir teilen nun 
das Intervall G in n gleiche Teile, deren Lange hernach mit wachsendem n 
gleichmaBig gegen Null konvergiert, und ersetzen den » reprasentierenden 
Kurvenzug durch einen Polygonzug, dessen Ecken sich iiber den Teil- 
punkten der n-ten Einteilung befinden. Ist nur nm hinreichend groB ge- 
wahlt, so wird durch eine solche stiickweise lineare Funktion bzw. ihre 
Ableitung nicht nur eine vorgegebene Funktion g, sondern auch p’ be- 
liebig genau approximiert. Wenn wir also Funktionen mit stiickweise 
stetigen ersten Ableitungen als zulissig betrachten, so erhalten wir eine 
Minimalfolge, indem wir eine in den Teilpunkten der n-ten Einteilung 
gebrochene stiickweise lineare Funktion py, durch die Forderung D [¢,,] = Min. 
festlegen, was nur die Bestimmung einer endlichen Anzahl von Ordinaten 
erfordert — eine Aufgabe, die bei unseren Stetigkeitsvoraussetzungen stets 
eine Lésung besitzt. In ganz analoger Weise kénnen wir vorgehen, wenn 
es sich um Funktionen mehrerer unabhangiger Veranderlicher handelt. Aber 
auch wenn Ableitungen von héherer als erster Ordnung auftreten, ist das 
Verfahren unmittelbar anwendbar. Wir haben dann bei einer solchen 
stiickweise linearen Funktion nicht nur die ersten Differenzenquotienten, 
sondern auch noch die zweiten usw. zu bilden und im Integral an Stelle 
der entsprechenden Differentialquotienten zu substituieren. Die Bedingungen, 
welche die Funktionswerte in den Teilpunkten bestimmen, haben bei 
unserem Verfahren den Charakter von Differenzengleichungen, die im 
Limes fiir unbegrenzt wachsendes n in die Eulersche Differentialgleichung 
iibergehen. Schon bei Bernoulli und Euler spielt dieser Gedanke eine 
wesentliche Rolle; seine strenge Durchfiihrung, damals auBerhalb des Macht- 
bereiches der Analysis, ist mit den heutigen Mitteln analytischer Technik 
bei einer unabhingigen Verinderlichen eine reizvolle und nicht schwer 
zugangliche Aufgabe*). Sie gibt die mathematische Rechtfertigung fiir die 
Approximation der atomistisch konstituierten Materie durch ein Kontinuum, 
fiir das Endliche durch das Unendliche. 

Die geschilderte Konstruktion von Minimalfolgen durch stiickweise 
lineare Funktionen ist gewissermaBen nur ein spezieller Fall einer viel- 
fach auch praktisch angewandten allgemeinen Methode, welche nach 
Walther Ritz benannt wird. Dieses Ritzsche Verfahren besteht in folgen- 
dem: Man gehe aus von einem fiir das betreffende Variationsproblem auf 
mannigfache Art wahlbaren System von festen ,,Koordinatenfunktionen“ 
@,, @,, @,,.--, fiir die erstens jede aus endlich vielen von ihnen mit 
konstanten Koeffizienten gebildete lineare Kombination c, w, + ¢,@, + --- 


*) Vgl. die oben zitierte Arbeit Nr. 7. 
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+¢,@, =, eine zulassige Funktion ist (oder allgemeiner nach Fest- 
setzung gewisser Relationen zwischen Koeffizienten c,,¢,,...,¢, eine zu- 
lassige Funktion wird) und die zweitens die Eigenschaft haben, daB zu 
jeder zulissigen Funktion @ sich eine geeignete lineare Kombination ¢, 
finden lat, fiir welche sich D[gp,] von D[qp] um beliebig wenig unter- 
scheidet (,,Vollstandigkeitseigenschaft der w, in bezug auf das Variations- 
problem“.) Hat man ein solches System von Koordinatenfunktionen und 
bestimmt sodann fiir jedes n die Koeffizienten c,,c,,...,¢, durch dic 
Minimumforderung D [¢,] = Min., welche ein gewdhnliches Minimumproblem 
darstellt, so bilden die Funktionen gy, offenbar wieder eine Minimalfolge. 


Die Frage nach brauchbaren Systemen von Koordinatenfunktionen 
hangt eng zusammen mit den schon gestreiften Problemen der Approxi- 
mation von Funktionen und fihrt zu einer weitgehenden Verallgemeinerung 
des iiblichen Vollstandigkeitsbegriffes. Keineswegs ist ein nur im gewoéhn- 
lichen Sinne vollsténdiges Funktionensystem, wenn auch seine Funktionen 
Ableitungen beliebig hoher Ordnung besitzen mégen, stets als Koordinaten- 
funktionensystem eines gegebenen Variationsproblems brauchbar. Z. B. sind 
die Funktionen sin2v2z, cos2vaz fiir das Intervall O0< 2< 1 nur in 
dem Ausnahmefall als Koordinatenfunktionen brauchbar, wenn ihre Periodi- 
zitét nicht mit der Approximationsforderung bei beliebigen zulassigen 
Funktionen im Widerspruch steht®). Im allgemeinen wird es bei einer 
unabhangigen Verianderlichen geniigen, ein solches im gewéhnlichen Sinne 
volistindiges System durch Hinzufiigung von geeigneten endlich vielen 
Funktionen zu erginzen. Bei mehreren unabhangigen Variablen wird je- 
doch der Ausweg vorzuziehen sein, da8 man ,iibervollstaindige“ Funktionen- 
systeme benutzt, d.h. solche, welche schon fiir ein umfassenderes Gebiet 
vollsténdig sind. Ein iibervollstaindiges Funktionensystem, welches, wenn 
keine Randbedingungen vorgegeben sind, immer brauchbar ist, bilden z. B- 
die simtlichen Potenzprodukte der unabhangigen Variablen. 


Noch eine weitere Bemerkung nebenbei! Der obige Ansatz der 
Naherungsfunktionen als stiickweise lineare Funktionen fiihrt zu Differenzen- 
gleichungen an Stelle der Eulerschen Differentialgleichungen. Man kann diesem 
Gedanken noch eine etwas andere Wendung geben, indem man von vorn- 
herein das Integral durch endliche Summen und die in ihnen auftretenden 
Differentialquotienten durch Differenzenquotienten ersetzt; dann wird 
die die Minimumforderung zum Ausdruck bringende Gleichung sofort wieder 
die Form einer Differenzengleichung erhalten. In dieser Gestalt ist unser 
an sich sehr naheliegende Gedanke einer Verallgemeinerung fahig, die weit 


*) Wenn etwa die zulassigen Funktionen und ihre Ableitungen als periodisch 
vorausgesetzt werden. 
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iiber das Gebiet der eigentlichen Variationsrechnung hinausfiihrt und die 
in der ganzen Analysis zu fruchtbarster Anwendung berufen erscheint*®). 
Man kann niamlich ganz allgemein Differentialgleichungen und andere 
Funktionalgleichungen zu behandeln suchen, indem man sie zuniachst durch 
Differenzengleichungen ersetzt und zum Schlu8 den Grenziibergang ausfiihrt. 


4. Randbedingungen bzw. Sprungbedingungen. Aligemeinere Typen 
von Variationsproblemen. Eine der hauptsachlichen Quellen fiir die Schwie- 
rigkeiten in der iiblichen Variationsrechnung sind die Randbedingungen, 
welche den zulassigen Funktionen auferlegt werden. Auch bei der Konstruktion 
der Minimalfolgen (der Wahl der Koordinatenfunktionen) ist man durch 
Randbedingungen in lastiger Weise eingeengt. Man wird daher mit Recht 
solche Variationsprobleme als besonders einfach anzusehen haben, bei wel- 
chen iiberhaupt keine Randbedingungen gestellt sind. Ich nenne sie 
»freie Variationsprobleme“. Thre Lésungen werden — vorausgesetzt daf 
sie existieren — von selbst gewissen Randbedingungen geniigen, die sich 
einfach durch Nullsetzen der ersten Variation ergeben, und die ich als 
»natirliche Randbedingungen“ bezeichnen will. Sie sind bei den iiblichen 
Typen von Variationsproblemen nichts als Spezialfaille der wohlbekannten 
sogenannten Transversalitatsbedingungen und bieten daher hier kaum ein 
besonderes Interesse. Aber das Bild andert sich sofort wesentlich, wenn 
wir den traditionellen Rahmen der Variationsrechnung verlassen und all- 
gemeinere™) Typen von Minimumproblemen folgender Art betrachten: 
D{[¢] sei etwa im Falle von drei unabhangigen Variablen eine Summe, 
bestehend aus einem Integral iiber das Gebiet G, einem Integral iiber die 
Oberflache von G, weiteren Integralen iiber gewisse in G liegende Flachen- 
stiicke, Integralen iiber Kurven in G oder auf dem Rande von G, und 
endlich Ausdriicken, welche nur von den Werten der Funktion » und 
ihren Ableitungen bis zu einer gewissen Ordnung in einer endlichen An- 
zahl von Punkten abhingen. Entsprechend allgemeine Ausdriicke fiir D[¢] 
haben wir im Falle von weniger oder mehr als drei unabhangigen Varia- 
blen zu betrachten. Eine genauere, an dieser Stelle zu iibergehende Be- 
trachtung zeigt, daB verniinftigerweise nicht ganz beliebige solche Zusatz- 
glieder zugelassen werden diirfen, und daB die Ordnung der in diesen auf- 
tretenden Ableitungen Beschrinkungen unterworfen werden mu8. Dabei 
spielt neben der Anzahl der unabhangigen Variablen vor allem die hi . ‘te 
Ordnung der im Hauptintegral auftretenden Ableitungen eine Rolie. 
Z. B. diirfen bei zwei: unabhingigen Veranderlichen, wenn das Hauptinte- 


10) Es seien in dieser Hinsicht die oben zitierten Arbeiten Nr. 2, 7, 8 genannt. 
1) Man kann allerdings kiinstlich die im folgenden betrachteten Zusataglieder 
auf Divergenzausdriicke unter dem Hauptintegral zu reduzieren suchen. 
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gral nur erste Ableitungen enthalt, nur noch Zusatzintegrale iiber Linien 
auftreten, wobei diese Integrale keine Ableitungen von g mehr enthalten. 
Stehen aber im Hauptintegral noch zweite Ableitungen, so diirfen im all- 
gemeinen nicht nur zusatzliche Linienintegrale erste Ableitungen enthalten, 
sondern es sind auBerdem noch Zusatzausdriicke erlaubt, die von den 


Funktionswerten (nicht mehr von den Ableitungen) in einzelnen Punkten 
abhangen. 


Stellt man fiir solche Variationsprobleme die natiirlichen Randbedin- 
gungen auf, so erhilt man bei Festhaltung des Hauptintegrales eine unab- 
sehbare Fiille von Méglichkeiten. Die Lésung geniigt immer derjenigen 
Eulerschen Differentialgleichung, welche dem Hauptintegrale iiber das 
Grundgebiet G entspricht. Die Zusatzglieder, welche sich auf Integrations- 
gebieté von niedrigeren Dimensionszahlen beziehen, bewirken lediglich die 
Anpassung der Lésung der Eulerschen Differentialgleichung an verschie- 
dene ,,Randbedingungen“, die, wie man sieht, sehr allgemeiner Art sein 
kénnen und vielleicht, sofern sie sich auf Flachen, Linien und Punkte im 
Innern beziehen, zweckmaBigerweise als Sprungbedingungen oder Singulari- 
tatsbedingungen bezeichnet werden, weil sie dort die Art der Unstetigkeit 
gewisser aus der Funktion und ihren Ableitungen gebildeter Ausdriicke 
regeln. 


Vom physikalischen Standpunkte aus ist dieser allgemeine Ansatz 
sehr naheliegend. Deutet man das Integral iiber G als raumlich verteilte 
Energie, so stellen die Zusatzglieder Energieanteile dar, welche ihren Sitz 
in Flachen, Linien oder Punktsystemen haben. So entspricht z. B. einer 
am Rande elastisch eingespannten ebenen Membran als Ausdruck fiir die 
potentielle Energie 


Sf(vet+ont+e)dzdy+tf rds, 





wenn auf ihr eine gleichmaBige Druckverteilung der Dichte § lastet. 
Dabei ist ¢ eine Konstante, deren GréBe ein Ma fiir die Festigkeit der 
elastischen Bindung am Rande I ist; » bedeutet die vertikale Verschie- 


bung aus der Ruhelage, s die Bogenlange auf I’. 

Auch bei isoperimetrischen Nebenbedingungen der Form H[y]= 
kénnen und werden wir sinngemaB fiir H[q~] allgemeine Integralausdriicke 
der beschriebenen Art zulassen. 

Es fallen dann unter die gekennzeichneten Problemklassen speziell 
auch die dfter behandelten Fille, wo schwingende Systeme in einzelnen 
Punkten oder Linien usw. konzentrierte Gewichte tragen, ,,belastete Pro- 
bleme“; aber weiter kénnen wir durch ‘unseren Ansatz auch der gegen- 
seitigen Anziehung oder AbstoBung solcher konzentrierter Massen Rech- 
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nung tragen, wo dann Zusatzglieder auftreten, die von den Koordinaten 
mehrerer Punkte abhangen. 

Durch naheliegende Grenziibergange wird man weiter veranlaBt, auch 
solche Probleme zu behandeln, bei denen derartige Energieanteile von 
kontinuierlich iiber das ganze Gebiet verteilten Massen herriihren. Sie 
fiihren auf Integrodifferentialgleichungen oder auf noch allgemeinere 
Funktionalgleichungen und umfassen z. B. die von A. Kneser auf andere 
Weise behandelten ,,thermoelastischen* Probleme**). 

Der Begriff der natiirlichen Randbedingungen bei Problemen so all- 
gemeiner Art scheint mir fiir die Variationsrechnung und die damit zu- 
sammenhangenden Randwertprobleme von erheblicher Bedeutung zu sein. 
Ein einziger wichtiger Fall von Randbedingungen ordnet sich unserem 
Schema auf den ersten Blick nicht ein, namlich der Fall , fester“, d. h. 
vorgegebener Randwerte, z. B. der Randwerte Null. Aber dieser, unbe- 
rechtigterweise gew6hnlich als der ,einfachste“ bezeichnete Fall laBt sich 
sofort durch einen Grenziibergang aus den Fallen mit natiirlichen Rand- 
bedingungen gewinnen MHandelt es sich z. B. um eine unabhingige 
Variable im Intervalle 0 << «<1, so addiere man zu dem Iutegrale iiber 
das Intervall noch die Quadratsumme t(g(0)*+ (1)*), wobei ¢ ein 
Parameter ist. Es la8t sich leicht zeigen, daB die Lésung des natiirlichen 
Problems mit diesem Zusatzgliede bei wachsendem ¢ gegen die Lésung 
des Problems ohne Zusatzglied mit der Randbedingung (0) = y(1)= 0 
konvergiert, wie es sich ja bei der gegebenen physikalischen Deutung von 
selbst versteht; die elastische Bindung am Rande, ausgedriickt durch die 
Zusatzglieder, wird mit wachsendem ¢ immer fester und geht schlieBlich 
in starres Festhalten iiber. Ganz analog, nur analytisch nicht mehr so 
einfach zu behandeln, liegen die Verhiltnisse bei mehreren unabhiangigen 
Variablen. 

Unter einem allgemeineren Gesichtspunkte gesehen, haben wir es hier 
mit einem speziellen Falle des grundlegenden Problems zu tun: Wie 
andert sich die Lésung eines Variationsproblems bei der Anderung eines 
im Probleme auftretenden Parameters? 

Die Bedeutung der natiirlichen Randbedingungen liegt nicht allein 
darin, daB freie Probleme bei der Konstruktion von Minimalfolgen weniger 
Schwierigkeiten machen als ,gebundene“, sondern vor allem in dem Um- 
stande, daB die Unlésbarkeit gewisser Minimumprobleme, wie sie als klas- 
sische Gegenbeispiele gegen die SchluBweise des Dirichletschen Prinzipes 
gedient haben, wesentlich in dem Charakter der betreffenden Rand- 


#2) Man vergleiche die oben zitierte Arbeit Nr. 1 und die daran anschlieBende 
Arbeit Nr. 6. 
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bedingungen begriindet ist. Diese Randbedingungen sind weder natiirlich, 
noch lassen sie sich durch einen Grenziibergang der obigen Art als Grenz- 
falle natirlicher Randbedingungen gewinnen. 

5. Der Grenziibergang zur Lésung des Variationsproblems. Wir ver- 
stehen diese Verhaltnisse besser im Zusammenhang mit dem Grenziiber- 
gang von der Minimalfolge zur Lésung des Problems, dem zweiten Haupt- 
schritt der direkten Methode. Was bedeutet Lésung? Man kénnte sich 
die Beantwortung dieser Frage wesentlich erleichtern und sich aller Exi- 
stenzsorgen entledigen, wenn man sich auf den Standpunkt stellt: Es 
kommt nicht darauf an, die Funktion u zu finden, welche das Minimum- 
problem lést, fiir die also genau D[u]—d wird, sondern es geniigt, die 
Zahl d mit beliebiger Genauigkeit berechnen zu kénnen, und daher repra- 
sentiert jede Minimalfolge die Lésung des Problems. In der Tat hat 
diese Auffassung des Begriffes ,,Lésung“ als ,approximative Lésung“ in 
dem angegebenen Sinne viel Verlockendes. Sie ist durchaus keine bloBe 
logische Spitzfindigkeit, vielmehr gibt es eine groBe Reihe von Fragen, 
wo wirklich mit der Konstruktion einer Minimalfolge alles geleistet ist, 
was man in diesem Zusammenhange will. Einmal sind das alle Fragen, wo 
im Grunde nur die Zahl d gesucht ist, z. B. das Problem der Berechnung 
der Schwingungszahlen eines schwingungsfahigen Systems bei kleinen 
Schwingungen. Es la8t sich zeigen, daB z. B. die ganze Theorie der 
Eigenwertverteilung in dieser Art behandelt werden kann, ohne daB man 
die Existenz der Lésung der entsprechenden Variationsprobleme in strengem 
Sinne zugrunde zu legen braucht. Weiter geniigt der gekennzeichnete 
Standpunkt fiir alle Fragen, wo uns letzten Endes nicht die Funktion u 
und ihre Ableitungen sondern nur gewisse mit der Funktion gebildete 
Mittelwerte, Integrale, interessieren, wie das vielfach bei physikalischen 
oder technischen Problemen der Fall sein wird. 

Solche Gedanken wiirden uns einen vielleicht willkommenen Ausweg 
aus den Schwierigkeiten dffnen, welche einem eingewurze'ten Glauben nach 
mit der Frage nach der Existenz der exakten Lésung verbunden sind. 
Aber ich glaube, da8 — fiir die einfacheren Fille — die Zeit voriiber ist, 
wo man wirklich eines solchen Ausweges bedurfte. Man ist jetzt in der 
Lage, sich eine gerade und bequeme StraBe zur exakten Lésung zu bahnen, 
wenigstens wenn cie Eulersche Differentialgleichung linear wird. 

Im Falle einer einzigen unabhangigen Variablen liegt die Sache ver- 
haltnismaBig einfach. Unter gewissen einfach formulierbaren Bedingungen, 
denen die wichtigsten Typen von Problemen geniigen, gilt der aus der 
klassischen Variationsrechnung bekannte Osgoodsche Satz, welcher kurz 
besagt, daB man aus einer Minimalfolge- durch Grenziibergang tatsichlich 
die exakte Lésung erhalt, — vorausgesetzt, daB sie existiert. Der Sinn 











Uber direkte Methoden der Variationsrechnung. 723 


dieses Satzes wird klar an dem typischen einfachsten Beispiel, dem Problem 
der kiirzesten Verbindung zweier Punkte A und B in einer Ebene. Jede 
A und B verbindende und durch einen festen Punkt C auBerhalb der 
Geraden AB gehende Kurve hat eine Lange, die nicht kleiner ist als die 
Summe der Dreieckseiten AC und BOC, also als eine oberhalb des Mini- 
mumwertes liegende Zahl. Jede Minimalfolge des Problems konvergiert 
daher gegen die exakte Liésung. 

Man darf jedoch nicht aufer acht lassen, daB der Osgoodsche Satz 
keinen allgemeinen Charakter trigt und daB es schon sehr einfache 
Variationsprobleme gibt, bei denen er offenbar nicht mehr gilt; z. B. das 


1 iain : 
Problem: f ¥i+ydz zum Minimum zu machen, bei den Randbedin- 
0 


gungen y(0)=y(1)=0. Hier ist die Léisung y=0, der Wert des 
Minimums Eins. Aber man kann leicht eine Minimalfolge angeben, welche 
nicht gegen die Funktion y= 0 konvergiert. Vollends zeigt sich aber 
bei den Versuchen einer Verallgemeinerung des Osgoodschen Satzes auf 
mehr unabhangige Verinderliche, da8 hier noch wesentlich kompliziertere 
Verhaltnisse vorliegen. 

Man kann z. B. durch die Peripherie eines Kreises der xy-Ebene 
eine Flache legen, welche durch einen oder auch beliebig viele vorgegebene 
itiber der Kreisscheibe auBerhalb der Ebene liegende Punkte geht, und 
deren Flacheninhalt sich doch von dem des Kreises um beliebig wenig 
unterscheidet. Hierzu braucht man nur auf die Kreisfliche gerade Kreis- 
kegel mit hinreichend kleiner Winkeléffnung und den Spitzen in den vor- 
gegebenen Punkten aufzusetzen; die von den Kegelmianteln und den auBer- 
halb der Kegel liegenden Teilen der Kreisscheibe gebildete Flache hat 
dann die gewiinschte Eigenschaft. So erkennt man, da8 bei dem Problem, 
durch die Kreisperipherie die Flache kleinsten Inhaltes zu legen, keines- 
wegs jede Minimalfolge gegen die Lésung, namlich die Funktion u= 0, 
zu konvergieren braucht. 

Wir haben es hier mit einer allgemeinen bei mehrfachen Integralen 
auftretenden Erscheinung zu tun; ihr tieferer Grund ist, da8 jeder Inte- 
grationsprozeB nivellierend auf lokale UnregelmaBigkeiten eines Funktions- 
verlaufes wirkt, und da8 diese Verwischung der Physiognomie einer Funk- 
tion im kleinen um so griindlicher stattfindet, je mehr Integrationsprozesse 
iiber die Funktion hinweggegangen sind. 

Man kann den Sachverhalt genauer folgendermaBen kennzeichnen: 
Setzen wir voraus, da8 der Integrand der betrachteten Integrale unendlich 
wird, wenn seine Argumente unendlich werden, so wird die Empfindlich- 
keit des Integrals gegen lokale Stérungen des Verlaufes der Funktion y 
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bzw. ihrer Ableitungen im allgemeinen wesentlich davon abhiangen, wie 
viele unabhingige Verinderliche vorliegen, wie hohe Ableitungen der 
Integrand enthalt und schlieBlich wird noch die Art der Abhangigkeit des 
Integranden von seinen Argumenten insbesondere von den héchsten dort 
vorkommenden Ableitungen eine Rolle spielen. Im allgemeinen wollen 
wir, wenn wir an Beispiele denken, uns vorstellen, daB diese Ableitungen 
quadratisch auftreten. Ein einfaches Integral, dessen Integrand aufer 
von der unabhiangigen Variablen x noch von einer stetigen Funktion p(z) 
explizite abhingt, nicht aber von den Ableitungen von (zx), wird un- 
empfindlich sein gegen lokale Stérungen des Funktionsverlaufes, d. h. gegen 
Abanderungen des Funktionswertes um einen endlichen Betrag in hin- 
reichend naher Umgebung einer Stelle. Enthalt aber der Integrand noch 
explizite die Ableitung y’(x), so wird zwar das Integral unempfindlich 
gegeniiber lokalen Stérungen der Ableitung y’(x), unter allgemeinen Be- 
dingungen aber nicht mehr unempfindlich gegeniiber lokalen Stérungen 
des Funktionsverlaufes selbst sein (weil nimlich solche Stérungen von 
(ax) sich als ,Stérungen héherer GréBenordnung* in p’(z) ausprigen). 
Entsprechendes Verhalten zeigen Integrale, bei denen héhere Ableitungen 
von p(x) explizite auftreten. Anders liegen die Verhiltnisse bei zwei 
unabhangigen Veranderlichen. Selbst wenn z. B. die entsprechenden Doppel- 
integrale von der Funktion g(2, y) die ersten Ableitungen explizite ent- 
halten, wird das Doppelintegral doch unempfindlich gegeniiber lokalen 
Stérungen des Funktionsverlaufes bleiben. Eine Empfindlichkeit wird im 
allgemeinen erst auftreten, wenn die Stérungen sich iiber ganze Linien 
erstrecken. Enthalt der Integrand dagegen noch Ableitungen zweiter 
Ordnung, so wird zwar im allgemeinen das Integral gegeniiber lokalen 
Stérungen der ersten und zweiten Ableitungen unempfindlich sein, nicht 
aber gegeniiber Stérungen des Funktionsverlaufes selbst. Analog liegen 
die Verhialtnisse beim Auftreten héherer Ableitungen bzw. bei mehr als 
zwei unabhiangigen Variablen. 

Auf eine nahere Diskussion der damit angedeuteten Verallgemeine- 
rungen des Satzes von Osgood, insbesondere auf die Priazisierung von ge- 
naueren Bedingungen, unter welchen diese Verallgemeinerungen gelten, 
kann ich hier nicht eingehen **). 

Neben den schon angefiihrten Beispielen der Integrale 


SVi+o(2)dz, Sf[Vi+ei+gsdedy, 


13) Wie aus einer Bemerkung von A. Haar, Math. Annalen 97 (1926), S. 125, her- 
vorgeht, hat dieser schon im Jahre 1910 auf derartige Gedankengiinge hingewiesen und 
insbesondere betont, daB dadurch der Erfolg von W. Ritz bei seiner Arbeit iiber die 
Gleichung der Platte in klarem Lichte erscheint. 
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welche uns die Lange einer Kurve bzw. den Inhalt einer Flaiche darstellen, 
fiihren wir zur Illustration unserer Bemerkungen noch folgende Beispiele 
an: Das Integral 


1 
f (p'(x)* + "(2)*)dz 


ist empfindlich schon gegen Stérungen der ersten Ableitung, wenn fiir 
die Funktionen g(x) Stetigkeit der ersten Ableitung vorausgesetzt wird. 
Das Integral 
Sf (4o)*dedy 
oder 
SS (vet vy + (4o)*)dedy 


ist empfindlich gegeniiber Stérungen des Funktionsverlaufes, wenn von 

den Funktionen Stetigkeit der ersten Ableitungen vorausgesetzt wird. 
Ein weiteres Beispiel dafiir, daB das geschilderte Empfindlichkeits- 

verhalten keineswegs immer aufzutreten braucht, ist das schon friiher in 


Nr. 2 erwahnte Integral 
1 
f( onal ) dz 
: 1+ "(z) 


Betrachten wir z. B. die Kurve y=0, so kénnen wir, wenn wir die 
Stérung nur auf eine hinreichend enge Umgebung eines Punktes be- 
schrinken, dort den Funktionsverlauf beliebig abandern, ohne den Wert 
des Integrales merklich zu beeinflussen. Dasselbe gilt sogar noch, wenn 
wir das Integral durch Einfiigung hoherer Ableitungen in folgende Gestalt 


verwandeln : 
1 
f( - ) dz 
F 1+ p’(x)*+ 9" (2) 


Das hier geschilderte, den Tendenzen des Osgoodschen Satzes nicht mehr 
entsprechende Verhalten haingt aufs engste mit der Tatsache zusammen, 
da8 unser Integral nicht mehr halbstetig von der Argumentfunktion ab- 
hangt. 

Wir halten als Ergebnis unserer vorigen Uberlegungen fest: Eine 
unmittelbare Gewinnung der Lésung wu eines Variationsproblems durch 
Grenziibergang aus einer beliebigen Minimalfolge ist — insbesondere bei 
Problemen mit mehr als einer unabhangigen Veranderlichen — nicht all- 
gemein médglich. 

Aus dieser Schwierigkeit gibt es grundsatzlich zwei Auswege. Ent- 
weder man laBt sich durch die méglichen Divergenzerscheinungen nicht 
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abschrecken und sucht zu zeigen, daB diese Erscheinungen mehr neben- 
sichlicher, ,hebbarer“ Art sind. Dieser Weg ist heute, auf dem durch 
Lebesgue bereiteten Boden, durchaus betretbar; wenigstens in einfachen 
Fallen ist er vor allem durch Tonelli bis zum Ziele verfolgt worden. Der 
andere Weg beruht darauf, da8 man darauf verzichtet, den Grenziibergang 
mit einer beliebigen Minimalfolge durchzufiihren, und da8 man durch 
irgendein Glattungsverfahren von der méglicherweise divergenten Minimal- 
folge zu einer geglitteten konvergenten Funktionenfolge iibergeht, bzw. 
daB man von vornherein die Freiheit in der Wahl der Minimalfolge be- 
schrankt mit dem Ergebnis, unerwiinschte Divergenzerscheinungen a priori 
unméglich zu machen. Bei beiden Methoden mu8 zum Schlu8 besonders 
gezeigt werden, daB die gewonnene Grenzfunktion auch wirklich die Lésung 
unseres Minimumproblems oder Randwertproblems darstellt. 


Auf die verschiedenen in der Literatur schon vorliegenden derartigen 
Glattungsmethoden kann ich hier nicht eingehen. Ich méchte dagegen 
noch einen allgemeinen unseren obigen Erwagungen entspringenden Ge- 
danken erwahnen, der uns in vielen Fallen erlaubt, eine sicher konver- 
gierende Minimalfolge zu konstruieren, ja sogar auch fiir die Konvergenz 
der Ableitungen bis zu einer beliebig vorgegebenen Ordnung zu sorgen. 
Der Gedanke beruht auf der oben gemachten Bemerkung, da8 die Emp- 
findlichkeit eines Integrales im allgemeinen um so gréBer ist, je héhere 
Ableitungen von g unter dem Integral geeignet auftreten. Nun kann 
man versuchen, in unschidlicher Weise gewissermaBen kiinstlich das Integral 
zu sensibilisieren, ohne dabei die Lésung u des Problems zu modifizieren. 
Ist L{u]=0 die Eulersche Differentialgleichung des Problems, welche 
die gesuchte Funktion u befriedigen muB, so betrachten wir neben dem 
Integralausdruck D[q] den Ausdruck 


D*(¢)=D[~]+ J (L[¢])* 4° dz, 
wo A irgendeinen nicht identisch verschwindenden Ausdruck bedeutet, der 
auBer den unabhingigen Variablen noch die Funktion m und Ableitungen 
von @ enthalten kann; es wird dann das Problem D*({q] = Min. bei 
Aufrechterhaltung der urspriinglichen Zulassungsbedingungen (und sogar 
auch bei sinngemaBer Verschirfung der Zulassungsvedingungen) keine 
andere Lésung haben kénnen als die Lésung u des urspriinglichen Pro- 
blems D{y]=Min. Denn es ist stets D*(m]>D[q], und sobald 
D{q] seinen kleinsten Wert d= D{[u] erreicht, wird D[u] = D* [u]. 
Das neue Problem enthalt aber unter dem Integral Ableitungen von 
doppelt so hoher Ordnung wie das urspriingliche; wir kénnen daher unter 
geeigneten Voraussetzungen erwarten, daB die Minimalfolgen des neuen 
Problems, welche ja zugleich auch solche des urspriinglichen sind, giinstigere 
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Konvergenzverhiltnisse zeigen als die des urspriinglichen. Das Zusatz- 
glied in D*(q] bewirkt also eine automatische Beschrinkung in der Wahl 
der Minimalfolgen von D[g] = Min. mit der Tendenz, daS Minimalfolgen 
mit zu rauhem Verlauf ausgeschlossen werden. Offenbar kann man in 
derselben Art weitergehen, indem man weitere geeignete unschidliche Zu- 
satzglieder hinzufiigt, welche noch hdhere Ableitungen enthalten; wir 
brauchen nur L[q] nach den unabhangigen Variablen ein oder mehrmals 
zu differenzieren und die entstehenden, mit anderen nicht identisch ver- 
schwindenden Faktoren multiplizierten, Ausdriicke zu quadrieren und unter 
dem Integralzeichen hinzuzufiigen. Solche weiteren Zusatzglieder werden 
dann naturgema8 die Tendenz haben, fiir die Minimalfolgen auch noch 
die Konvergenz entsprechender Ableitungen zu sichern “), 

Ohne auf die nahere Ausfiihrung von Beispielen hier einzugehen**), 
méchte ich nur darauf hinweisen, daB der skizzierte Gedanke und seine 
méglichen Modifikationen uns ein groBes MaB von Freiheit bei der Be- 
handlung von Differentialgleichungsproblemen geben, welche aus der 
Variationsrechnung entspringen. Man kann namlich ein und dasselbe 
Differentialgleichungsproblem aus sehr verschiedenartigen Variationspro- 
blemen gewinnen und hat so die Méglichkeit weitgehend freier Wahl in 
der Sensibilitét und anderer Eigenschaften der hierbei verwandten Integral- 
ausdriicke, 

Man kann z. B. die gewohnliche Randwertaufgabe der Potentialtheorie 
statt aus dem iiblichen Dirichlet-Riemannschen Variationsproblem aus 
einem der folgenden gewinnen. Es sollen die Integrale 


[[(4p)*azay 
G 


[f ae)? + 9+ ofpazay 
G 


i} (4%) de dy 


zum Minimum gemacht werden, wenn zum Vergleich alle mit den vor- 
geschriebenen Randwerten und im Innern mit stiickweise stetigen Ablei- 
tungen versehenen Funktionen p(z,y) zugelassen werden. Die Euler- 





44) Vgl. R. Courant, Uber ein konvergenzerzeugendes Prinzip in der Variations- 
rechnung. Gétt. Nachr. 1922. 

5) Die urspriingliche Fassung dieser Arbeit in den Jahresberichten enthielt an 
dieser Stelle einen Abschnitt, in dem solche Beispiele weiter besprochen wurden. Eine 
volistindigere Behandlung spezieller Probleme findet sich auBer in Bd. II der Methoden 
der math. Physik in den oben zitierten Arbeiten Nr. 10, 11. 
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schen Differentialgleichungen dieser Probleme sind zunachst nicht mit der 
Potentialgleichung identisch; sie sind vielmehr von der vierten Ordnung 
und lauten bzw.: 

44y=0 

4Ap—Agp=0 


4(4%) +40. 


Trotzdem stimmt die Lésung dieser Varia ionsprobleme mit der Lé- 
sung der Randwertaufgabe von 4g = 0 iiberein, wie es nicht anders sein 
kann und wie im iibrigen durch Betrachtung der Randbedingunger klar 
wird. AuBer der kiinstlichen Randbedingung der festen Randwerte stellt 
sich bei jedem unserer Probleme ganz von selbst noch eine natiirliche 
Randbedingung ein **), namlich 

Ap=0. 

Man iiberzeugt sich davon, daB die Bedingung der vorgeschriebenen 
Randwerte zusammen mit den sich von selbst ergebenden natiirlichen 
Randbedingungen die Randwertprobleme vierter Ordnung mit dem ein- 
fachen Randwertproblem zweiter Ordnung der Potentialtheorie aquivalent 
machen. 

Ganz entsprechendes wie fiir die Randwertprobleme gilt natiirlich 
auch fiir Eigenwertprobleme. So z.B. werden die Eigenwertprobleme 
der schwingenden Membran gewéhnlich durch die isoperimetrische Auf- 
gabe charakterisiert, das Integral 


Sf (wit op dedy 
unter der Nebenbedingung 
Sf etdady=1 
é 


und weiteren homogenen (linearen) Bedingungen zum Minimum zu machen. 
An dessen Stelle kénnen wir z. B. von dem Variationsproblem 


ff (49)*dedy = Min. 


SJ (92+ 9j)dady =1 


bei entsprechenden homogenen Bedingungen ausgehen. Natiirlich miissen 
jetzt der Funktion y(z, y) scharfere Differenzierbarkeitsbedingungen auf- 
erlegt werden. 

6) Man tut allerdings gut daran, diesen Randbedingungen eine etwas allgemei- 
nere Bedeutung beizulegen. Vgl. z. B. die oben zitierte Arbeit Nr. 19. 
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6. Die Rolle der natiirlichen Randbedingungen. Mit den oben 
skizzierten, noch mannigfacher Varianten fahigen Methoden kann man bei 
groBen Klassen von Problemen vorgehen, insbesondere alle zu reguliren 
definiten Variationsproblemen gehérigen linearen Randwert- und Eigenwert- 
probleme behandeln. Hierbei kommt die Bedeutung der natiirlichen Rand- 
bedingungen voll zur Geltung. Sehen wir einmal von den Grenzfillen 
»fester“ Rander ab, so zeigt sich, daB8 ein Variationsproblem nur dann 
sinnvoll gestellt ist, wenn seine Randbedingungen natiirlich sind (also gar 
nicht hitten gestellt zu werden brauchen, sondern sich bei der Lésung 
als von selbst erfiillt ergeben). Ist dies nicht der Fall, so wird bei jedem 
Grenziibergang die Minimalfolge sich einfach tiber unnatiirlich vorgeschrie- 
bene Randbedingungen hinwegsetzen, und der konvergente ProzeB wird 
immer in der Grenze eine Funktion ergeben, welche nicht die vorgeschrie- 
benen, sondern die natiirlichen Randbedingungen erfiillt. So liegt es bei 
vielen der bekannten Beispiele, die man seit der WeierstraBschen Kritik 
gegen das Postulat der Lésbarkeit von ,,verniinftigen* Minimumproblemen 
ins Feld gefiihrt hat. (Z. B. zwei Punkte in der Ebene durch eine még- 
lichst kurze Linie zu verbinden, deren Richtungen in den Endpunkten 
vorgeschrieben sind und nicht in die Verbindungsgerade fallen.) So ist es 
weiter z. B. bei dem Problem 


1 
fo’ (x)? dz = Min. 
0 

unter der Nebenbedingung 


1 
So (xP dx=1, 
0 
wenn man als Randbedingungen 


y'(0)—tp(0)=0, y’(1)+te(1)=0 
vorschreibt. Jede Minimalfolge des Problems konvergiert, wie man leicht 
sieht, gegen die Funktion u 1 bzw. u= —1, welche gewi8 nicht den 
gestellten unnatiirlichen Randbedigungen geniigt, sondern der natiirlichen 
Randbedingung ¢’ (0) = p’(1) = 0. 
Wollen wir eine Funktion erhalten, welche die gegebenen Randbe- 
dingungen erfillt, so brauchen wir nur das Variationsproblem 


1 
fo’ (x)* dx + tp(0)*+t(1)°= Min. 


mit der obigen Nebenbedingung ohne Randbedingungen zu _betrachten; 
die natiirlichen Randbedingungen dieses Problems sind gerade die ge- 
gebenen. 


Mathematische Annalen. 97. 47 
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Ebenso liegt es bei mehreren unabhangigen Variablen und bei kompli- 
zierteren Variationsproblemen, deren Integranden nicht mehr quadratischen 
Charakter tragen. Der tiefere Grund fiir die automatische Ausléschung 
der unnatiirlichen Randbedingungen liegt wiederum in gewissen Approxi- 
mationssatzen. Man kann Funktionen, welche den unnatiirlichen Rand- 
bedingungen geniigen, stets durch solche ersetzen, welche den natiirlichen 
geniigen und fiir welche der Ausdruck D[] beliebig genau approximiert 
wird, und umgekehrt. Nur in den Grenzfillen fester Rander besteht diese 
wechselseitige Approximationsméglichkeit nicht mehr, und daher spielen 
diese Fille eine ausgezeichnete Rolle. 

Sehen wir also von diesen Grenzfiallen ab, so ist die Natiirlichkeit 
der Randbedingungen eine notwendige Bedingung fiir die Lésbarkeit eines 
Variationsproblems der betrachteten Art. Es erhebt sich nun die Frage, 
ob und inwiefern diese Bedingung auch hinreicht. Bekanntlich hat Hilbert 
in seinem Vortrag ,,Mathematische Probleme“ das allgemeine Postulat auf- 
gestellt: ,daB jedes reguldre Variationsproblem eine Lésung besitzt, sobald 
hinsichtlich der gegebenen Grenzbedingungen gewisse Annahmen — etwa 
die Stetigkeit und stiickweise dftere Differenzierbarkeit der fiir die Rand- 
bedingungen mafgebenden Funktionen — erfiilit sind und nétigenfalls 
der Begriff der Lésung eine sinngemafe Erweiterung erfahrt“. Wir haben 
gesehen, da8 wir die etwas unbestimmte Aussage dieses Satzes in einem 
Punkte prazisieren kénnen: Fiir die Lésung hat man an Stelle etwaiger 
unnatiirlicher die natiirlichen Randbedingungen zu adoptieren. Aber damit 
ist es, wie sich zeigt, nicht genug. Es muB noch eine weitere, wesentliche 
aber naturgemaBe Erweiterung des Begriffes ,, Lésung“ vorgenommen werden, 
um die Giiltigkeit des Hilbertschen Postulates zu sichern. 

7. Ungleichheitsbeziehungen als Nebenbedingungen. Diese Erweiterung 
ergibt sich leicht aus einem etwas gréBeren Zusammenhange heraus. Wir 
haben bisher immer unter Lésung eine Extremale, d. h. eine Lésung der 
Eulerschen Difierentialgleichung verstanden. Sobald aber die Zulassungs- 
bedingungen auBer Stetigkeits- und Randbedingungen noch irgendwelche 
durch Ungleichungen ausgedriickte Forderungen enthalten, liegt die Sache 
anders. Es gilt hier stets das Prinzip: Entweder die Ungleichungen sind 
im ganzen Gebiet G bzw. in einem Teilgebiete unwesentlich, d. h. sie 
kénnen dort fortgelassen (oder wenigstens innerhalb eines gewissen Spiel- 
raumes willkiirlich geaindert) werden, ohne da8 die Lésung geandert wird; 
dann ist die Lésung iiberall bzw. in diesem Teilgebiet eine Extremale. 
Oder die Ungleichheitsforderungen sind wesentlich, dann ist die Lésung 
in den betreffenden Gebieten dadurch charakterisiert, da8 fiir sie statt der 
Ungleichheitsbeziehungen die entsprechenden Gleichheitsbeziehungen gelten. 
Dieses Prinzip ist von so groBer Allgemeinheit, daB es oft schwer fallt, 
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von dieser Allgemeinheit zum konkreten Einzelfalle die unmittelbare Ver- 
bindung herzustellen. Einige Beispiele sollen uns das Prinzip erlautern, 
wobei ich ausdriicklich betone, daB es sich hier nur allgemein um Plau- 
sibiltaétsbetrachtungen handelt, die in der vorliegenden Form noch nicht 
beweiskraftig sind. Der einfachste Fall bietet sich bei dem Problem des Mini- 
mums einer differenzierbaren Funktion in einem abgeschlossenen Intervall dar. 
Entweder fiir die Minimumstelle ist die Ableitung der Funktion Null, oder 
diese Stelle liegt am Rande des Intervalles. Weiter: Man beweist gewéhn- 
lich die isoperimetrische Eigenschaft der Kugel unter der einschrankenden 
Voraussetzung, daB man nur konvexe Vergleichskérper in Betracht zieht. 
Die Konvexitatsbedingung ist eine Ungleichheitsbeziehung, und da die 
Lésung in keinem Punkte die Grenze der Kenvexitat erreicht (stationare 
Tangentialebene), so verstehen wir, warum die Lésung auch unter Weg- 
lassung der Konvexitatsbedingung die Kugel ist; diese Bedingung ist nach 
unserer Teminologie unwesentlich. Betrachten wir als weiteres Beispiel 
das Problem: Unter allen konvexen Kérpern ist derjenige gesucht, welcher 
die diinnste Raumerfiillung gibt, wenn man eine unendliche Menge kon- 
gruenter, durch Parallelverschiebung ineinander iibergehender Exemplare 
méglichst dicht lagert. Hier ist die Konvexitatsbedingung wesentlich, denn 
man sieht leicht, daB es nichtkonvexe Kérper mit langen stachelartigen 
Auswiichsen gibt, fiir welche diese Raumerfiillung beliebig diinn wird. 
Wir miissen also als Lésung einen Kérper erwarten, der ganz an der 
Grenze der Konvexitat liegt, d.h. wir miissen erwarten, daB die Lésung 
durch ein Tetraeder, bzw. bei zwei Dimensionen durch ein Dreieck gegeben 
wird'’). Eine ahnliche Betrachtungsweise wirft Licht auf ein anderes in 
der jiingsten Zeit mehrfach behandeltes Problem: Man sucht eine konvexe 
ebene Figur von méglichst kleinem Flacheninhalt, in der man eine Strecke 
von der Linge 7 noch umwenden kann. Die Lésung ist das gleichseitige 
Dreieck; und das wird uns nicht wundern, wenn wir erkennen, daB ohne 
die Konvexitatsbedingung die Lésung jedenfalls nicht von einer konvexen 
Kurve gegeben werden kann. 


SchlieBlich sei noch darauf hingewiesen, daB auch manche viel be- 
trachtete Fragen der Funktionentheorie hierher gehéren. Ich erinnere an 
die Verzerrungssitze, welche dariiber Aussagen machen, wann eine be- 
stimmt normierte Funktion, welche den Einheitskreis auf ein schlichtes 
Gebiet oder eine Halbebene oder dergl. abbildet, auf konzentrischen Kreisen 
extreme Werte oder auch extreme Werte der Ableitungen annimmt. LaBt 


17) In dem Buch von W. Blaschke: Vorlesungen iiber Differentialgeometrie, 2, 
Berlin (Julius Springer 1924), 8. 65, ist unter der Uberschrift ,Eine Vermutung von 
R. Courant“ eine unzutreffende Angabe iiber die Lésung dieses Problems enthalten. 

47* 








732 R. Courant. 


man die durch die Forderung der Schlichtheit oder durch ahnliche Forde- 
rungen ausgedriickte Ungleichheitsbedingung fort, so erkennt man leicht, 
daB solche Extreme nicht existieren, da® vielmehr die fraglichen GréSen 
beliebig groB oder beliebig klein gemacht werden kénnen. Die Ungleich- 
heiten sind also wesentlich, und damit ist es verstindlich gemacht, daB 
die Lésungen immer von solchen Funktionen gegeben werden, bei welchen 
die Bedingungen gerade eben noch erfiillt sind. (Abbildung auf Schlitz- 
bereiche. ) 

8. Uber die Lésbarkeit von Variationsproblemen. Auch unsere vorher 
betrachteten Variationsprobleme enthalten simtlich, gewissermaBen ver- 
steckt, solche Ungleichheitsbedingungen. Denken wir uns einmal die 
Lésungen durch Kurven oder Flichen reprisentiert, so haben wir immer 
verlangt, daB diese Kurven usw. vollstindig iiber dem Gebiete G liegen 
und sich dort durch eine eindeutig definierte Funktion gp darstellen lassen. 
Die Bedingung, daB die Projektion der Kurve oder Flache auf die Koordi- 
natenachse oder Koordinatenebene der unabhangigen Veranderlichen nirgends 
iiber das Gebiet G@ herausreicht, stellt aber, sobald wir das Problem durch 
Einfiihrung einer Parameterdarstellung nach Weierstra8 der geometrischen 
Bedeutung anpassen, Ungleichheitsforderungen dar. Sobald diese Forderungen 
in unserer Terminologie wesentlich sind, wird sich das bei der Lésung des 
urspringlichen Problems so ausprigen miissen, daB die diese Lésung 
reprisentierende Kurve oder Flache nicht nur aus einem iiber G liegenden 
Extremalenbogen, sondern auSerdem noch aus Teilen der auf der x-Achse 
bzw. der zy-Ebene in den Randpunkten von @ senkrecht errichteten 
Geraden bzw. des betreffenden Zylinders usw. besteht. Hier haben wir 
eine zweite wesentliche Erweiterung des Begriffes Lésung, die wir im Sinne 
des Hilbertschen Postulates vornehmen miissen”*). 

Ein einfaches Beispiel liefert uns ein Typus von Problemen, auf welche 
Carathéodory kiirzlich mit etwas anderer Tendenz hingewiesen hat. Es 
sei das Integral 


fet Vity*ae 
Zo 


zum Minimum zu machen. Hier kann man die Eulersche Gleichung sofort 
in der Form 

cos (y + b) = e*-* (a, 6 Integrationskonstanten ) 
bzw. im Grenzfall a = — oo in der Form 


y = konst. 





18) Auf die ebenfalls leicht zu diskutierende Méglichkeit, daB die iiber G liegende 
Extremale sich nicht durch eine eindeutige Funktion reprisentieren l48t, wollen wir 
nicht naher eingehen. 
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integrieren und erkennt, daB alle Extremalen — abgesehen von diesen 
Grenzgeraden — die Gestalt von Schleifen haben, welche zwischen zwei 
Parallelen zur z-Achse mit einem festen gegenseitigen Abstand 2 liegen, 
diese als Asymptoten besitzen und sich nach positiven groBen x-Werten 
éffnen. Wenn zwei Punkte durch einen in der Form y = y(z) eindeutig 
darstellbaren Extremalenbogen verbunden sind, so haben wir sicherlich 
ein Minimum vor uns, da alle klassischen Kriterien erfiillt sind. Aber man 
kann offenbar Punkte, die zu steil iibereinander liegen, niemals durch einen 
solchen Extremalenbogen verbinden, der ganz dem betreffenden Intervalle 
der x-Koordinate angehért. Liegen die y-Koordinaten der beiden Punkte 
um mehr als 2 auseinander, so kann es iiberhanpt keine verbindende 
Extremale geben. Und trotzdem gibt es, wie es verniinftigerweise auch nicht 
anders sein kann, eine Kurve, welche das Integral zu Minimum macht, 
wenn man nur zulaBt, daB diese Kurve auBer aus einem Extremalenbogen 
noch aus einem Stiick der Geraden z=, besteht, und wenn man auch 
die Parallelen zur z-Achse als Extremalen mitzahlt. 


Beilaufig bemerkt, hat auch das der Parameterdarstellung entsprechende 
geometrische Problem, zwei Punkte durch eine kiirzeste Linie zu verbinden, 
wobei die Lange durch unser obiges Integral gemessen wird, immer eine Lé- 
sung, wenn man nur im Falle, da8 keine eigentliche verbindende Extremale 
existiert, die beiden von den Punkten nach links ins Unendliche gehenden 
Parallelen zur z-Achse zusammen als diese Lésung ansieht, was vollig 
naturgemaB ist. Es ist gewissermaBen so, als ob man bei dem Bestreben, 
die beiden Punkte durch eine méglichst kurze Linie zu verbinden, von 
dem Exponentialfaktor veranlaBt ist, auf raschestem Wege solche Gebiete 
aufzusuchen, wo der Integrand auBerordentlich klein wird. 


Ein anderes Beispiel fiir die Notwendigkeit der oben formulierten 
Erweiterung des Liésungsbegriffes gibt die Theorie der Minimalflachen. Hier 
braucht es bekanntlich keinesweges zu jeder geschlossenen Raumkurve, 
deren Projektion auf die xy-Ebene ein Gebiet G begrenzt, eine durch sie 
gehende Flache kleinsten Inhaltes zu geben, die sich iiber @ ausbreitet 
und dort durch eine eindeutige Funktion z=—g(z,y) definiert ist. 
Sobald man jedoch Teile des projizierenden Zylinders als zulassige Be- 
standteile der Lésung ansieht. ist, wie mir scheint, das Problem immer 
lésbar **), 


*) In der hier gegebenen Beleuchtung finden auch alle die Fille ihre Aufklarung, 
in denen die Lésungskurve im Innern des Intervalls senkrechte Strecken aufweist, wo 
die Lésungsfunktion des unhomogen geschriebenen Problems also unstetig werden 
kann. Vgl. hierzu die etwas umstindlichen Ausfiihrungen von A. Razmadzé, Sur les 
solutions discontinues dans le calcul des variations, Math. Annalen 94 (1925), 8. 1. 
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Die hier geschilderten Méglichkeiten sind auch insofern bemerkens- 
wert, als sie ein vom ,Normalfall“ abweichendes Verhalten zeigen, wenn 
man versucht, das Problem mit festem Rand durch Grenziibergang aus 
einem mit freiem Rand zu gewinnen wie in Nr. 4. An dem oben an- 
gegebenen Beispiel laBt sich dieser interessante Grenziibergang explizite 
verfolgen. 

Sind die angegebenen Erweiterungen des Begriffes ,,Lésung“ nicht 
nur notwendig, sondern auch hinreichend fiir die Lésbarkeit unserer 
Variationsprobleme? Ich glaube, daB, sobald noch gewisse Regularitits- 
voraussetzungen fiir die Integrale erfiillt sind, diese Grundfrage zu bejahen 
ist, sich aber kaum so leicht wird vollstaindig entscheiden lassen. 

9. Numerische Anwendungen und Fehlerabschdtzungen. Indem ich 
zum Schlu8 von der allgemeinen Frage nach der Existenz der Lésung zu 
der Frage der wirklichen numerischen Berechnung der Lésung zuriickkomme, 
brauchte ich nur daran zu erinnern, wie das in Nr. 3 geschilderte Verfahren 
von W. Ritz im Prinzip diese Frage beantwortet. Dariiber hinaus ist allge- 
mein bekannt, in wie erfolgreicher Weise Ritz tatsichlich dies Verfahren 
zur numerischen Behandlung spezieller Probleme angewandt hat. Aber 
das Ritzsche Verfahren hat doch gewisse schwerwiegende Mingel, welche 
such bei spateren numerischen Versuchen vielfach hervorgetreten sind. Ein- 
mal wird durch die Einfiihrung von Koordinatenfunktionen von vornherein 
ein kiinstliches Element in die Rechnung hineingebracht und tatsichlich 
hangt der numerische Erfolg ganz wesentlich davon ab, ob die Wahl dieser 
Funktionen mehr oder weniger geschickt getroffen ist. Ferner erfordert 
die Bestimmung der Naherungslésungen die Auflésung eines Systems linearer 
oder nichtlinearer Gleichungen, eine numerisch haufig zum mindesten sehr 
unbequeme Aufgabe. Weiter verlangt jede Steigerung der Genauigkeit 
eine Wiederholung der Rechnung von Anfang an und endlich liefert das 
Verfahren unmittelbar keine Méglichkeit einer Fehlerabschitzung. Alle 
diese Ubelsténde kann man nun vermeiden, indem man einen Gedanken 
verfolgt, welcher schon vor laingerer Zeit von Hadamard in anderem Zu- 
sammenhang benutzt wurde und neuerdings selbsténdig von H. Lewy in 
anderer Wendung gefunden worden ist. Dieser Gedanke besteht darin, dab 
man ausgehend von irgendeiner als bekannt angenommenen oder willkiir- 
lich gewahlten Naherungsfunktion » den zum Minimum zu machenden 
Integralausdruck D[{q] durch Anbringen einer Korrektion méglichst inten- 
siv herabzudriicken sucht. Diese Korrektion ergibt sich dann infinitesimal 
als proportional zu dem Eulerschen Differentialausdruck des Integrals D[¢] 
und kann darum jeweils explizite durch die bekannte Funktion p darge- 
stellt werden. Dabei ist ein wesentlicher Unterschied gegen das Ritzsche 
Verfahren der, da8 die Korrektion sich fiir jede Stelle besonders ergibt, 
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wahrend beim Ritzschen Verfahren der Einflu8 jeder weiteren Korrektion 
sich auf den Gesamtverlauf der Funktion erstreckt. Im iibrigen sei hin- 
sichtlich der Ausfiihrung dieses Gedankens auf die oben zitierten Arbeiten 
Nr. 8, 9 verwiesen. 





Unser Gedankenkreis 6ffnet uns auch einen Weg zur Behandlung 
einer weiteren Frage, deren positive Beantwortung ein wichtiger Schritt 
zur Vertiefung jeder Theorie ist, nimlich zu der Frage: Geben uns die 
direkten Methoden auch ein Mittel, bei unseren unendlichen Prozessen 
Abschitzungen dafiir zu finden, wie nahe wir uns an der wirklichen 
Lésung befinden? Diese Frage scheint fiir weitgehende Typen von Pro- 
blemen auf folgende Art angreifbar zu sein. Man suche zunachst eine 
Abschiatzung dafiir, wie nahe D[qg,] an der unteren Grenze d liegt, 
und suche dann aus dieser Approximation zuriickzuschlieBen auf die 
Anniherung von u durch g,. Beide Schritte scheinen prinzipiell aus- 
fiihrbar, wenn man bedenkt, daB u als Lésung der Eulerschen Diffe- 
rentialgleichung stark eingeschrinkt ist und daB sich eine Theorie der 
Approximation solcher Funktionen durch lineare Kombinationen auf- 
stellen lassen mu. Begniigt man sich mit dem Fall linearer Diffe- 
rentialgleichungen, bei denen man den Minimumwert des zugehérigen 
Variationsproblems kennt, so vereinfachen sich diese Untersuchungen 
auBerordentlich und fiihren leicht zum Ziel. 


Wenn wir z. B. die Randwertaufgabe der Potentialtheorie lésen, 
indem wir das Integral ff 4q%dxdy zum Minimum machen, so wissen 
a 


wir, daB der Wert des Minimums Null ist und kénnen sehr leicht 
die Ungleichung (g — u)* <cJff(4e)*dxdy finden, die fiir alle Punkte 
@ 


eines im Innern von @ liegenden Teilgebietes G* gilt, von dem allein 
die Konstante c abhingt. Sie bildet eine Abschatzung fiir die Ge- 
nauigkeit, mit der die Funktion pm die gesuchte Lésung wu darstellt. 
Die Verallgemeinerung dieses Gedankens auf andere Probleme liegt 
sehr nahe. 


10. SchluSbemerkungen. Wir haben mit den vorangehenden Ent- 
wicklungen noch keineswegs den ganzen Kreis von Untersuchungen be- 
rihrt, den unser Thema umfaBt. Ich nenne nur eine solche Frage: Wie 
hangen die Lésungen des Problems von seinen Daten ab? In welchem 
Sinne geniigt insbesondere diese Abhangigkeit der Stetigkeitsforderung, die 
man an ein sinnvolles Problem der Analysis stellen muB? 

Probleme ganz neuer Art treten auf, wenn man mehrere Funktionen 
der unabhangigen Variablen in Betracht zieht oder an allgemeinere funk- 
tionale Abhangigkeiten denkt, als sie durch Summen von Integralen ge- 
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geben werden*®), oder wenn man achlieBlich die Voraussetzung des defi- 
niten Charakters unserer Probleme abzustreifen sucht. 

Aber schon die Fragen, die wir oben ausfiihrlich besprochen haben, 
zeigen uns aufs Eindringlichste, daB in den direkten Methoden der Ana- 
lysis starke Triebkrifte ruhen, deren Entfaltung ihnen eine beherrschende 
Stellung in der Analysis sichern wird. 





%) Vgl. hierzu die oben zitierte Arbeit Nr. 1, 3 und G. Fubini, Alcuni nuovi 
problemi di calcolo delle variazioni con applicazioni alla teoria delle equazioni integro- 
differentiali. Annali di matematica (3) 30 (1913). 


(Eingegangen am 28. 10. 1926.) 








Die Vollstindigkeit der primitiven Darstellungen einer 
geschlossenen kontinuierlichen Gruppe. 


Von 


F. Peter in Karlsruhe und H. Wey]! in Ziirich. 


§1. 
Grundlagen. Die Orthogonalitatsrelationen. 


1. Gruppe. Volummessung in der Gruppenmannigfaltigkeit. Es 
handelt sich im folgenden um die Darstellungen einer geschlossenen kon- 
tinuterlichen Gruppe durch homogene lineare Transformationen oder 
Matrizes. Innerhalb der gegebenen Gruppe % bedeute o das Einheits- 
element. Um der Méglichkeit einer invarianten Volummessung willer 
werde vorausgesetzt, da8 Lies infinitesimale Begrifisbildungen sf die 
Gruppe & anwendbar sind. Es sollen also die zu o unendlic benach- 
barten, die infinitesimalen Elemente von @, eine lineare, etwa r-para- 
metrige Scnar bilden. Zu einem Element a von & gehért die durch die 
Formel s’ = sa definierte Abbildung s — s’ von & auf sich selbst. Bezeichnen 
wir sie als (rechtsseitige) Translation, so ist das VolummaS auf & 
durch die Forderung bestimmt, daB das Volumen den Translationen gegen- 
iiber invariant sein soll. Sind s, s’ zwei unendlich benachbarte Elemente 
(oder ,,Punkte“) auf G, so verstehen wir unter dem von s nach 3’ 
fiihrenden Vektor das inf. Element s’s~1, bzw. dessen Komponenten relativ 
zu einer fest gewahiten Basis der inf. Gruppe. Als Volumen eines parallel- 
epipedischen Volumelementes, das von ¢ aus durch r inf. Vektoren auf- 
gespannt wird, ist der absolute Betrag der Determinante aus den Kom- 
ponenten dieser Vektoren anzusetzen. Das Volumen eines solchen, an der 
Stelle s befindlichen Volumelementes werde bei Integrationen, die sich 
iiber das ganze geschlossene Gebilde G erstrecken, mit ds bezeichnet. Es 
ist wichtig, da8 de auch gegeniiber den folgenden Transformationen s — 8 
invariant ist: 

1) s’= ase (linksseitige Translation), 2) s’ = s~-' (Inversion). 
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Um dies einzusehen, mu8 man zeigen, da8 aus r inf. Elementen ds 
durch die homogene hneare Transformation 
(1) és’ =a-ds-a-' 
r Vektoren ds’ entstehen, deren Determinante absolut mit der Determi- 
nante der ds iibereinstimmt; oder daB jene Transformation A, welche in 
der adjungierten Gruppe dem Element a von © korrespondiert, eine De- 
terminante D vom absoluten Betrag 1 besitzt. Wegen der Geschlossenheit 
der adjungierten Gruppe miissen aber die Determinanten D” der aus A 
durch Iteration entstehenden Transformationen A” fiir » —+ co einen end- 
lichen, von 0 verschiedenen Verdichtungswert besitzen; und darum ist in 
der Tat |D|=1. 

2. Darstellung. Eine Darstellung n-ter Ordnung liegt vor, wenn in 
stetiger Weise jedem Element s der Gruppe eine quadratische Matrix E(s) 
von n Zeilen und Kolonnen zugeordnet ist, derart, daB allgemein 


(2) E(st) = E(s) E(t) 

gilt. Durch Einfiihrung eines anderen Koordinatensystems im Darstellungs- 
raum kann die Darstellung E(s) durch die ,iquivalente* AE(s)A™’ 
ersetzt werden (A eine beliebige konstante Matrix mit einer von 0 ver- 
schiedenen Determinante.) H(o)=—C geniigt den Gleichungen 


C-C=C; C-E(s)=E(s)-C=—E(s). 


Aus der ersten folgt, daB bei geeigneter Wahl des Koordinatensystems 
C die Gestalt hat 
(00 
wo 1, die m-gliedrige Einheitsmatrix bezeichnet (m<n). Die beiden 
anderen Gleichungen lehren dann, daB #(s) nur in dem Teilquadrat von 0 
verschiedene Komponenten aufweist, das in C von der Einheitsmatrix 1, 
ausgefiillt ist. Man kann sich also auf diejenigen Darstellungen beschranken, 
fiir welche H(o) die Einheitsmatrix ist; die anderen sind solchen Aqui- 
valent, die daraus durch Hinzufiigung eines Randes von Nullen entstehen. 
Insbesondere ist in einer trreduziblen oder primitiven Darstellung E(o) 
notwendig gleich der Einheitsmatrix. (Reduzibel hei®t die Darstellung 
bekanntlich, wenn man im n-dimensionalen Vektorraum einen linearen 
Unterraum von weniger Dimensionen ausfindig machen kann, der durch 
alle Transformationen Z(s) in sich iibergeht.) 

3. Charakteristik. Die Spur z(s) von E(s) hei®t die Charakteristik. 
Za dquivalenten Darstellungen gehért dieselbe Charakteristik. z(s) ist 
eine Klassenfunktion, d. h. es ist ’ 
u(asa*)=7(s) oder (st) =z(ts) 


C= 





~ 4 


| > 
| 
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fiir irgend zwei Elemente a und s oder s und ¢ der Gruppe G. Denn 
die Spuren von 


E(st)=EH(s)E(t) und E(ts)= E(t) E(s) 

stimmen iiberein, weil allgemein die Spur des Produktes zweier Matrizen 
von der Reihenfolge der Faktoren unabbangig ist. 

4. Die Orthogonalitatsrelationen. Jede Darstellung (fiir welche E (0) 
die Einheitsmatrix ist) ist einer solchen dquivalent, deren Matrizen E(s) 
unitar sind. — Der Querstrich diene zur Bezeichnung des Konjugiert- 
komplexen, der Stern deute den Ubergang zur transponierten Matrix an. 
Man iibe auf die Hermitesche Einheitsform 


(3) 2,2, + 2%, +...+ 2,2, 

die Transformation H(s) = ||e,;,(s)|| aus und integriere unter Verwendung 
des invarianten Volumelements die so entstehende, von s abhangige Form 
iiber die ganze Gruppe G. Man erhilt eine positiv-definite Hermitesche 
Form H, weiche curch jede der Transformationen H(s) in sich iibergeht. 
Bringt man durch eine Koordinatentransformation H auf die Gestalt (3), 
so sind die H(s) in der Tat unitér. Die Form H ist 


(4) -{5 | ea(s) alas, 
ihre Koeffizientenmatrix 
(5) = [ B*(t) E(t) at. 


Die Formel (4) zeigt, daS H in der Tat positiv-definit ist, wenn E(o) 
die Einheitsmatrix ist, aus (5) ergibt sich die behauptete Invarianz durch 
folgende Rechnung: 


E*(s)HE (s) = { B*(ts) E(ts)dt— { B*(t) E(t) dt =H. 


Nachdem H zur Einheitsmatrix gemacht ist, haben wir also 


E*(s) E(s) =, 
eder. da 


E(s)E(s"')=E(c)=1, E(s™')=E™‘(s) 
E(s-')= E*(s). 
Fiir die Charakteristik folgt daraus 
z(s-*) =7(8). 


Auf ahnliche Weise zeigte I. Schur, da8 fiir zwei nicht-aquivalente 
irreduzible Darstellungen 


E(s)=|le,(8)||, 2'(s)=|le..(s)l 


ist, 
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die Relationen gelten*): 
(6) f cin(#) e2,(8-’) ds=0. 


Fiir die einzelne irreduzible Darstellung aber ergeben sich aus der Tat- 
sache, da8 jede konstante, mit allen Z(s) vertauschbare Matrix ein Mul- 
tiplum der Einheitsmatrix sein muB8, die Beziehungen 


Je eS 
ren 5 fir i=—1, k=x; 


(7) f cin (#) enu(s 
0 in allen andern Fallen. 


V=Jfds bedeutet das Gesamtvolumen von G. Nehmen wir die dar- 
stellenden Matrizen, wie das erlaubt ist, als unitaér an, so sind die linken 
Seiten der Gleichungen (6), (7) bzw. 


= fen(s)é.(s)ds und =f eg(s)%,.(8)ds. 

Die Komponenten der verschiedenen indquivalenten irreduziblen Dar- 
stellungen E(s) bilden also ein unitdr-orthogonales Funktionensystem auf 
der Mannigfaltigket G. Es folgt daraus, daB sie samt und sonders von- 
einander linear unabhingig sind*). Hs soll im folgenden die Vollstandig- 
keit dieses Orthogonalsystems bewiesen werden. Fiir die primitiven Cha- 
rakteristiken ergeben sich aus den oben erwahnten Orthogonalitatsrelationen 
die Gleichungen 


(8) Sx(s)z'(s)de=0, Sx(s)z(s)de—V. 

Die erste gilt, wenn die Charakteristiken 7, 7’ zu inéquivalenten irredu- 
ziblen Darstellungen gehéren; es geht daraus hervor, daB solche Charak- 
teristiken notwendig voneinander verschieden sind. 

Zum Vergleich mit dem Folgenden ist es niitzlich, den Beweis dafiir, 
daB jede mit allen H(s) vertauschbare Matrix A Multiplum der Einheits- 
matrix ist, unter Benutzung des Umstandes, daB H(s) unitar ist, etwas 
anders zu fiihren, als dies durch Herrn I. Schur geschah. Wir wollen 
zeigen, wie wir mittels einer mit allen H(s) vertauschbaren Matrix A, 
die nicht Multiplum von 1 ist, den Zerfall der Darstellung in gesonderte 
Bestandteile herbeifiihren kénnen. Aus 


E(s)A=AE(s) oder E(s)AE*(s)=—A 


1) Sitzungsber. Berl. Akad. 1905, S. 406; 1924, S. 199. Vgl. auch Weyl, Dar- 
stellung kontinuierlicher halb-einfacher Gruppen I, II, III, Math. Zeitechr. 28, S. 271; 
24, 8. 328, 377, 789 (1925, im folgenden zitiert ale W. I, II, III): I, 8. 296. 

*) Fir ganz beliebige Gruppen wurde diese Unabhingigkeit bewiesen von 
G. Frobenius und I. Schur, Sitzungsber. Berl. Akad. 1906, 8.215, nach einer Methode, 
die Burnside fiir die Komponenten einer einzigen irreduziblen Darstellung zum gleichen 
Ziel gefihrt hatte. 
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folgt die gleiche Beziehung fiir A* an Stelle von A. Mit A wird wenigstens 
eine der beiden Hermiteschen Matrizen 

* A-A* 
aus denen sich A linear zusammensetzt, die Eigenschaft teilen, nicht 
Multiplum von 1 zu sein. Bezeichnen wir diese gegeniiber allen H(s) in- 
variante Hermitesche Form jetzt mit A, so kann A durch eine unitare 
Transformation des Koordinatensystems auf die Gestalt gebracht werden: 


A= 4,2, 2, +4,2,7,+...+4,2,%,, 
wobei unméglich alle Koeffizienten «, einander gleich sein kénnen. Die 
mit A vertauschbaren Matrizen H(s) zerfallen dann ebenso in Teil- 
quadrate lings der Hauptdiagonale, wie sich die GréBen a, (bei geeigneter 
Anordnung) in Abschnitte untereinander gleicher teilen. 


§ 2. 
Besselsche Ungleichung. Ansatz des Problems. 
Zu jeder stetigen Funktion x(s) auf der Mannigfaltigkeit © kénnen 


wir die Matrix und die Zahl bilden, welche fiir unser Orthogonalsystem 
die Rolle der Fourierkoeffizienten spielen: 


A(x) = f x(s)E*(s-*)ds = f x(s) E(s)ds, 
bzw. deren Spur 


a (a) = Sp(A(x)) = f x(s)z(s-)ds = f 2(s)7(s)de. 

Zufolge der aufgestellten Orthogonalitatsrelationen gelten dann, wenn «,, (x) 
die Komponenten der Matrix A(x) sind, die Besselschen Ungleichungen 
(8) mX |e, (2)|? +... SVS |2(s)|*ds, 
(9) ju(x)|*+...< Vf |x(s)|*ds 
In der Summe links deutet +... eine Anzahl analoger Glieder an, die 
von lauter inaquivalenten irreduziblen Darstellungen herrihren. Die Be- 
hauptung der Vollstindigkeit meint, da8, wenn links so die samtlichen 
irreduziblen Darstellungen aufgenommen werden, in der ersten Relation 
immer, in der zweiten dann das Gleichheitszeichen gilt, wenn 2(s) eine 
Klassenfunktion ist. 

Jede Funktion x(s) auf der Gruppenmannigfaltigkeit betrachten wir 


als eine ,,Gruppenzahl“. Die Addition hat den gewdhnlichen Sinn, die 
Multiplikation aber ist erklart durch 


zy(s) =f 2x(sr-)y(r)dr. 
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In mehr symmetrischer Weise kann man dafiir schreiben 


ay(st-!)= f x(sr-')y(rt—)dr. 
Man braucht, um das zu rechtfertigen, in dem letzten Integral nur rt-* 
durch r zu ersetzen. Aus dem Bereich der Kerne von der Form 
k(s,t)=2(st-') kommt man also nicht heraus durch die Operationen 
der Addition und der Zusammensetzung. Die Spur dieses Kernes, welche 
wir auch die Spur der Gruppenzahl z nennen, ist 


S(z)=V-z(o); 


demnach 
S(xy)=V-fx(s-')y(s)ds =V-f x(s)y(s-')ds = S(yz). 
Als (Hermitesche) Konjugierte der Gruppenzahl 2z(s) gilt 
(8) = Z(s-*); 
das stimmt fiir den zugehérigen Kern k(s,¢) mit der bekannten Definition 
k(s,t) = K(t, s) 


iiberein. Eine Gruppenzah] z bzw. ein Kern ist Hermitisch, wenn x = Z | 
gilt. Das Produkt zz ist stets Hermitisch. 
Es ist 





A(z) = [ Z(s-') E(s)ds = f Z(s) E(s-*)ds 
die konjugiert-transponierte Matrix zu 


f x(s)B*(s-1)ds = A(z), 
daher zugleich 
a(z)=&@(z). 


Wir kénnen danach die Besselschen Ungleichungen auch in der Form 
schreiben : 


(8") nSp(A(x)A(Z))+...< 8(2Z); 
(9") a(x)a(%)+...< 8(xz). 
Der Darstellungseigenschaft (2) entspricht die Multiplikationsregel 
A(zy) =A(z)A(y). 
Denn das Produkt rechts ist 


= ff x(s)y(t) E( — 
Ersetzt man hierin s bei festem ¢ durch st~’, so erhalt man 
Sf x(st—) y(t) E(s)dedt, 


und dies liefert durch Vertauschung der Reihenfolge der Integration A(2y). 
Ferner bestehen die wichtigen Gleichungen 
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(10) E(s)A* (x) = f x(t) B(st~*)dt = f x(ts) E(t~')dt, 

(11) A*(x)E(s)= f x(t) E(t~*s)dt = f x(st) B(t™*)dt. 

Wenn z eine Klassenfunktion ist, wird A*(z) daher mit allen E(s) ver- 
tauschbar und folglich Multiplum der n-zeiligen Einheitsmatrix sein: 


A(x) = *{).1. 


Dadurch geht die zu (9’) gehérige spezielle Vollstandigkeitsrelation, welche 
sich auf Klassenfunktionen bezieht, aus der allgemeinen zu (8') gehérigen 
hervor. 

Die Vollstandigkettsrelation gewinnen wir aus der Theorie der Higen- 
werte und Eigenfunktionen von Kernen der besonderen Gestalt x(st~*). 
Ist 22 =z der durch Zusammensetzung mit dem konjugierten entstehende 
Hermitesche Kern, so lehrt die Gleichung (11), daB 


(12) J 2(st-*) B(t)dt =0* E(s) 
ist, wo 
rT = A(z) =A(zx)A* (x) 


eine Hermitesche Matrix ist; die zugehérige Hermitesche Form ist keiner 
negativen Werte fahig. Durch eine geeignete unitar-orthogonale Nor- 
mierung der Darstellung H(s) (,,Orientierung“) kénnen wir erreichen, 
daB [ eine Diagonalmatrix wird, deren (reelle, nicht negative) Glieder 
mit y,, %.5--+) ¥, bezeichnet seien. Wir erkennen dann aus (12), dab 
€;1 (8), Ca (8)s - ++» Cn (8) 

zum Eigenwert y; gehérige Eigenfunktionen des Kernes z(st~*) sind. Die 
Theorie der Integralgleichungen wird uns also, wenn sie auf diesen Kern 
angewendet wird, diejenigen irreduziblen Darstellungen der Gruppe liefern, 
fiir welche der Fourierkoeffizient A(x) nicht verschwindet; und diese 
iibrigens in einer gewissen, von x abhangigen Orientierung. Die behauptete 
Vollstandigkeitsrelation aber ist mit dem bekannten Satze aus der Theorie 
der Integralgleichungen identisch, daB die Spur des Kernes z= xz gleich 
der Summe seiner Eigenwerte ist. Wir werden so durch konstruktive 
Erzeugung der irreduziblen Darstellungen von neuem alle in §1 be- 
sprochenen Resultate ableiten, dariiber hinaus aber die Vollstandigkeit 
gewinnen*). Ari dem einfachsten Fall der kommutativen einparametrigen 
Gruppe der Drehungen eines Kreises in sich wurde die Methode bereits 
in den Berl. Sitzungsberichten 1926, 8S. 211 geschildert. Sie fiihrt zur 
bekannten Parsevalschen Gleichung ir der Theorie der Fourierreihen und 


5) Das Programm des Beweises samt dem Resultat wurde schon ausgesprochen 
in W. III, 8. 390. 








744 F. Peter und H. Weyl. 


1aBt sich, wie dort und Math. Annalen 97, S. 338 ff. gezeigt wurde, auch 
sehr schén zur Gewinnung der allgemeineren Bohrschen Vollstandigkeits- 
relation im Gebiete der fastperiodischen Funktionen verwerten. 


§ 3. 
Konstruktion der héchsten zu einer Gruppenzahl gehérigen Darstellung. 


Als Methode zur Konstruktion der Eigenwerte und Eigenfunktionen 
benutzen wir — mit geringen Modifikationen, die schon in der eben 
zitierten Annalenarbeit angegeben wurden — die von Herrn E. Schmidt in 
seiner Dissertation 1905 entwickelte. Die Hauptsache ist, zu der nicht 
identisch verschwindenden Funktion z(s) auf der Gruppenmannigfaltigkeit 
eine Darstellung Z(s) zu konstruieren, fiir welche A(z) +0 ist. Da jede 
Darstellung einer geschlossenen Gruppe vollstandig reduzibel ist, kann 
man sich daraus dann auch eine irreduzible Darstellung mit der gleichen 
Eigenschaft herstellen. 

Wir iterieren den Hermiteschen Kern z=2Z: 2z, 2%, z*,.... Die 
Spuren o, (y= 1, 2, 3,...) der Iterierten sind positive Zahlen, und die 
Quotienten o,/o,_, = y, streben wachsend einem positiven Grenzwert y zu, 


wahrend #"(s) gleichmaBig auf der Gruppenmannigfaltigkeit gegen einen 
? 
Limes e(s) konvergiert. Die Gruppenzahl e(s) ist Hermitisch, ihre Spur 


=]1. y» ist der gréBte Eigenwert von z(st~*), e(st~*) der zu diesem 
Eigenwert gehérige Teil des Kernes z(st~*). Es gelten die Relationen 


ze=ez= ye, ee=e. 
Wegen der letzten Gleichung zerfallt e(st-*) in der folgenden Weise: 


(13)  e(at-*) = p, (8) G, (t) + Hg (8) Gy(t) +--- + 9n(8)F, (#), 
wo die g,(s8) ein unitér-orthogonales System bilden: 
= 1 (¢=k) 
J v(8)%,(s)ds =6,= 0 (i +k), 
das System der linear unabhangigen zu y gehérigen Eigenfunktionen von z. 
Die Spar des Kernes e(st~*) erweist sich damit als eine ganze Zahl n. 
Da bei festem ¢ mit ;(s) auch o,(st~*) eine zu y gehdrige Eigen- 
funktion des Kernes z ist, miissen Gleichungen gelten: 


(14) p,(8t-*) = Den (t)% (2): 
Man erhalt sie aus : 
y;(8) = f e(sr-*) g(r) dr, 














Vollstandigkeit der Darstellungen kontinuierlicher Gruppen. 745 
wenn man darin s durch st~' ersetzt und den Ausdruck 


n 
e(st-tr-*) — 3 9 (0) Fe (rt) 

benutzt: 

Ba(t) = f p(r)#, (rt) ar. 
Die Funktionen ¢,(s) erfahren also bei der Transformation s —> s’ = st~* 
des Arguments untereinander die lineare Substitution 

E(t) = ||, (#)||. 

Daraus ergibt sich sogleich 

E (t')E(t)= E(#’t), 


d.h. E(s) ist eine Darstellung der Gruppe von der Ordnung n. E(o) 
ist die Einheitsmatrix. Da die ,(s) ein unitér-orthogonales Funktionen- 
system bilden und diese Eigenschaft offenbar nicht bei der Ersetzung des 
Arguments s durch st~* einbiiBen, ist die lineare Transformation unitar: 


E*(t) = E(t-*), @,,(#) = e,,(#). 


Man hat sich endlich noch davon zu iiberzeugen, da® fiir diese Dar- 
stellung die Matrix 


A(z) =T =|7,| +0 


ist. Das gelingt wohl am raschesten folgendermaBen. Nach (14) gilt die 
Gleichung 


f o(at-*)2(t)dt = Sr vu(s), 


also 
J o(t)2(t-*)dt = Sr. 94(°)- 
AuBerdem ist 
fz(st-*)e(t) dt =ye(s), 
mithin : 


ye(o) =? =f 2(t2)e(t)dt = 3794 (0){ 2(t-*) (1) at 


=D) 1 F; (0) p, (9). 
4k 


Die Hermitesche Form mit den Koeffizienten y,, nimmt fiir die Argu- 
mente §,(0) den von 0 verschiedenen Wert 7 an, kann daher nicht 
identisch verschwinden. 


Mathematische Annalen. 97. 48 
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§ 4. 
Zerfallung der gewonnenen Darstellung. 

Es wird zunichst gut sein, das Verhiltnis der gewonnenen Dar- 
stellung H(s) zu den Eigenfunktionen ¢,(s) genauer aufzukliren. Ferner 
soll die Zerfallung von H(s) in irreduzible Bestandteile konstruktiv in 
méglichst einfacher Weise durchgefiihrt werden. Endlich gilt es, durch 
Wiederholung des eingeschiagenen Verfahrens alle zum Kern z(st~*) 
gehérigen Darstellungen zu ermitteln und so den Beweis der Vollstandigkeit 
zu erbringen. 

Was den ersten Punkt betrifft, so liefert die Gleichung (11): 

zE(s)= f2(st-*) B(t)dt =C* E(s). 


Durch geeignete Orientierung ist zu erreichen, daB [ eine Diagonalmatrix 
mit den Gliedern y,,7,,-.-, 7, Witd, 7,;>0. 


€:1 (8), G98), «++» Gu (8) 
sind alsdann Eigenfunktionen des Kerns z(st~*), welche zu dem Eigen- 
wert y; gehéren. Ersetzt man in (14) ¢ durch ¢~’*, @,,(#-*) durch e, ;(t) 
und setzt =o, so sieht man, daB die zum Eigenwert y gehérige Eigen- 
funktion 
(15) Gi (#) = 2 es (#) (0) 


sich linear aus den Komponenten zusammensetzt, welche die i-te Spalte 
von E(t) bilden. y muB also unter den Zahlen y,, y,,..., y,, vorkommen. 
[p,(0)e,,(#) mu8 null sein fiir solche Indizes k, deren zugehériges y, + 
ist, und fiir alle ¢; nimmt mani =k und t=o, so schlieBt man daraus: 
9, (0) =0, wenn y, + y.] 

Um zweitens die Reduktion vorzunehmen, suchen wir alle ,charakte- 
ristischen Einheiten“ auf, das sind diejenigen Funktionen f(s), fiir welche 
eine Zerlegung gilt 


(16) f(9t-*) = Sdn (8) Fal?) 


mit konstanten Koeffizienten 4,,. Eine solche setzt sich nach der 
Gleichung (16) linear zusammen aus ¢, (#), (8), ..-, %,,(8). AuBerdem ist 


ef=fe=f. 
Es ist darum f(s) eine lineare Kombination von 
(17) 9, ¢(8), Py e(8), «++, 9, e(8)- 


Anderseits sind diese Produkte tatsichlich charakteristische Einheiten, 
weil g,(sr~*) sich linear aus den Funktionen y(s) und e(rt~*) aus den 
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Funktionen ¢(#) zusammensetzt. Wir priifen, ob die Funktionen (17) 
konstante Multipla von e(s) sind. Trifft dies zu, so ist, wie wir be- 
haupten, die Darstellung H(s) irreduzibel. Andernfalls liefert die Ta- 
belle (17) eine charakteristische Einheit f(s), die nicht Multiplum von e(s) 
ist. Da mit f(#) auch die konjugierte f(s) von der gleichen Natur ist: 


f(st~*) = Shi Pi(8) Fat)» 
besitzen wir in 
f+f oder a 
y-1 
eine charakteristische Einheit, welche nicht Multiplum von e(¢) und m- 
gleich Hermitisch ist. Wenn wir diese nunmehr mit f bezeichnen, gelten 
fiir die Koeffizienten der Entwicklung (16) die Beziehungen i,, = 4,,. 
Durch eine geeignete unitére Transformation des Systems der Eigen- 
funktionen g,(s) — nur bis auf eine solche ist es iiberhaupt deter- 
miniert — kénnen wir die Hermitesche Matrix der A,, in eine Diagonal- 
matrix verwandeln: 4,,=0 fiir ¢+k. Sind von den Zahlen i1,,= 4; 
etwa 4,,4,,...,4,= 4’, wahrend die iibrigen + 2’ sind, so kann man 
durch lineare Kombination von f und seinen Iterierten die charakte- 
ristische Einheit 
0 
e’(st-*) = 2 94 (8) F(t) 


aus f herauskristallisieren. Man braucht in der Tat, wenn 4’,4”,... dieh 
verschiedenen unter den n Zahlen 4; sind, ein Polynom der Variablen u 
vom Maximalgrad h — 1: 


Bo t+ Bye +---+8,-.4* 


nur so zu bestimmen, daB es =1 wird fiir «—i’, hingegen =O fir 
uw=A",...,4; dann ist die gewiinschte Einheit 


e’(s) = B,e(e) +B, f(8) + 8, ff(s) + e+ haf (8). 


Aus der Definition der Matrix H(t) geht hervor, daB sie in gleicher 
Weise in A lings der Hauptdiagonale sich aneinander reihende Quadrate 
zerfallt, wie die Reihe 4,,4,,...,4, sich in Gruppen untereinander 
gleicher Zahlen teilt. Dasselbe gilt fiir die Matrix [ —A(z). An jeder 
der gewonnenen Funktionen e’(s),e”(s),... kann man das gleiche Ver- 
fahren wiederholen, das eben auf e(s) angewendet wurde, und erhalt so 
schlieBlich nach héchstens n Schritten, die jedesmal das unitaér-ortho- 
gonale System der Eigenfunktionen g,(s) genauer normieren, dies System 
in Abschnitte eingeteilt: 
1s (8)> +++ Py(@)]- - ele + os 
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derart, da8 fiir den einzelnen Abschnitt die Summe 


Q 
e’(st-*)= Sy, (8)§,(t) 
i=1 
eine Funktion von st~* allein ist, eine bilineare Kombination 
g + 
D Ain 7; (8) , (#) 
é.k=1 


aber nur dann, wenn sie konstantes Multiplum von e’(st~*) ist. Ent- 
sprechend zerfallen die Matrizen H(t) und f. Durch eine letzte Nor- 
mierung kann [ auf die Gestalt einer Diagonalmatrix gebracht werden. 
Unter den zu einem Abschnitt gehérigen y,,..., 7, findet sich dann alle- 
mal nach der Gleichung (15) die Zahl y vertreten. Es bleibt noch der 
Beweis zu fiihren, daB die gewonnenen Teilmatrizen irreduzible Dar- 
stellungen unserer kontinuierlichen Gruppe liefern. 

Wir schreiben jetzt wieder, indem wir nur einen der eben kon- 
struierten Abschnitte beibehalten, n statt g. Man bilde die GréBe 


n 
So(sr-*)G, (tr-*)dr = p(st-*) = 3S A,, 9, (8), (t), 
P.@=1 


i,,= J 4,(r) r)e,,(r)dr. 


Gema8 der Voraussetzung mu8 die Matrix ||4,,|| ein Multiplum der Ein- 
heitsmatrix sein: 


S,(r) (rar = 0;, Sq: 


Setzt man p=g und summiert iiber den Index p, so erhilt man wegen 
der Orthogonalitatsrelationen 


> @;,(7)¢,, (1) = 46, 
P 


die Formel 
Vo;, = NOx, 
also 
= te Sanh p=4q 
(18) j tpl) teg(r) ar} " P= 4 
und sonst =O. 


Damit sind die Orthogonalititsbeziehungen (7) zwischen den Elementen 
der abgespaltenen Darstellung von neuem bewiesen. Ihnen zufolge sind 
die Komponenten e,,(s) voneinander linear unabhingig, und demnach ist 
die Darstellung irreduzibel. Bildet man mit irgendwelchen Konstanten 
@,,] =A die Funktion 

y(s)=F ; 7 ane €,(8), 
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so ist nach (18): A(y) =A und die Gleichung (11) liefert 
Ye, _ 2 Mig Sin: 
Also lassen sich die Relationen (18) erweitern zu 
0 (p+q) 
€;,%.=1V 
ree loa (P=9)- 
Die hier angestellten Uberlegungen stehen offenbar mit den in § 1 
rekapitulierten, die auf Herrn I. Schur zuriickgehen, in enger Beziehung. 
Um dies vollig klarzustellen, beweisen wir mit Bezug auf die sdmtlichen n 
zum Eigenwert y gehérigen Eigenfunktionen g,;(s) des Kernes z(st~*) 
und die dazu gehérige Darstellung H(s) der n-ten Ordnung (welche nicht 
notwendig irreduzibel ist) den Satz: 


(20) PR AOLAG 


(19) 


hat dann und nur dann die Form f(st~*), wenn die Matrix A = |j/,,|j 
mit allen E(s) vertauschbar ist. — Die Summe (20), f(s, 7), hat namlich 
dann und nur dann die behauptete Gestalt, wenn 

(21) f(sr, tr) = f(s, t) 

ist. Nun gilt aber 


94 (87) = epi (1) Pp)» Gultr) = 2 egal 7) F_(8). 
Die Forderung (21) lautet daher 


J din eps (1) Eu (1) = haa 
oder rw. 
E(r)AE*(r)=A. 


§ 5. 
Iteration. Beweis der Vollstandigkeitsrelation. 


Zu der nicht-verschwindenden Gruppenzahl x haben wir eine positive 
Zahl y und eine irreduzible Darstellung unserer Gruppe E(s) = |\e,,(8)|| 
(i,k =1,...,m) so ermittelt, daB A(x)A*(x)=T eine Hauptmatrix ist, 
deren Elemente y,, y,,---, y, den Bedingungen 0 y,;< y geniigen; 
wenigstens eines der y; ist =y. Die Spur von [ ist demnach >y. 

Man hat jetzt von x(s) denjenigen Bestandteil abzuziehen, der den 
ermittelten Eigenfunktionen entspricht : 


=(8) = FD Mann(*) + 2"(2) (;, = a, (2). 








750 F. Peter und H. Weyl. 


Unter Beriicksichtigung der Relationen (19) und weil @,, = e,, ist, ergibt 
sich nun sogleich fiir z’ = 2’ z’: 
2(s)= y > (8) +2'(8) 
‘ 
und durch Iteration 
2"(8)—= FD ri eu(s) +2'"(8). 
i 
Die Spur o; von z2’” wird 
= 0,—n(yityet+---+ Ya): 
Ist z’ nicht identisch 0, so konvergiert o;/o;., mit »—»+oo gegen einen 
oy 


Limes y’. Es kann nicht y’>y sein; denn —< = konvergiert, ebenso 
? 


wie —s gegen eine (ganze) Zahl n’>1. Man erhalt als den zum Eigen- 
wert y’ gehérigen Bestandteil des Kernes z’(st~*) eine Funktion 
e’(st-*) = pi(s) Fi(t)+... (n’ Glieder). 
Aus z2’e,,= 0 folgt e’e,,=0, d.i. 
SGp(t)e,(t)dt=0 oder f yy(t)2,,(t)dt=0. 
Darum ist nach (11) vollstandiger 
S pp (st-*)e,,(t)dt = 0, 


Pp (st *) = & eet) Pas) 


oder da 


zu setzen ist, 


(22) J %o(t)e,,(t) dt = 0. 

Auch fiir den aus der Darstellung E’(s) = ||¢,,(#)|| abzuspaltenden érre- 
duziblen Bestandteil, den wir fortan mit H’(s) bezeichnen, gelten diese 
Beziehungen. £'(s) ist danach nicht aquivalent mit H(s), und wir haben 
zugleich von neuem die Orthogonalitatsrelationen (6) gewonnen, welche 
zeigen, daB der zugehérige Fourierkoeffizient 

A’(2") = A(z) 

ist. 

Haben wir unseren ProzeB p-mal wiederholt*), ohne da8 er vorher 
durch Erschépfung der Funktion x(s) ein Ende erreichte, so ist aus z(#) 
die Funktion 

x) (¢) = 2(8)— {* > % en (8) +. . (p Glieder) 
ak 


*) Diese Iteration ist etwas ausfiihrlicher entwickelt in Math. Annalen 97, S. 345. 
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entstanden mit dem zugehdérigen 


2) (8) = 2(s) — F 2110 (8) +. .- 
Es ist danach 
m Int ++» SV-2(0); 
darum, wenn der Einfachheit wegen z(o) <1 angenommen wird, a fortiori 
yt+ty’+.-.-SV. 
Wegen y>y7’}>... ist also yo-n<", und es gilt nach Konstruktion 


0) < y®-2 gi), 


(23) J \2(8)/*da< yor. 

Bricht das Verfahren nicht ab, wie weit man es auch fortsetzt, so 
konvergiert z®(s) mit unbegrenzt wachsendem p gleichmaBig gegen 0. 
Ist namlich 

J\2(ts)—2(s)|*de<e*, 
sobald ¢ in einer gewissen Umgebung &, des Einheitspunktes o vom Vo- 
lumen V, liegt, so folgt aus z= 2%, 2” =z) durch die Schwarzsche 
Ungleichung: es ist 
|2(st-*) —2(s)| Se, 2) (st-*)—z®(8)|<e 

fiir alle ¢, die jenem Gebiet G, angehéren, und alle s. Die samtlichen 
Funktionen z®)(s) sind also ,gleichartig“ gleichmaBig stetig. Ist an einer 
Stelle |z®(s)|>2e, so bleibt folglich in einer ganzen Umgebung dieser 
Stelle vom Volumen V, die Funktion z®(s) absolut >, und das Integral 
auf der linken Seite von (23) ist mindestens gleich «*V,; also p< ar 
Es ist darum 


V 
|2(s)|<2e, sobald P> ay, 


Damit ist nicht nur unsere Behauptung der gleichmaBigen Konvergenz 
bewiesen, sondern auch eine explizite Restabschdtzung gewonnen. Ins- 
besondere ergibt sich fiir s =o: 


(24) nSp(A(z)A(Z)) +...=S8(x2@). 


Die Summe links bezieht sich auf die ,,in z(s) vorkommenden“ irredu- 
ziblen inaquivalenten Darstellungen, welche unser von der Funktion 
x(s8) ausgehendes Konstruktionsverfahren liefert. Wegen der Besselschen 
Ungleichung gilt (24) aber a fortiori, wenn die Summe iiber alle inaqui- 
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valenten irreduziblen Darstellungen erstreckt wird; und zugleich zeigt sich, 
da8 die in x(s) vorkommenden Darstellungen alle diejenigen sind, fiir 
welche der Fourierkoeffizient A(z) + 0 ist. 


Fundamentalsatz. Bildet man zu jeder irreduziblen Darstellung 
E(s) = |le,,(s)|| (#, k=1,2,...,m) 

und zu threr Charakteristik z(8) die Fourierkoeffizienten: 

a,—Jfx(s)z,(s)ds, «= fx(s)Z(s)ds, 

nS \a,,|\*+...=V-f|x(s)|*ds 
ik 
fiir jede stetige Funktion, 
la|*+...=V-f|x(s)|*ds 


fiir jede stetige Klassenfunktion x(s). Die Summen links erstrecken sich 
tiber alle indquivalenten irreduziblen Darstellungen. 

Der Hauptunterschied unserer Beweisfiihrung gegeniiber den bekannten, 
die im Gebiet der endlichen Gruppen zum Ziele fiihren®), ist darin ge- 
griindet, daB uns hier die Gruppenzahl ,1“ mit den Eigenschaften 


8o tat 


lz=zl=~2z 


fehlt. Darum muBte der Beweis so umgestaltet werden, daB er statt von 
»1* von einer willkiirlichen Gruppenzahl 2(s) ausging. Aber die Theorie 
der Integralgleichungen liefert dann direkt die Vollstandigkeitsrelation fiir 
z(s). Will man konstruktiv auf diese Weise alle iniquivalenten irre- 
duziblen Darstellungen erzeugen, so mu8 man eine Folge von Funktionen 
1,(#) benutzen, welche gegen jene nicht realisierbare ,1“ konvergieren. 
Man nehme also fiir 1,(s) eine nicht-negative Funktion, welche nur in 
einer Umgebung Ul, des Einheitselementes + 0 ist, die mit wachsendem » 
auf den Punkt o zusammenschrumpft. Das Integral von 1,(s) sei = 1. 
Dann mu8 in der Tat jede irreduzible Darstellung in Erscheinung treten; 
denn es konvergiert offenbar mit wachsendem » fiir eine vorgegebene 
solche Darstellung Z(s) das zugehérige 


A(1,) = f1.(s) E(s)ds 


gegen E'(o), d.i. gegen die Einheitsmatrix. Von einem gewissen » ab 
ist also sicherlich A(1,)+ 0, und dann kommt £(s) in 1,(8) vor. 


5) Hier ist namentlich Frobenius zu nennen mit seinen grundlegenden Arbeiten 
in den Sitzungsber. Berl. Akad. von 1896 an. Ferner I. Schur, Neue Begriindung 
der Theorie der Gruppencharaktere, Sitzungsber. Berl. Akad. 1905, S. 406, und 
Burnside, der seine Methoden und Ergebnisse zisammenfaBte in dem Buch ,Theory 
of groups of finite order“ (294 ed., Cambridge 1911). 
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§ 6. 
Entwicklungssatz. Approximationssatz. Anwendungen. 
Sind z, y zwei Gruppenzahlen, so betrachten wir das Produkt 


u(s)= f x(st-*)y(t)dt. 


ey |* < J | x(t) |*dt-f |y(t)|*at 
gleichmaBig gegen 0 konvergiert, gilt fiir die Funktion u(s) die gleich- 
maftg konvergente Fourierentwicklung 
V-w(s) =m Sp (fB(st-*)y(t)dt-A*(x)) +... 
= n Sp (£(s)A*(y)A*(x)) +... 
= m 5 ey (U) e4(8) Ped a 


Da 


Die Summe braucht sich nur iiber die in x(s) vorkommenden irreduziblen 
Darstellungen zu erstrecken. Das ist der Entwicklungssatz. In ihm ist 
die Vollstandigkeitsrelation in der erweiterten Fassung 


S(xy)=nSp(A(x)A(y))+... 
wieder enthalten. 

Indem wir fiir y die Funktion setzen, welche oben mit 1,(s) be- 
zeichnet wurde, erhalten wir eine Folge von Funktionen u,(s), welche 
mit wachsendem » gleichmaBig gegen x(s) konvergieren. So gewinnen 
wir aus dem Entwicklungssatz den Approximationssatz, der besagt, daB 
jede stetige Funktion x(s) auf © gleichmafig approximiert werden kann 
durch eine endliche Summe von der Form 


D Bin ein (8) + sey 
ik 


in der nur die Komponenten solcher irreduzibler Darstellungen auftreten, fiir 

welche der zugehdrige Fourierkoeffizient A(x) von x nicht verachwindet. 
Sind z und y Klassenfunktionen, so ist auch u= xy eine Klassen- 

funktion und erscheint hier entwickelt in eine nach den Charakteristiken 

fortschreitende, gleichmaBig konvergente Fourierrethe: 

V-u(s)=a(u)-z(s)+.... 
Um aus diesem Entwicklungssatz den Approximationssatz herzuleiten, 
brauchen wir eine Folge von Klassenfunktionen 1; (8), welche die ana- 


logen Eigenschaften besitzen wie die oben benutzten Funktionen 1,(s). 
Man erhalt sie am einfachsten, wenn man bildet 


17 (s)= yf te(e-tee)at. 
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Durchlauft s das Gebiet U,, ¢ aber die ganze Gruppe, so durchlauft ¢~* s¢ 
ein U, umfassendes Gebiet U*, das mit unbegrenzt wachsendem » so gut 
wie Ul, auf den Einheitspunkt o zusammenschrumpft. So erhalt man den 
Satz: Jede stetige Klassenfunktion x(s) kann durch eine endliche lineare 
Kombination derjenigen primitiven Charakteristiken z(s) bis zu jedem 
beliebigen Anndherungsgrad approximiert werden, fiir welche 
Sx(s)z(s)ds+0 

est. 


Die wichtigste Anwendung der Vollstindigkeitsrelation aber liegt in 
den beiden Siatzen ausgesprochen: 

I. Erfiillen zwei Elemente 8,,t, der Gruppe fiir alle irreduziblen Dar- 
stellungen die Gleichung E(s,)= E(t,), 80 fallen sie zusammen. 

II. Ist fiir alle primitiven Charakteristiken z(8,) = z(t), 80 gehdren 
die beiden Elemente s, und t, derselben Klasse an. 

I. ergibt sich bereits aus dem Resultat von § 3. Setzen wir nimlich 

Soto ' =a, 8 =Ato, 

so gilt E(a)=—1. Also ist allgemein H(sa~*) = #(s) und darum 

SE(sa-*)x(s)ds =f E(s)x(sa)ds =f E(s)x(s)ds. 
Ware nicht z(sa)— 2x(s) identischh —0, so sollte eine irreduzible Dar- 
stellung existieren, fiir welche 

S(x(sa) —2x(s)) E(s)ds +0 

ist. Mithin ist z(sa)—-2(s) fiir jede stetige Funktion x(s) auf der 
Gruppenmannigfaltigkeit, insbesondere x(a) = (0), also a=o. 

Beim Beweise von II. mu8 man den Umweg iiber den Approxi- 
mationssatz gehen. Ist 2(s) irgendeine stetige Klassenfunktion, die mit 
der Annaherung « durch ein lineares Aggregat der Charakteristiken approxi- 
miert wurde, so folgt aus der Voraussetzung 7(8,) = 7(t,): 

| # (8) — 2(t)| S 2e; 
da « beliebig klein angenommen werden kann, mu8 
(25) (8) = z(t,) 
sein. Grenzen wir um 3, eine beliebig kleine Umgebung Ul ab und bilden 
mit Hilfe einer stetigen Funktion y(s), die in Ul positiv, im Restgebiet 
@ — Ul null ist, die Klassenfunktion 

a(s) = fy(r-1er)dr, 
so ist z(8,)+0. Ware ¢, zu keinem der in WU gelegenen Elemente s kon- 
jugiert, so ware im Widerspruch zu der Gleichung (25): 2(t,)=0. 
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Daraus, daB ¢, konjugiert ist zu Elementen, die in beliebiger Nahe von 
8 liegen, folgt aber wegen der Geschlossenheit der Gruppe, dali es zu s, 
selber konjugiert ist. 

Unsere Untersuchungen sind insbesondere von Bedeutung fiir die halb- 
einfachen Gruppen. Diese sind zwar nicht notwendig geschlossen, aber 
durch die ,unitaére Beschrinkung“ ist mit jeder solchen Gruppe © eine 
geschlossene einfach zusammenhiangende Gruppe ©, verbunden, die alle 
Darstellungen und Charakteristiken von © liefert*). Bohrs Theorie der 
fastperiodischen Funktionen ist das erste Beispiel der Charakteristiken- 
theorie einer wahrhaft offenen Gruppe, naémlich der einparametrigen Abel- 
schen Gruppe der Schiebungen einer Geraden in sich. Unsere Methode 
bewahrt sich, wie die oben zitierte Arbeit in den Math. Annalen lehrt, 
auch solchen weitergehenden Problemen gegeniiber als die natiirliche Be- 
griindungsweise. Wir hoffen, darauf in einer spateren Arbeit zuriickkommen 
zu kénnen. 


®) Vgl. dariiber W. I—III, woselbst die primitiven Charakteristiken der halb- 
einfachen Gruppen in explizit-algebraischer Form berechnet wurden. 


(Eingegangen am 24. 7. 1926.) 








Der Multiplizititsbegriff der algebraischen Geometrie. 
Von 


Bartel L. van der Waerden in Géttingen. 


§ 1. 
Einleitung. 


In der algebraischen Geometrie kommt es oft vor, da8 Lésungen 
eines Problems in einem Spezialfall mehrfach gezihlt werden miissen, da- 
mit Anzahl und Eigenschaften der Lésungen beim Ubergang vom allge- 
meinen Fall zum Spezialfall erhalten bleiben. Z.B. liegen auf der allge- 
meinen kubischen Flache im projektiven Raum 27 Geraden, von denen 
jede durch 10 andere geschnitten wird; sollen diese Eigenschaften erhalten 
bleiben fiir eine kubische Flache, die einen Doppelpunkt hat, im iibrigen 
aber allgemein ist, so miissen die 6 Geraden der Flache, welche durch 
diesen Doppelpunkt gehen, doppelt gezihlt werden, die iibrigen 15 einfach. 
D.h. man gibt jeder Geraden auf dieser Flaiche eine Multiplizitat. In 
gleicher Weise erteilt man den Schnittpunkten einer Geraden mit einer 
Flache n-ten Grades eine Multiplizitét, indem z. B. ein Beriihrungspunkt 
zweifach gezaihlit wird. 

Es fragt sich nun: Ist dieser Multiplizitatsbegriff allgemein definier- 
bar? Fiir welche Arten von Problemen hat es Sinn, von Multiplizitaten 
der Lésungen zu reden, und welchen Sinn hat es? 

Im folgenden soll gezeigt werden, daB sich der Multiplizitatsbegriff 
definieren 148t fiir eine Klasse von Problemen, welche ,,.Normalprobleme“ 
genannt werden sollen. Ein Normalproblem ist ein geometrisches Problem, 
dessen Lésung auf die Lésung eines homogenen Gleichungssystems zuriick- 
gefiihrt werden kann (fiir die genaue Definition verweise ich auf § 2). 

Die prazise Fassung des Multiplizitatsbegrifis gelingt nun mit Hilfe 
von zwei Satzen iiber homogene Gleichungssysteme, die ich in den Amster- 
damer Proceedings’) abgeleitet habe. Der erste Satz gibt ein algebraisches 
3) Proc. Kon. Ac. Amsterdam 29 (1926), S. 142. 
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Kriterium fiir die Lésbarkeit eines homogenen Gleichungssystems; der 
zweite gibt einen algebraischen Ausdruck fiir die Lésungen, falls nur end- 
lichviele wesentlich verschiedene vorhanden sind (die Satze sind in § 2 
genau angefiihrt). Diese Satze gestatten es naimlich, das Verhalten der 
Lésungen eines homogenen Gleichungssystems bei Spezialisierung von in 
den Gleichungen vorkommenden unbestimmten Parametern genau zu. ver- 
folgen. Der wesentliche Begriff ist dabei der Begriff der Relationstreue. 
Es sei einerseits ein Gleichungssystem gegeben, das unbestimmte Para- 
meter enthalt, und dessen endlichviele wesentlich verschiedene Lésungen 
X”,...,X™ aus algebraischen Funktionen der Parameter bestehen, und 
anderseits ein Gleichungssystem, das aus dem ersten entsteht, indem fiir 
die Parameter spezielle Werte aus irgendeinem Kérper eingesetzt werden. 


Wenn nun eine Reihe von Lésungen Y”,..., Y des spezialisierten Glei- 
chungssystems die Eigenschaft hat, daB alle homogenen algebraischen Re- 
lationen, die zwischen den Lésungen X™,...,X@ und den Parametern 


bestehen, bei der vorgenommenen Spezialisierung der Parameter und bei 
Ersetzung der X durch die Y bestehen bleiben, so heiBt die Reihe 
y”,..., ¥@ eine relationstreue Spezialisierung der Reihe X",..., X. 

Es kann nun mit Hilfe der eben genannten Sitze gezeigt werden, 
daB es eine und im wesentlichen nur eine relationstreue Spezialisierung 
der Reihe X"’,...,X bei gegebenen Parameterwerten gibt. Dabei ist 
angenommen, da auch das spezialisierte Gleichungssystem nur endlich- 
viele wesentlich verschiedene Lésungen hat. Beweis § 3 und § 4. 

Auf Grund dieses Satzes kann man die Multiplizitét einer gegebenen 
Lésung Y des spezialisierten Gleichungssystems eindeutig definieren als 
die Zahl, die angibt wie oft Y unter den Lésungen Y”,..., ¥Y vertreten 
ist (§ 5). 

Die Multiplizitét einer Lésung kann auch Null sein. Das hei®t dann, 
da8 eine Lésung Y des speziellen Gleichungssystems nicht durch Speziali- 
sierung aus den Lésungen des allgemeinen Gleichungssystems entsteht, 
sondern neu hinzukommt (vgl. das in § 5 gegebene Beispiel, sowie auch 
die von G. Kohn*) gegebenen geometrischen Beispiele). 

Die selbstverstandliche Tatsache, da8 die Summe der Multiplizitaten 
der Lésungen des spezialisierten Gleichungssystems gleich q ist, also gleich 
der Anzahl der Liésungen des allgemeinen Gleichungssystems, ergibt eine 
exakte Fassung des Schubertschen ,,Prinzips der Erhaltung der Anzahl“, 
iiber dessen Tragweite und Anwendungsméglichkeit (welche beide von der 


2) G. Kohn, Archiv der Mathematik und Physik (3) 4 (1903), S. 312. Vgl. auch 
das dritte Beispiel von K. Rohn in seinem Zusatz zu E. Study, Das Prinzip der Er- 
haltung der Anzahl, Leipziger Ber. 68 (1916), S. 92, 
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»abzahlenden Schule“ weit iiberschitzt worden sind) § 6 einige Bemer- 
kungen enthilt. 

Als Beispiele far die praktische Verwertung der allgemeinen Defini- 
tionen werden in den §§ 7, 8 einige geometrische Probleme behandelt. In 
§ 7 wird ein Fall diskutiert, wo sich die Multiplizitéten direkt berechnen 
lassen; es handelt sich hier um die Schnittpunkte von n algebraischen Hyper- 
flachen im R,. Als spezieller Fall kommt der Schnitt einer Geraden mit einer 
Hyperfliche heraus; man wird hier auf die bekannten Formeln der Polaren- 
theorie gefiihrt. In § 8 wird gezeigt, daB auch die Bestimmung der Ge- 
raden auf einer kubischen Flache ein Normalproblem ist. Hier konnte 
ich keine direkte Formel fiir die Multiplizitat geben, konnte aber be- 
weisen, da8 die Multiplizitaten niemals Null werden kénnen. 

Bei einer spateren Gelegenheit hoffe ich zu zeigen, wie der Maultipli- 
zitatsbegriff sich anwenden la8t auf die Schnittpunkte zweier algebraischen 
Mannigfaltigkeiten der Dimensionen r und n — r im projektiven Raum P,. 


§ 2. 
Normalprobleme und Resultantensysteme. 


Seien f,,...,f, Polynome in den Unbestimmten 2, ..., z,; 
Yor +++ Yur ++ +3 2g ++ +9 Zy3 homogen in den z, in den y usw. (also Formen) 
mit Koeffizienten aus einem KérperP. Sei Q ein algebraisch-abgeschlos- 
sener Erweiterungskérper von P. Wir betrachten diejenigen Element- 
systeme &,,...,& 3 ,--- aus 2, die den Gleichungen 


fe (Gas = + +2 Ems Nes soos Migs ooo) O 
(1) : ee 
f,, (Ges ++ +2 Bas Nes> +s Gus --s) =O 
geniigen. Sie zerfallen in triviale Lésungen, wo alle —;—0 oder alle 
n, = 0 usw., und nichtiriviale Lésungen. Ist &,,..., 5.3 Mlos-++> Uni -e- 
eine nichttriviale Lésung, so sind alle Elementsysteme Aé,,...,4&,; 
MNq>--+> 4, --- (WO A, u,... Elemente von 2 sind) ebenfalls Lésungen; 
diese bilien zusammen eine Lésungsklasse, welche durch jede ihrer nicht- 
trivialen Elemente bestimmt wird. Wir bezeichnen mit X = {é,,...,,,;...} 
die durch das Elementsystem é,,..., &,;.-. bestimmte Lésungsklasse. 
Als Normalproblem bezeichnet man ein jedes geometrische Problem, 
das auf ein Gleichungssystem der Gestalt (1) zuriickgefiihrt werden kann, 
in dem Sinne, da8 jeder Lésungsklasse von (1) eindeutig eine Lésung des 
Normalproblems zugeordnet ist, und umgekebrt*). 
In einer friiheren Arbeit‘) habe ich erstens eine algebraische Bedin- 
*) Zum Beispiel sind die beiden in der Einleitung angefiihrten Probleme Nor- 


malprobleme, wie in §§ 7, 8 naiher ausgefiihrt werden soll. 
*) Proc. Kon. Ac. Amsterdam 29 (1926), S. 142. 
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gung hergeleitet fiir die Existenz mindestens einer nichttrivialen Lésung 
der Gleichungen (1) im Kérper 2, zweitens eine algebraische Formel ge- 
geben, welche alle Lésungsklassen zu bestimmen gestattet, falls nur end- 
lichviele solche vorhanden sind. Diese Ergebnisse sollen zunichst mit- 
geteilt werden. 


1, Jedem Formensystem F,,..., F, mit unbestimmten Koeffizienten 
a,,.--,@, ist ein Resultantensystem szugeordnet, dessen Elemente 
c,(a),..-,¢,(@) ganzzahlige Polynome in a,,...,@, sind. Unter dem 
Resultantensystem eines speziellen Formensystems f,,..., f, mit Koeffi- 
zienten «,,...,@,, aus P wird verstanden das spezialisierte Resultanten- 
system c,(a),...,¢,(@). Die notwendige und hinreichende Bedingung 
dafiir, daB das Gleichungssystem (1) mindestens eine nichttriviale Lésung 
in Q hat, ist gegeben im Verschwinden des Resultantensystems der For- 
men f,,.--,f,. 

2. Ist 


fy= E+. 


eine Multilinearform in den z,y,...,z mit unbestimmten Koeffizienten 
u;;,.., und ¢,(w),..., ¢,(w) das Resultantensystem der Formen f,, ..., f,, f,, 
so heiBt der gréBte gemeinsame Teiler c(u) der Polynome ¢, (u), ..., c,(u) 
die u-Resultante der Formen f,,...,f,. Sie verschwindet identisch in 
den u, wenn das Gleichungssystem (1) unendlich viele Lésungsklassen in 2 
hat; andernfalls zerfalit sie in Linearfaktoren: 


(2) o(u) = Tr" (u)}% (2, > 0) 


» (a) 


entsprechend den Lésungsklassen X“ = {é{",..., ER’, ...} (@=1,....9), 
und von der Gestalt 
(3) f'" (wu) S... Ss pee af”... gL”. 

Jeder dieser Linearfaktoren bestimmt die zugehérige Lésungsklasse 
eindeutig vermége: 


Me 


Uy5...k 7%; Y;- ** 2%, 


(4) Be PE eee Pipes + | Pang. USW., 
wo 93... der Koeffizient von u,;..., im Linearfaktor f (u) ist. 


Von jetzt an soll der Einfachheit halber vorausgesetzt werden, dab 
nur ein System von Unbestimmten 2,,..., 2, in den Formen f, auftritt. 
An Stelle von (2) und (3) treten dann die einfacheren Formeln: 


(2a) f(u)— a? (Abkiirzung fir 3 u, 81") 


(3a) Fs ss EO me of: of”. 
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Man wird sich leicht iiberzeugen, daB alle folgenden Betrachtungen, 
die fiir den einfachen Fall angestellt werden, sich ohne weiteres auf den 
allgemeinen Fall iibertragen lassen. 

Um mich weiterhin kurz ausdriicken zu kénnen, werde ich in Anschlu8 
an die projektive Geometrie jede Menge von Elementsystemen {4é,,...,4&,}, 
wo die é; irgendwelche feste Elemente des Kérpers 2 sind, nicht alle = 0, 
und 4 alle Elemente des Kérpers durchlauft, einen Punkt des projektiven 
Raumes P,(2) nennen. Die Elemente é; heiBen die Koordinaten des 
Punktes. Wir sind in den ,.Lésungsklassen“ schon solchen ,,Punkten“ 
begegnet. Punkte werden, wie zuvor schon die Lésungsklassen, mit groBen 
lateinischen Typen bezeichnet werden. 


§ 3. 
Relationstreue Spezialisierungen. 


Einem beliebigen Kérper P seien A unbestimmte Parameter 4,,. .., 4, 
adjungiert, wodurch der rationale Funktionenkérper P(A,, ..., 4,) entsteht. 
Es sei Q ein algebraisch-abgeschlossener Erweiterungskérper von P(A,, ..., 4,). 
Elemente von Q sind also algebraische Funktionen von 4,, ..., 4, und 
von eventuellen weiteren Unbestimmten. 

Sind nun X”,..., X® Punkte im P,(Q), mit Koordinaten &{°’, die 
algebraische Funktionen von 1,,..., 4, sind, und sind u,,..., 4, irgend- 
welche Elemente von 2 (die insbesondere auch dem Grundkérper P an- 
gehéren kénnen), so verstehe ich unter einer relationstreuen Spezialisie- 
rung von X",...,X fiir die Parameterwerte u,,..., 4, ein solches 
Punktsystem Y”’,..., ¥, daB alle richtigen Gleichungen der Gestalt 


(5) Be. 09 Gh «on ayy) 0, 


wo h jedesmal ein Polynom in 2)”, ..., x”, 4,,..., 4, mit Koeffizienten 
aus P, und homogen in jedem der Systeme z”,..., x4” ist, richtig blei- 


ben, wenn man jedes ¢{” durch »{”, und jedes 4; durch mu, ersetzt®). 


5) Die hier eingefiihrte ,relationstreue Spezialisierung unterscheidet sich von 
anderen derartigen Zuordnungen, wobei alle algebraischen Relationen erhalten blei- 
ben (mehrstufige Isomorphismen oder Homomorphismen) dadurch, daB nicht Ele- 
mente, sondern Klassen proportionaler Elementsysteme (Punkte eines projektiven 
Raumes) zugeordnet werden. Unter Umstinden werden dadurch Schwierigkeiten 
vermieden, die sonst entstehen, wenn ein Nenner verschwindet. Zum Beispiel: wenn 
ein endliches System von algebraischen Funktionen y, z, ... von Unbestimmten 
X,, .--, X_ gegeben ist, so kann man definieren, was man unter den Werten 7, ¢, ... 
dieser Funktionen fiir gegebene Argumentwerte ¢,,...,£, versteht, und kann die 
Erhaltung aller algebraischen Relationen bei dieser Spezialisierung zeigen (vgl. § 2 
meiner Arbeit ,Zur Nullstellentheorie der Polynomideale“, Math. Annalen 96, S. 183); 
man muB dabei aber gewisse Argumentwerte ausschlieBen, fiir die die Definitionen 

(Fortsetzung der FuGnote *) auf nichster Seite.) 
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Satz 1. Es gibt immer mindestens eine relationstreue Spezialisie- 
rung des Punktsystems X,...,X fiir beliebige Parameterwerte ;. 

Beweis. In der Gesamtheit der homogenen Polynome h, welche 
der Gleichung (5) geniigen, gibt es nach dem Hilbertschen Basissatz eine 
endliche Anzahl h,,...,h,, derart, daB jedes andere Polynom dieser Ge- 
samtheit im Polynombereich P[..., x, ...,4;,.. .] einer Kongruenz 


h=0 (h,,..+, hy) 


geniigt. Es geniigt, die Existenz eines Punktsystems Y"’,..., ¥ mit den 
Eigenschaften 
Blain Ohh -<tn pide (bee 1,...,8) 


zu zeigen. Dazu hat man nur das Verschwinden des Resultantensystems 
der Polynome h, (xz, “),...,h,(z, ), betrachtet als Formen in den g Un- 


bestimmtensystemen 25”, ..., x{”’, nachzuweisen. Dieses Resultantensystem 
entsteht durch die Substitution 4—- aus dem Resultantensystem der 
Formen h,(z,4)...., hg(z, 4). Das letztere Resultantensystem ver- 
schwindet aber wegen (5). Also mu8 das erstere ebenfalls verschwinden, 


womit Satz 1 bewiesen ist. 


Satz 2. Notwendig und hinreichend, damit ein Punktsystem 
y”’,...,¥” (p<q) sich zu einer relationstreuen Spezialisierung 
y”,...,¥”, ¥®*”,..., ¥@ des Punktsystems X",..., X fiir gegebene 
Parameterwerte ,...¢, erganzen lapt, ist, daB y”,...,¥™ eine rela- 
tionstreue Spezialisierung von X”,...,X™ darstellt. 

Beweis. Da8 die Bedingung notwendig ist, ist klar, denn wenn 
y”,...,¥™ sich zu einer relationstreuen Spezialisierung Y’,..., ¥“ er- 
sinnlos werden. Macht man aber vorher alle Relationen durch Einfiihrung von 
GréBen y,, 2, ... homogen, und betrachtet statt der Elemente 7, ¢, ... Klassen von 
proportionalen Elementpaaren, so ist die relationstreue Spezialisierung nach Satz 1 
immer méglich. 

Diese Definition der relationstreuen Spezialisierung bleibt sinnvoll fiir unendlich 
viele algebraische Funktionen (der Existenzbeweis ist mittels Satz 2 und Wohlord- 
nung leicht zu erbringen); wendet man sie an auf alle Funktionen eines Kérpers und 
nimmt die Argumentwerte u,,..., “, aus dem Grundkérper P, so kommt man zum 
Begriff eines Punktes des zum Korper gehdrigen algebraischen Gebildes. Diese Definition 
ist (fiir algebraische Funktionen einer Verinderlichen) aquivalent mit der Dedekind- 
Weberschen Definition eines Punktes der Riemannschen Fliche (Crelle 92 (1882), 8. 286), 
doch vermeidet sie die Einfiihrung des Ausnahmswertes «©, wodurch die Theorie um 
ein geringes vereinfacht wird. 

Diese Begriffe sind allmahlich in miindlichen Diskussionen mit E. Noether ent- 
standen; die hier gegebene Definition des ,Punktes des algebraischen Gebildes“ ist 
eine Modifikation dessen, was urspriinglich E. Noether mit Homomorphismen definieren 
wollte. 

Mathematische Annalen. 97. 49 
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ginzen laBt, so gelten alle homogenen Relationen A(...&{", ..., 4;,...) = 0 
auch bei der Spezialisierung X—- Y, 4—+; und das gilt insbesondere fiir 
die Relationen, die nur von den &;", ..., &{” abhangen. 

Um die Hinreichendheit zu zeigen, nehmen wir an, es sei Y"’",..., Y” 
eine relationstreue Spezialisierung von X’,...,X™. Wir bilden wieder 
eine Basis h,, ..., h, fiir die Polynome h mit der Eigenschaft (5). Es ge- 
niigt, die Existenz von Punkten Y?*”,..., ¥® mit den Eigenschaften 


h(n? aed) n®, qo”, eees n@, By» eres M,) = 0 


zu zeigen. Dazu hat man das Verschwinden des Resultantensystems der 
Formen 


RE FE ag EO A 
nachzuweisen. Dieses entsteht durch die Substitution §—- », 4—+ u aus 
dem Resultantensystem der Formen 


= (1) (p) (p+) @ 3 * 
ha(& , +--+ n>» 2% peas ge Magee seu: 


Letzteres verschwindet wegen (5). Also muS wegen der vorausgesetzten 
Relationstreue auch das erstere verschwinden, womit Satz 2 bewiesen ist. 


Satz 3. Sind die Punkte X,...,X Lésungsklassen eines homo- 

genen Gleichungssystems 

(6) a) ee oy See (k=1,...,1), 

so sind die relationstreu spezialisierten Punkte Y”’,..., ¥ Lésungsklassen 

des spezialisierten Gleichungssystems 

(7) fy (Ptys +29 Mas Nes ->+r %,) =O (Ras},..., 1). 
Beweis. Klar. 


§ 4. 
Die Eindeutigkeit der spezialisierten Lésungen Y“,..., ¥™. 
Jetzt sei vorausgesetzt, daB das Gleichungssystem (6), sowie auch das 


spezialisierte Gleichungssystem (7), eine endliche Anzahl Lésungsklassen 
hat. Unter dieser Voraussetzung gilt: 


Satz 4. Alle relationstreuen Spezialisierungen Y™,.... Y des Punkt- 
systems X",...,X fiir feste Argumentwerte p,,..., 4, sind bis auf die 
Rethenfolge der Punkte miteinander identisch. 

Beweis. Sei Y’,..., ¥ eine solche Spezialisierung. Die u-Resul- 
tante c(u) von f,,..., f, (§ 2, 2) ist ein Polynom in wu,,..., u,, 4,,-.., 4, 
und 1a8t sich in der Gestalt 


(8) oa, u) = ICE) (02> 0, 7 +0) 











Multiplizitatsbegriff der algebraischen Geometrie. 763 


schreiben, wo y von den u unabhingig ist und die &{” die Bedeutung (2a) 
haben. Die hier auftretenden Exponenten 9, haben mit Multiplizitaten 
noch nichts zu tun; ihre Werte sind vollkommen gleichgiiltig. 


Ein Automorphismus des Kérpers 2, der den K6rper P(4,,...,4,) 
elementweise invariant la6t, la6t auch das Gleichungssystem (6) invariant, 
vertauscht also seine verschiedenen Liésungsklassen. 


Wahlt man die Koordinaten einer jeden Lésungsklasse (die ja nur 
bis auf einen Proportionalitatsfaktor bestimmt sind) so, daB jeweils eine 
dieser Koozdinaten gleich der Einheit ist (was immer méglich ist, da es 
eine Kvordinate +0 geben mu8) und da fiir konjugierte Lésungsklassen die 
entsprechende Koordinate gleich der Kinheit ist, so vertauschen die eben- 
genannten Automorphismen nicht nur die Lésungsklassen, sondern auch 


ihre Koordinaten, mithin auch die Linearfaktoren &{. Das Produkt I hp 
1 
bleibt also bei allen diesen Automorphismen invariant. 


Im Fall, den wir zunachst betrachten wollen, daB der Kérper P (A,,..., ,) 
die Charakteristik Null hat‘), folgt daraus, daB dieses Produkt pa Korper 
P(A,,..-,4,) angehért. Man kann also schreiben 


(9) Ile - pay eld, u), 


wo e(A,u) ein Polynom ist, das keinen von wu freien Faktor enthilt. 
Vergleicht man (8) mit (9), so folgt, daB e(A4, uw) in c(d, wu) aufgeht. 
Die aus (9) ersichtliche Tatsache, daB die Koeffizienten der ent- 

sprechenden Potenzprodukte der wu in It é und e(4, u) proportional sind, 


kann dadurch ausgedriickt werden, daB alle zweireihigen Determinanten, 
aus entsprechenden Paaren dieser beiden Koeffizienten gebildet, verschwinden. 


Diese Gleichungen sind homogen in den Reihen ¢“, da das Polynom Il _ 
1 

homogen in den Reihen é ist. Folglich bleiben sie bei der Speziali- 

sierung §—+ », 4—» 4 erhalten. Daraus folgt, daB die Polynome 7 ni 
1 


und e(u,«%) proportional sind. Da ersteres nicht identisch verschwindet, 
so folgt: 


(10) e(u, u) = + JI. 





Es mu8 6+ 0 sein. Namlich e(4,u) geht auf in c(4,u), also in 
alle Formen des Resultantensystems von /,(4,«),..., f,(4,2),u,. Diese 


*) £. Steinitz, Algebraische Theorie der Kérper, Journ. f. Math. 137, S. 167. 
49* 
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Polynomteilbarkeit bleibt bei der Spezialisierung 4—+ « bestehen, wobei 
das Resultantensystem in das von f,(u,2),...,f,(u, 2), u, tibergeht. Das 
Polynom e(u,u) geht also auf in dem gré8ten gemeinsamen Teiler dieses 
Resultantensystems, d.h. in der u-Resultante. Diese u-Resultante ver- 
schwindet wegen der endlichvielen Lésungsklassen nicht identisch, also 
kann auch e(u,u) nicht identisch verschwinden, was doch der Fall wire, 
wenn d= 0. 

Die Linearformen »‘* sind durch (10) bis auf einen Proportionalitits- 
faktor und bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimmt, sobald e(y, u) 
gegeben ist. Ihre Koeffizientenverhaltnisse bestimmen die Lésungsklassen 
y”,..., ¥@ eindeutig. Also sind diese bis auf die Reihenfolge eindeutig 
festgelegt. 

Im Fall der Charakteristik p ist nicht I &{” selbst, sondern erst eine 
p!-te Potenz dieses Produktes eee in den 4. Diese p/-te Potenz geht 
a(4) 
6) 
auf, und man findet durch die gleichen Betrachtungen wie zuvor: 


nach Ausscheidung eines Faktors in der p/-ten Potenz von ¢(A, u) 


e(u,u)= {Tree und 6+0. 
Durch diese Gleichung sind wiederum die Y”’,..., ¥ bis auf die Reihen- 
folge eindeutig festgelegt. 
Bemerkung. Die Gleichungen (9) und (10) geben zu gleicher Zeit 
ein Mittel, die Koordinatenverhiltnisse der Y“’ wirklich zu berechnen, 
wenn die der X“ gegeben sind. 


§ 5. 
Der Multiplizititsbegriff und das Prinzip der Erhaltung der Anzahl. 
Unter den Voraussetzungen des vorigen Paragraphen kann man definieren: 
Die Multiplizitat einer Lésungsklasse der Gleichungen (7), betrachtet 
als Spezialisierung der Gleichungen (6), ist die Zahl, die angibt, wie oft 
diese Lésungsklasse unter den Lésungsklassen Y”’,...,¥ vertreten ist. 
Die Definition ist eindeutig, denn die y”,..., ¥@ sind nach § 4 bis 
auf die Reihenfolge eindeutig bestimmt. 
Die Multiplizitét einer Lésung eines Normalproblems definiert man 
naturgemaB als die Multiplizitét der entsprechenden Lésung des entspre- 
chenden Gleichungssystems. 


Prinzip der Erhaltung der Anzahl. Die Summe der Multiplizi- 
tdten der Lésungen eines spezialisierten Normalproblems ist gleich der 
Anzahl der Lésungen des allgemeineren Normalproblems, aus dem es ent- 
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standen ist, vorausgesetzt, daB sowohl das allgemeine als das spezielle 
Problem eine endliche Anzahl Lésungen haben. 
Beweis. Beide Anzahlen sind, mit den Bezeichnungen von § 4, gleich q. 


Die Multiplizitét einer Lésung eines Normalproblems kann auch Null 
sein, wie das folgende Beispiel zeigt. 

P sei ein Kérper der Charakteristik Null, 4 eine Unbestimmte, Q ein 
algebraisch-abgeschlossener Erweiterungskérper von P(A). Das allgemeine 
Normalproblem bestehe darin, die Lésungsklassen der Gleichungen 


(§, igs §) (& = &7&,) = 0, 
(11) | &, (0 — 6) = 9, 
&, — 48, =0 
zu finden. SchlieBt man die triviale Lésung §, = ¢,—é =—0 aus, so 
reduziert sich das Gleichungssystem leicht zu 


& = 46,, 

& = 1). 

Sind also 4,,6,, 4, die dritten Wurzeln aus 2 im Kérper Q, so sind 
X = {8,, 1, a} (« =1, 2, %) 


die drei Lésungsklassen des Systems (11) in 2. Nach (9) ist: 
IT (82% + u, + Au,) = Aus + (u, + du,)* = e(A, u). 
Fiir 4= 0 gehen die Gleichungen (11) iiber in 
(€,— &) (5 — 24) = 9, 
(12) | §,(&> — 284) = 0, 
&, =0 
mit den beiden Lésungsklassen 
‘= {0, 1, 0}, 
Yy” = {1, 1, 0}. 
Das Polynom e(A, uw) geht fiir 40 iiber in 
e(0,u)= x3, 
ergibt also drei gleiche Linearfaktoren u,, welche zu den drei zusammen- 
fallenden Lésungsklassen 
y= {0, 1, 0} (a =1, 2, 3) 
gehéren. Also hat die Lésung Y’ die Multiplizitat drei, die Lésung Y” 
die Multiplizitat Null. 
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Die obige Rechnung gilt auch fiir Kérper P von Primzahlcharakteristik, 
ausgenommen die Charakteristik drei. In diesem Ausnahmefall gibt es in 
Q nur eine dritte Wurzel 4 aus 1, also nur eine Lésungsklasse 


xX” = {6, 1,4} 
des Systems (11). Hier tritt der in § 5 erwahnte Fall auf, daG die Linear- 
form é6u,-+-u,-+-d4u, zwar mit allen ihren konjugierten identisch, aber 


nicht rational in 4 ist; erst die dritte Potenz 4u3+ u?+ A*u3 ist rational. 
Fiir 4= 0 hat man wie vorhin zwei Lésungsklassen 


SORA 


” {1, 1, 0}, 
wahrend 


e(0, u) =u}, 
also 
y” = {0, 1, 0}. 

Die Lésungsklasse Y’ hat jetzt, da es nur ein X“ und ein ¥™ gibt, die 

Multiplizitat eins, die Lésung Y” die Multiplizitat Null. 

Notwendig und hinreichend, damit die Multiplizitét einer Lésung Y 
gréBer als Null ist, ist, daB sie in einer relationstreuen Spezialisierung 
y”,..., ¥® des Lésungssystems X",...,X vorkommt. Daraus folgt 
wegen Satz 2 das folgende Kriterium: 


Satz 5. Hine Lésungsklasse Y eines spezialisierten Gleichungsystems 
hat dann und nur dann eine Multiplizitat > 0, wenn sie eine relations- 
treue Spezialisierung einer Lésung X des allgemeinen Gleichungssystems ist. 


§ 6. 


Einige Bemerkungen iiber die Tragweite des Multiplizitatsbegriffs und 
des Prinzips der Erhaltung der Anzahl. 


Es ist sinnlos, von der Multiplizitét einer Lésung eines Normal- 
problems zu reden, wenn man dieses Problem fiir sich allein betrachtet; 
man mu8 immer dabei angeben, aus welchem allgemeineren Problem man 
das gegebene durch Parameterspezialisierung abgeleitet denkt. 

Gegen diesen Grundsatz ist oft verstoBen worden. Man redet z. B. 
ohne Definition von der Multiplizitét eines Schnittpunktes zweier Mannig- 
faltigkeiten der Dimensionen r und n—r im projektiven Raum P,. Es 
wird dabei nicht angegeben, aus welchen allgemeineren Gebilden man die 
M, und die M,_, durch Spezialisierung entstanden denkt. 

Wenn zwei Mannigfaltigkeiten der Dimensionen r und n —r im P,,*) 





7) Unter der Dimension einer Mannigjaltigheit M, gegeben durch & homogene 
Gleichungen /, (5), ..-, &x) =0, .-., fe(&, ---» &g) = 0 wird verstanden die um 1 ver- 
(Fortsetzung der FuSnote *) auf n&chster Seite.) 
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endlichviele Schnittpunkte haben, und wenn eine der Mannigfaltigkeiten, 
etwa die letztere, linear ist, d.h. durch r lineare Gleichungen gegeben 
sind, so kann man das Problem, die Schnittpunkte zu finden, als Spezial- 
fall des allgemeineren Problems betrachten, das entsteht, indem man die 
gegebene r-dimensionale Mannigfaltigkeit mit einer allgemeinen linearen 
M,_, schneidet, d.h. mit einer solchen, die durch r lineare Gleichungen 
mit unbestimmten Koeffizienten bestimmt wird. In diesem Fall hat es 
also einen guten Sinn, von der Multiplizitaét eines Schnittpunktes zu reden. 
Bei zwei nichtlinearen Mannigfaltigkeiten ist das aber ohne genauere De- 
finition nicht der Fall. 

Eine andere Bemerkung betrifft die Anwendungen, die in der ,,abl- 
zihlenden Geometrie“ von dem Prinzip der Erhaltung der Anzahl ge- 
macht werden. 

Um mittels der hier entwickelten Formen und Definitionen die Mul- 
tiplizitéat einer Lésung eines spezialisierten Normalproblems zu bestimmen, 
ist es notwendig, da8 man schon von vorrherein eine vollstaindige Uber- 
sicht iiber alle Lésungen des allgemeinen Problems hat. Es ist also vor- 
laufig noch unméglich, auf Grund des Prinzips der Erhaltung der Anzahl 
durch eine geschickt gewahlte Parameterspezialisierung die Lésungszahl 
eines allgemeinen Problems zu bestimmen, wenn dieses Problem nicht 
einer erschépfenden algebraischen Behandlung fahig ist, was doch haupt- 
sichlich das Ziel der abzahlenden Geometrie ist. Vorbedingung aller ein- 
wandfreien abzaihlenden Geometrie ist demnach die Aufstellung von Me- 
thoden, die es gestatten, Multiplizitaéten von Lésungen zu bestimmen, auch 
ohne die Lésungen des allgemeinen Problems zu kennen. 


§ 7. 
Sehnittpunkte von m Hyperflichen. 


In diesem Paragraphen soll ein Beispiel eines Normalproblems gegeben 
werden, wo die u- Resultante und das Polynom e(/, w), die in § 4 zur eindeuti- 
gen Festlegung des Y’ benutzt wurden, sich direkt berechnen lassen, und wo 
man dementsprechend explizite Multipli-itaétsformeln angeben kann. Dieses 
Normalproblem besteht in der Bestimmung der Schnittpunkte von n Hy- 
perflachen im P,(P), wo P ein algebraisch-abgeschlossener Kérper ist. 





ringerte Dimension des Ideals (f,,...,f;). Die Verringerung um 1 entspricht der 
Tateache, daB die &, nicht als inhomogene Koordinaten in einem Raum C,+,, son- 
dern als homogene Koordinaten in einem Raum P, betrachtet werden. Vgl. fiir den 
algebraischen Dimensionsbegriff meine Arbeit ,Zur Nullstellentheorie der Polynom- 
ideale“, Math. Annalen 96, S. 197. 
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Eine Hauptmannigfaltigkeit*) (oder Hyperflache) im P,(P) ist die 
Gesamtheit der Punkte, deren Koordinaten einer einzigen Gleichung 


P (Eq, --+1&,) = 0 


geniigen, wo » eine Form mit Koeffizienten aus P ist. 


Die Bestimmung der Schnittpunkte von n Hyperflachen ist demnach 
aquivalent mit der Lésung des Gleichungssystems 


P, (€,---5 €&,) =O 
(13) ¥y 
Pn (Fos +++» 4) = 0- 
Wir betrachten das Gleichungsproblem als Spezialisierung des allge- 


meineren 
f, (Gs +++» &,) = 0 
(14) | eee 
f,(&o» + a &,)=0 


wo f,,..-,f, allgemeine Formen (mit unbestimmten Koeffizienten 4, , ... 4, ) 
derselben Gradzahlen g,,...,q, sind. Gesucht werden zunicht die Lé- 
sungsklassen von (14) im algebraisch-abgeschlossenen Erweiterungskérper 2 
von P(A,,...,4,). Man findet sie durch Faktorzerlegung der w-Resul- 
tante e(4, 8). Diese ist in diesem Fall einfach die Resultante der For- 
men f,,...,f, und der allgemeinen Linearform u,. Sie ist bekanntlich 
irreduzibel im Polynombereich P[A,,...,4,; U%,---, %,]; dagegen zerfallt 


sie in Linearfaktoren &{,..., &” (¢ = ila) in Q[u,,...,u,]. Wegen 


der erstgenannten Irreduzibilitat miissen die Linearfaktoren £\"’ alle ver- 
schieden sein, es sei denn, daB P die Charakteristik p hat, und c(i, u) 
nur die p-ten Potenzen der u,; enthalt. Ware letzteres der Fall, so miiBte 
es bei jeder Spezialisierung der Formen f, so bleiben, insbesondere auch 
dann, wenn jedes f,; in ein Produkt von allgemeinen Linearfaktoren zer- 
fallt. Die Resultante dieser zerfallenden Form ist aber ein Produkt von 
Resultanten der Faktoren, zu je n mit u, zusammengenommen. Ein 
solches Produkt enthilt offensichtlich nicht nur die p-ten Potenzen der u,, 
also kann die urspriingliche Determinante es auch nicht tun. 


*) Der Name Hauptmannigfaltigkeit ist darum gewahlt, weil das zugehérige 
Ideal (vgl. Math. Annalen 96, S. 196) einer solchen Mannigfaltigkeit Hauptideal ist. 
Jede algebraische Mannigfaltigkeit ist definitionsmaBig ein Durchschnitt von Haupt- 

igfaltigkeit Man kénnte sie auch ganz kurz und bequem ,,Haupter“ nennen. 
Nach Einfabrang des algebraischen Dimensionsbegriffes fiir algebraische Mannigfaltig- 
keiten im P, stellt sich heraus, da8 alle rein (n—1)-dimensionalen Mannigfaltig- 
keiten im P, Hiaupter sind, und umgekehrt. 
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Also sind die Linearformen é{” alle verschieden. Daraus folgt 
wegen (9): 

c(d, u) =y-e(A, u), 
wo y eine Konstante ist. 

Um die spezialisierten Schnittpunkte Y”,..., ¥ zu finden, hat man 
nach § 4 das spezialisierte Polynom c(4, u), oder, was jetzt auf dasselbe 
hinauskommt, die spezialisierte u-Resultante e(4, u) in Linearfaktoren zu 
zerlegen. Der Exponent eines Linearfaktors in dieser Zerlegung gibt die 
Multiplizitaét eines jeden Schnittpunktes an. Man erhalt in dieser Weise 
nach der allgemeinen Resultantentheorie alle Schnittpunkte, also ist die 
Multiplizitét eines Schnittpunktes niemals Null. 

Bekanntlich*) ist der Exponent des zu einem Punkt Y gehdrigen 
Linearfaktors in der Zerlegung der u-Resultante gleich der Anzahl der 
modulo q linear-unabhingigen Polynome, wo q die zum Punkt Y gehérige 
primaire Komponente des Ideals (f,,..., f,),. 4 ist. 

Sind speziell die Formen 9,,..., 9, linear, so ist das Gleichungs- 
system (13) dem Problem Aquivalent, die Schnittpunkte einer Haupt- 
mannigfaltigkeit vom Grade g=gq und einer Geraden zu bestimmen. Die 
Gerade kann man auch festlegen durch zwei Punkte, von denen alle 
anderen Punkte linear abhangen: 


(15) f= on, +tt,. 

Substitution von (15) in (13) ergibt eine binare Gleichung: 
(16) P(.--5 6m +1C,,.--) = Gol+a,ot-it+...p+ a, 1o=0, 
wo @,; eine Form #-ten Grades in den 7 und (q—?)-ten Grades in den 
¢, eine ,,Polare“ ist. Die Lésungsklassen von (16) ergeben, in (15) ein- 
gesetzt, die Schnittpunkte. Wir setzen natiirlich voraus, daB (16) nicht 
identisch in o, t erfillt ist. 

Es ist naheliegend, zu vermuten, daB die Multiplizitat eines Schnitt- 
punktes gleich dem Exponenten des entsprechenden Linearfaktors in der 
Faktorzerlegung von (16) ist. Das beweist man so: 

Bildet man die zu (16) analoge Gleichung fiir die allgemeine Form f, 
und die allgemeine Gerade f, = ... =f, =0, so kommt: 

f(.++5 OY, +12, ---) =a, + a,ot't+...+a t= 0. 

Diese Gleichung hat in 2 n Lésungsklassen {0,1}, die alle ver- 
schieden sein miissen, weil ja mn verschiedene Schnittpunkte vorhanden 
sind. Diese Schnittpunkte werden gegeben durch 


(a) @) (a) 
(17) fp =o att YH. 
*) F. S. Macaulay, Modular Systems, Cambridge Tracts 19 (1916), S. 77. 
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Es gibt nach $3 eine relationstreue Spezialisierung {o, +} der 
Lésungsklassen {o'), x} fiir die Parameterwerte ,, 7,, usw. Die Zer- 
legung von a,o¢%--...-++a@,t® in Linearfaktoren or — ro bleibt wegen 
der Relationstreue auch fiir y—, z+—¢, o — 0, usw. bestehen [ vgl. 
den analogen Schlu8 bei der Gleichung (9) § 4]; d.h. jede Lésungsklasse 
{6, t} kommt unter den {o, 1} so oft vor, wie sein Exponent in der 
Zerlegung von (18) angibt. Setzt man nun: 


(18) Fe =o%n, +7%%,, 


so bilden die dadurch definierten Punkte X“ eine relationstreue Speziali- 
sierung des durch (17) definierten Punktsystems X™,..., X, denn eine 
jede algebraische Relation fiir die X lat sich mittels (14) unmittelbar 
als Relation fiir die o,1@ schreiben, und eine solche bleibt bei Speziali- 
sierung erhalten. Also stimmen X",...,X® mit Y™,..., ¥ bis auf 
die Reihenfolge iiberein, und jeder Punkt Y kommt neben den Y™ genau 
so oft vor wie unter den X, q. e. d. 

Das Studium der Multiplizitaten ist durch diese Uberlegung auf die 
Diskussion der Gleichung (16), d. h. auf die bekannte Polarentheorie, 
zurickgefihrt. 

An diesem Beispiel sieht man, wie sich die Multiplizitatsbestimmung 
vereinfacht, falls es méglich ist, ein gegebenes Normalproblem auf eine 
binére Gleichung zuriickzufiihren. 


§ 8. 
Geraden auf der kubischen Flache. 
Es sei wieder P ein algebraisch-abgeschlossener Kérper. 


Eine kubische Fliche im Raum P,(P) besteht aus den Nullstellen- 
klassen einer kubischen Form 

7(z)= > Vint %%,%,- 

osisksiss 


Eine Gerade mit Pliickerschen (Punkt-) Koordinaten 2;, liegt dann 
und nur dann auf der Fliche, wenn ihr Schnittpunkt mit irgendeiner 
Ebene u;=0 immer auf der Flache liegt; dieser Schnittpunkt hat die 
Koordinaten S'u;2;,; also ist die Bedingung, daB die Gerade auf der Flache 
liegt: 

(19) y(Su,;,,)=0 identisch in den w. 
Jedes Wertsystem z,, (nicht alle 7,,— 0) stellt eine Gerade dar, falls 


(20) Moy ag 1 Mon Myi 1 Mog Tg = O- 
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Die Geraden auf der Flache werden mithin gegeben durch die Lé- 
sungsklassen des Gleichungssystems (19), (20), mithin: 

Die Bestimmung der Geraden auf einer kubischen Flache ist ein 
Normalproblem. 

Die Gleichungen (19); (20) entstehen durch Spezialisierung aus den all- 
gemeineren: 


(21) c( Su,7;,)=0 identisch in den wu, 
Mo, Mag + Mog Mg, + Mog Me = 9, 
wo 
c(z) * cece er 


eine allgemeine kubische Form mit unbestimmten Koeffizienten c,,, ist. 

Sei Q der algebraisch-abgeschlossene Erweiterungskérper von P(c;,;). 
Die Nullstellenklassen von c{z) in 2 bilden eine ,allgemeine kubische 
Flaiche“, und die darauf liegenden Geraden im P,(Q) werden durch die 
Lésungsklassen von (21) bestimmt. 

Man kann die Beziehung zwischen Flache und Geraden algebraisch 
noch anders darstellen. Ist 2 irgendeine Gerade der Flache, so trans- 
formiere man zunachst die Koordinaten so, daB die Gerade nicht in einer 
Ebene x, £, + %)& = 0 liegt. Dann kann man die Gleichungen der Geraden 
so schreiben: 

&, = a,€, +a, 
22 
2 eone eee: 

Soll die Flache y(¢)=—0 durch die Gerade (22) gehen, so muB die 
Form y(z) nach Division durch z,—o,2,—«,%, einen von 2, freien 
Rest lassen, der nach Division durch x, — f, x, — 8,2, keinen Rest 1aBt. 
Also muB 


(23) ¥(%) = Dyin %% 
= 9 (2) -(%_ — @, 2%, — Wx) + p(x) -(%_— b,x, — Bo%), 
wo (x) und w(x) quadratische Formen sind, und wo y(z) von g, frei ist: 


p(x) ge ad 
(24) 


y(r)= DS Byx%;%- 
o<tSese 
Die Gleichung (23) ist notwendig und hinreichend, damit die Ge- 
rade (22) auf der Flaiche y(¢)=0 liegt. 
Satz 5. 1. Auf der allgemeinen kubischen Flache im P,(Q) (und 
folglich nach Satz 8 auch auf jeder speziellen kubischen Flache) liegt 
mindestens eine Gerade. 
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2. Alle Geraden auf der allgemeinen kubischen Flache sind konjugiert 
in bezug auf P(c;,,). 

3. Wenn auf einer speziellen kubischen Flache im P,(P) nur endlich 
viele Gerade liegen, so hat keine die Multiplizitat Null. 

Die beiden ersten Behauptungen sind (wenigstens fiir Kérper der 
Charakteristik Null) bekannt; es ist mir aber hier darum zu tun, zu 
zeigen, daB eine und dieselbe Methode geeignet ist, die drei Behauptungen 
zu gleicher Zeit zu beweisen. Diese Methode, die auch in manchen an- 
deren Fallen zum Ziel fiihrt, besteht in einer Umkehrung des Problems: 
wir gehen aus von einer méglichst allgemeinen Geraden und suchen eine 
méglichst allgemeine kubische Flache, die die Gerade enthalt. Sodann 
wird gezeigt, daB diese Flache durch einen K6érperisomorphismus in jede all- 
gemeine kubische Flache iibergefiihrt werden kann, womit 1. bewiesen 
sein wird. 2. und 3. folgen nachher leicht. 

Beweis. Es seien a,, b;,a;,, 6;, Unbestimmte, die, zu P adjungiert, 
einen Kérper 4 erzeugen. Eine (allgemeine) Gerade im P, (4) wird gegeben 
durch die Gleichungen 
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(25) &, = a,§,+ 4,6, 


Ey = 0,8, + dg Ey. 
Eine kubische Flache durch diese Gerade wird definiert durch die Form 


(26) 6(z)= DS 9541 2% % 
Ostsesiss 
= f(x)-(x,— a, 2, — 4,2) + 9(x)- (2, — 6,2, — boxy), 

wo 

f(z) = _ > Sin %i te 
(27) Bi he 

g(z)= SS 5,2, 2,. 

osisks?2 


Es handelt sich jetzt darum, zu zeigen, daB die durch (26) definierten 
46;,, algebraisch-unabhingig in bezug auf P sind. 
Waren sie das nicht, so wiirde eine Gleichung 
P (9x2) =0 
bestehen, wahrend fiir unbestimmte z,,, 


F(2,,,) +9. 
Ich werde das ad absurdum fiihren. 
Ich gebe jedem a,, und jedem b,, als Gewicht die Anzahl der Zahlen 
0 oder 1, die unter seinen Indizes vorkommen. Ausgenommen werden 
@, und b,,, denen das Gewicht 3 gegeben wird. 
Jedes 4;,, ist ein Polynom der a,,, b,,, a;, 6,. Wenn man von 
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jedem dieser Polynome nur die Glieder vom héchsten Gewicht beibehilt, 


so kommt: 


9533 = A353 D292 = by, 

9539 = sq 929, = b,, +--+ 

Sug, = Gq, + -- Seg = Org + --- 

Dss0 = Beg t --- $5, = 5, +... 
Sse. = Byq t+ --- aio = Oy +--- 

bse, = Gq, +--- Ss00 = O99 + --- 
Sse9 = Fag + --- 6.4, = — 5,,6,+... 
6,3, = 4, +--- 9,19 = — 5,,5, +... 
9519 = Fig + --- 9100 == — Bog 4, + --- 
S309 = Igo + --- So00 = — 2q9% + --- 


Wir geben jedem 4,,, das Gewicht des eben hingeschriebenen je- 
weiligen Leitgliedes, das wir 0;,, nennen, und geben jedem z;,, dasselbe 
Gewicht wie das entsprechende 4,,,. 

Ist nun F’(z,,,) der Bestandteil héchsten Gewichts in F(z,,,), 80 
ist F’(0,,,) der Bestandteil vom selben Gewicht in F(6;,,,). Es ist 
folglich 

F’(8;,,) =0, 


F’(2;4,) +0. 


Da aber ersichtlich die 0;,, algebraisch-unabhangig sind, so ist hier ein 
Widerspruch vorhanden. 


aber 


Also sind die 4,,, algebraisch-unabhingig. Also gibt es einen Iso- 
morphismus der Kérper P(6,,,) und P(c,,,), der 4;,, in ¢,,, tiberfiihrt 
und P elementweise fest laBt. Diese Isomorphie 1a8t sich fortsetzen zu 
einer Isomorphie von 4 mit einem Erweiterungskérper 4* von ¢,,,. Da 
A und P(4;,,) beide den Transzendenzgrad 20'°) haben, so ist 4 algebraisch 
in bezug auf P(d,,,), also A* algebraisch in bezug auf P(c,,,). Also 
kann 4” innerhalb Q gewahit werden. Die Elemente a,,, b;,, a;, 
mégen in Giz, biz, ac, de iibergehen, die Polynome f(z) und g(x) in 
f*(x) und g*(x). Aus (26) folgt vermége der Isomorphie: 


(28) c(x)=f*(x)-(2, — afz, —af2,)+ 9*(z)- (x, — bf 2, — bf 2,), 


10) Der Transzendenzgrad eines Kérpers in bezug auf einen Unterkérper P ist 
die Maximalzahl der algebraisch-unabhingigen GréBen (in bezug auf P), die im Kérper 
vorhanden sind. Vgl. E. Steinitz, a. a. 0.°) 
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also liegt die Gerade 
(29) eueace 

f= br é, + by &, 
auf der allgemeinen kubischen Fliche ¢(¢)—0. Damit ist die Behaup- 
tung 1 bewiesen. 


Um 2. zu beweisen, nehme ich an, es sei 
és = @§,+ &&q 
f= Bie, + Boge 


irgendeine Gerade auf der allgemeinen kubischen Fliche ¢(¢)=0. Man 
hat wie immer 


(30) (x) = (x) (x, — &, , — @ £5) + (x) (x, — BE, — By Fa); 
also hangen die 20 GréBen c;,, rational von den 20 GréBen @,,, @,, 
B;,, 8, ab. Da die ¢,,, algebraisch-unabhangig sind, so miissen die @;,, @,, 
B;,, B, es auch sein. Also gibt es einen Isomorphismus der Kérper 
P(@,,, Bi.» &» B,) und P(ajz, biz, a; , 6; ), der é,;, in Qj, usw. iiberfiibrt 
und P elementweise fest la8t. Wegen (28) und (30) laBt dieser Iso- 
morphismus die ¢,,, fest; also sind die @,, 8, zu den a; , bj konjugiert in 
bezug auf P(c,,,), womit 2. bewiesen ist. 

Um schlieBlich 3. zu beweisen, verfahren wir genau so. Es sei diesmal 


(31) Jatyedery 

&, = BE, + Bod, 
eine Gerade auf der speziellen kubischen Flache y(¢)=— 06. Die Pliicker- 
schen Koordinaten aj, der Geraden (29) sind rationale Funktionen der 
a; und 6;; die der Geraden (31) sind dieselben Funktionen der «;, und 
B,. Die Koeffizienten c,,, der allgemeinen kubischen Flache sind nach (28) 
rationale Funktionen der algebraisch-unabhingigen GréBen aj,, biz, a; , b; ; 
die y,;,, sind nach (23) dieselbea Funktionen der «;,, £;,, «;, 8;. Daraus 
folgt, daB alle algebraischen Relationen, die zwischen den c,,, und aj, 
bestehen, auch gelten bei der Spezialisierang c-+ y, 2*-+ 2. Also bilden 
die z,, eine relationstreue Spezialisierung der xj, fiir die Argumentwerte 
Yixz> Woraus nach Satz 5 folgt, daB die Gerade a auf der Flache y(¢) = 0 
eine Multiplizitat > 0 hat. 


(Eingegangen am 30. 6. 1926.) 








On the reality of singularities of plane curves’). 


Von 


Temple Rice Hollcroft in Wells College (U.S.A.). 


1. In dealing with the descriptive properties of curves, no distinction 
is ordinarily made between real and imaginary singularities. However, 
it is sometimes necessary to know how many of the singularities possessed 
by a curve may be real. 


Pliicker®) was the first to note that some of the singularities of 
certain curves must be imaginary. He showed that only three of the 
nine points of inflection of a general cubic can be real. In the case of 
the quartic, he assumed from the form of certain quartic curves that all 
the bitangents of the general quartic can be real. Zeuthen*) later proved 
this and also proved that a quartic can have no more than eight real 
inflections, a fact that had been conjectured previously by Salmon. 

But it remained for Klein‘) to discover the relation involving real 
and imaginary singularities that holds for all curves. As a notation 
for the number of singularities of any algebraic plane curve of order n, 
class m and genus p, we shall say that the curve has x cusps, d nodes, 
« inflections, t bitangents; k real cusps, k’ imaginary cusps, d real nodes, 
d” isolated nodes, d’ imaginary nodes, i real inflections, ¢’ imaginary 
inflections, ¢ real bitangents, t” isolated bitangents, t’ imaginary bitangents. 
In all cases 

x=k+k’, db=d+d'+d”’, 
w= tte, t=tt+t' 4+". 


1) Presented to the American Mathematical Society, Sept. 10, 1925. 

*) J. Pliicker, ,Theorie der algebraischen Kurven“, Bonn, 1839. 

*) H. G. Zeuthen, ,Sur les différentes formes ‘des courbes planes du quatriéme 
ordre“, Mathem. Annalen 7 (1874), pp. 410—428. 

*) F. Klein, ,Eine neue Relation zwischen den Singularitiéten einer algebraischen 
Kurve“, Math. Annalen 10 (1876), pp. 199-209; Gesammelte Mathematische Abhand- 
lungen 2, pp. 78—88. 
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Klein proved synthetically, as was afterward proved by Brill*) ana- 
lytically, that the following relation holds for all algebraic plane curves 
in whose equations occur only real coefficients: 


n+i+2t”’—=m+k-+ 2a”. 


This relation is known as Klein’s Theorem. 


By the term ,curve“ in this paper, we shall mean a real curve type, 
that is, a set of algebraic curves that have the same Pliicker numbers 
and all of whose coefficients are real. 


The purpose of the paper is to ascertain the maximum number of 
each kind of the singularities distinguished as to reality that such a curve 
can have. The two main problems involved are: 


(1) To find the greatest number of real cusps that can belong to a 
curve of given order and genus. 


(2) To find the greatest number of real cusps that may occur among 
the maximum number of cusps of a curve of given order and genus. 


2. We shall now solve the first problem — to find the maximum 
number of real cusps of an algebraic curve of given order and genus. 


Consider a curve of order m and genus p that has no point singu- 
larities except real nodes. Then for such a curve 


= 5(n—1)(n—2)—p 
m= 2(n+p—1) 
i+’ =3(n+2p— 2) 
t+t'+t” =2[(n+ p)*—5n—7p+6] 
+2" —n+2p—2. 
The last equality is the statement of Klein’s Theorem applied to this 
particular curve type. Denote by g the number of invariants that may 


still occur among the coefficients of the equation of a curve with given 
singularities. Then we have for this curve type 


q=3n+p-—9. 


By the addition of x, cusps and 6, nodes to the singularities of any 
algebraic curve of class m, the number of bitangents is reduced by 


(28, + 3x,)(m— 0, — 4 (x, + 3)| — d,. 


5) A. Brill, ,Uber Singularititen ebener algebraischer Kurven und eine neue 
Kurvenspezies*, Math. Annalen 16 (1880), pp. 348-408. 
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Consider that c nodes are to be exchanged for ¢ cusps. Substitute 
6,=—c and x,=c in this expression and it becomes 


5(2m—e— 7). 


Then when c nodes are exchanged for c cusps, m, « and t are reduced 
respectively by c, 2c and 5(2m—e— 7). 

Return now to the above curve with d real nodes and consider 
that c real nodes are to be exchanged for c real cusps. By such an 
exchange, i and ¢” are unchanged, m is reduced by c, i’ is reduced by 
2c and t+’ is reduced by 5(2m—e—7). The maximum value of c 
is determined by the following limits, 


2ce<e 
c(2m—ce—7)<2(t+?’) 


or by their sum 
c(2m—c— 5) <2(t+0’) +4. 
From the expressions for the characteristics of this curve 
i+’ =3(n+2p— 2) 
t+t'+t" =2[(n+ p)*—5n—7p+6] 
i+2t"=n+2p—2 
eliminate i and t”, obtaining 
2(t¢+t') +e’ = 2[2(n+ p)* —9n—12p+10]. 
Substitute this value of 2(¢+?’)+i and m=2(n+p—1) in the 
above inequality determining the limit for c and there results on solving for c 
[c]*) <2(n+p)—4(9 + /24p +1). 


Therefore the maximum number of real cusps that a curve of given 
order and genus can have is 


[k] <2(n+p)—35(9+ /24p+1), 


provided that p is chosen within proper limits. It is not necessary that 
all the nodes be real for a curve with the maximum number of real 
cusps — in fact for such a curve, any even number of the nodes may be 
imaginary. To start with, all the nodes were assumed to be real merely 
to simplify the process of finding the limit for the maximum number of 
real cusps. 





®) The symbol [z] followed by < (=) means the largest (one greater than the 
largest if not equal) integer contained in the expression on the right. 
Mathematische Annalen. 97. 50 
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Limits for the maximum number of cusps (without distinguishing 
between real and imaginary cusps) of a plane curve of given order and 
genus have been found by Lefschetz’). These limits will be called 
Lefschetz limits. They can be derived by the methods of this section 
and will appear in the following consideration of the limits for p within 
which the above limit for & holds. 


For p< p,, where p, is the genus of the curve of given order whose 
bitangents and inflections are both as near zero as possible, the maximum 
number of cusps is determined by the inequality «>0. By the exchange 
of ¢ nodes for c cusps, « is reduced by 2c, so the limit for c becomes 


[2e] <3(n+2p—2) 
which gives the Lefschetz limit for p< p, 
[x] <3 (n+2p— 2). 
Solve for p in the inequality 
4(n+p)—(9+ /24p +1) S3(n+ 2p— 2) 
and we obtain 
p,=(p]<3(n+3— 12n+1). 


This genus p, is the genus such that for p< p, the total number of 
cusps given by the Lefschetz limit may be real. The above limit for 
the real cusps k holds for p> p,. 


For p= p,, the curve with the maximum value of & has the least 
value of m for curves of given order with the maximum number of real 
cusps. This class m, is defined by the limit 

[m] > >(—1+ yi2n +1). 

For p> pp, the Lefschetz limit derived from Pliicker’s equations is 
determined by the inequality r>0. Since for an exchange of c cusps 
for ¢ nodes, r is reduced by $(2m—c—7), the limit for c is given by 

c(2m—c—7)<4[(n+ p)*—5n—7p+6] 
in which m=2(n-+p 1). Solving this for c and substituting x for c 
we obtain the second Lefschetz limit 


[x] <2(m+ p)— 5 (11+ /24p — Bn + 95). 
*) 8. Lefschetz, ,On the existence of loci with given singularities“, Transactions 
of the American Mathematical Society 14 (1913), pp. 23—41. 
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Now solve for p in the inequality 
4(n+ p)—(9+ 24p+1)<4(n-!-p)— (11+ 24 p— 8n + 25) 


and we obtain 





(p] <+(n — 2)(n— 8). 


6 
For this value of p 


x—=k=[k]<5n(n—2), 


that is, this is the genus of the curve that has the greatest number of 
cusps determined by Pliicker’s equations for a given n. Then, so far as 
Pliicker’s equations are concerned, the limit for k for a given m holds for 
any genus p such that 


1 
p, SPS t(n—2)(n—3) 
and when the equality signs hold, the limit for & and the Lefschetz limit 
have the same value. 


Lefschetz shows, however, that for a given n> 14, the maximum 
number of cusps may be determined by the number of invariants that 
may occur among the coefficients of the equation of the curve. Since for 
a curve with only nodes this number g = 3n + p — 9 and since one in- 
variant is added for each exchange of a cusp for a node*), the Lefschetz 
limit for a given n> 14 is 


x=38n+p-—9. 


For n> 14, this is smaller than the Lefschetz limit derived from Pliicker’s 
equations for a genus p> p,, where 


p, =(pJ25(2n — 1+ /16n — 23). 


Also for n> 14, the limit for & is less than or equal to the Lefschetz 
limit, that is 


4(n+ p)—(9+ )24p+1)<2(3n+p-—9) 
P, = (p]>5(2n—84 y24n —71). 


Collecting the formulas derived in this section, we have the following 
limits for the maximum number of real cusps of a plane curve of given 
order and genus: 


for 


*) This is in accordance with the Lefschetz Postulate of Singularities which 
states that one invariant is added for each exchange of a cusp for a node. Cf. 
Lefschetz, loc. cit., p. 26. 


50* 
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For 0 <p Sp, =[p] <3(n+3— Jian +1) 
[k] S$ (n+2p—2). 
For p, <p<z(n—2)(n—8) when n<13 
or p, < PS Py =(p]> 5 (2n—3+ J24n—T71) when n> 14 


[k] <2(n+p)—5(9+ Pap +1). 
For DP, < PS 4(n—4)(n—5) when n214, 


k=3n+p-9. 
For 


p >%(n—2)(n—8), n<13 or for p>7(n—4)(n—5), n>14, 
k=5(n—1)(n—2)—p. 


8. The second problem is to find the greatest number of real cusps 
that may occur among the cusps given by the Lefschetg limits. These 
three limits were found by the method of the preceding section and are 
given there. A curve type with the maximum number of cusps for a 
given order and genus, that is, the number given by the Lefschetz limits, 
will be called a maximal cuspidal curve. The class of any maximal cus- 
pidal curve may be found by substituting the limiting value of x in the 
expression. 

m=2(n+n—1)—x. 


For a given maximal cuspida!l curve, n,m, p,x,6,¢,t, all have 
definite values, but many different combinations of real and imaginary 
singularities may occur. Of the four Pliicker numbers x,6,:,1, three 
may be chosen with regard to reality so that all the nodes or bitangents 
may be real, imaginary or isolated, so that all the inflections may be 
real or imaginary, or so that all the cusps may be imaginary. In general, 
however, the nodes, bitangents and inflections can not be so chosen that 
all the cusps will be real. What we intend to do now is to choose 4, «, 
and t in such a way that the greatest number out of the maximum 
number of cusps may be real. 


By Klein’s Theorem 
k=n—m+i+2t" —d”. 


Since for any given maximal cuspidal éurve, n,m and p are constant, 
k is @ maximum when d@” is a minimum and i+ 2?” is a maximum. 
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Let d” =0. When d” = 0, Pliicker’s equations and Klein’s Theorem give 
for any curve 
i+2t"=n+2p—2—k’. 

Then i+ 22” can not exceed the limit n-+2p—2 and can not attain 
this limit so long as k’>0. Then we can make.i+ 22” as large as 
Pliicker’s equations will allow so long as k’ remains positive, that is, we 
can put ¢=.« and #” + when and only when k’ > 0. 


Substitute in Klein’s Theorem d” = 0 and for i and ¢” the values 
of « and t in terms of n, m and p 


t=2(m+p—1)—n, 
t= 3(m—1)(m—6)+n—8p 


respectively, and we obtain the upper limit for the number of real cusps 
of a maximal cuspidal curve 


k=m(m— 6)+2(n—2p+2). 


This limit gives the maximum number of real cusps of any maximal cus- 
pidal curve when and only when all its cusps are not real. When all 
the cusps of a maximal cuspidal curve can be real, all the inflections 
can not be real and simultaneously all the bitangents isolated, so the 
above limit gives a larger value of k than the maximum value of x for 
uch a curve. 


It is now necessary to find the limits for p within which the limit 
for k holds. It is also desirable to express this upper limit for k& in 
terms of only n and p when that is possible. 


For 0< p< p, and n even, for a maximal cuspidal curve 
m= 5(n—2p+2). 
Substitute this value of m in the above limit for & and there results 
1 
k=5(n—2p)’—1. 
Subtracting this value of & from the maximum value of x for this genus, 
we obtain the limit for the least number of imaginary cusps 
, 1 
= p(p—n+3)—Z(n—2)(n— 4). 


To find the least value of p for which these limits for k and k’ hold, 
we make use of the fact that they hold when and only when k’>0. 
Solve the inequality thus obtained for p and choose the limit for p less 
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than or equal instead of greater than the right hand member and we 
obtain 


p, =(p] Sh (n+3— ian +1). 
As found in the preceding section, this is the largest value of p when 
0 <p<p, for which all the cusps of a maximal cuspidal curve can be 


real. Then the above limit for & in terms of n and p holds for n even 
and for p,< p< pp. 


Similarly for n odd, since m= +(n—2p+3), 
1 
k= 7 [(n—2p)(n—2p+2)—11), 
; 1 ; 
k =p(n—p+4)— q("— 1)(n — 3), 


p,=(p] Sg(n+4— 12m + 13). 


Since % 
n+-3—yl2n+1<n+4—Jl22+13 
and the difference is always less than unity, the limit 
[pP] <4 (n+4—12n +13) 


will be used to define p, for nm both even and odd. 
For p< PSP, 


[m]>5(7 +924 p —8n + 25). 





Since m occurs to the second degree in the general limit for k, we can 
not in this case find an accurate limit for k in terms of m and p only. 
In order to find the maximum & for a given n and p, we must first 
find m from the above inequality and then substitute the value of m 
thus found together with the given values of » and p in the limit for k. 
For these curves the least number of imaginary cusps is found by 
subtracting the general limit for & from 
k+k’=2(n+p—1)—m, 
which gives 
‘=6p —(m—2)(m—8). 
This limit for the least number of imaginary cusps holds for any maxi- 
mal cuspidal curve. For other values of p than those such that p,< p< 7,, 
however, the limit is expressed in terms of n and p. This limit for k’ 
and the general limit for k hold when and only when k’>0, that is, 
when and only when 


p >| (m—2)(m—8). 
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To find the least class for which at least one of the maximal cuspi- 
dal curves has all its cusps real, we shall make use of formulas for the 
number of maximal cuspidal curves of a given class found in a former 
paper®) . 

To find the maximum genus of the maximal cuspidal curves of a 
given class, since there is one and but one such curve for each genus, 
subtract from the maximum genus of the self dual maximal cuspidal 
curves the total number of maximal cuspidal curves from and including 
class n down to, but not including, the class considered. To find the 
minimum genus of any class, subtract one less than the number of maxi- 
mal cuspidal curv@ for that class from the maximum genus of that class. 
Proceeding in this way, we find the maximum genus of the maximal 
cuspidal curves of class m to be 


[p] > 4 [2n-+2+ m(m—7)] 


and the minimum genus 
[p] > + [2n+ 16 + m(m—9)]. 


We have found that for p > 4(m— 2)(m— 3), some of the cusps 
of a maximal cuspidal curve must be imaginary. From an inequality stating 
that this limit for p is greater than or equal to the minimum genus of 
a class m, we obtain 


[m]>5(n+5). 


This is the least class for whose least genus all the cusps of a maximal 
cuspidal curve may be real. If we form a similar inequality using the 
limit for the highest genus of a class, we obtain 

m>n—2 
which defines the least class for whose highest genus all the cusps may 
be real. 

We now need to know how the cusps vary as the genus and the 
class vary for a given n. For p,< p< p,, when p increases by unity: 
if m is constant, then & decreases 4 and k’ increases 6; 
if m increases 1, then k increases 2m—Q and k’ decreases 2(m — 5); 
if m increases 2, then k increases 4(m— 8) and k’ decreases 4(m — 3). 


(The variations in the last line occur only for m near the minimum class m, 
and then only for n < 20.) 


*) T. R. Holleroft, ,Maximal Cuspidal Curves“, Annals of Mathematics (2) 26 
(1924), pp. 42—438. 
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From this it follows that if the lowest genus of a given class belongs 
to a maximal cuspidal curve that has all its cusps real, it is not 
necessarily implied that any other maximal cuspidal curve of that class 
has all its cusps real. However, if all the cusps are real for the maximal 
cuspidal curve of highest genus of a given class, then all the maximal 
cuspidal curves of that class have all their cusps real. The latter is true 
for n< 13 and for the classes m=n—2, n—1, m for n of the form 
8a+1 or 3a+2 and m=n—1, n for n of the form 3a, where ais 
any integer. 

For p< p, and for p> p, there is one and but one maximal cuspi- 
dal curve for each class, while for p, < p < p, there 4s, in general, more 
than one such curve for each class. From the preceding paragraph, it 
follows that for p,p<p<p, and n>14, not all the maximal cuspidal 
curves of any given class can have all their cusps real. 

For p, Sp S}(n—4)(n—5) and n>14 

m=p—n-+7. 
Substituting this value of m in the general limits for k and k’, there 
results 
k=(p—n+2)*—2n+7, 
k'= p(2n —n— 8) —(n—4) (n— 5). 
These limits hold when and only when k’> 0, from which we obtain 


P.=(p]>5(2n—3+4 ) 24n — 71). 


Then the limits for k and k’ hold for p,< p< p, and for p>p, all 
the cusps of a maximal cuspidal curve may be real. For all values of 
n=>14, p,>p,, but the difference amounts to unity or more only for 
n> 25. 

Collecting the results of this section, we have the following limits 
giving the greatest number of real cusps k and the least number of ima- 
ginary cusps k’ that may occur among the cusps of a maximal cuspidal 
curve: 

For a maximal cuspidal curve of any order n, class m and genus p 
such that p > 3 (m — 2)(m— 8) 


k= m(m — 6)+ 2(n—2p+ 2), 
k' = 6p — (m— 2)(m— 3). 
If p<} (m— 2) (m— 8), all the cusps can be real. 


The above limits apply to all maximal cuspidal curves. The following 
limits hold for any nm and for the given particular range of the genus: 
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For 0< pp, and for p>p,, the limits are the same as those 
given at the end of the preceding section. 
For p,< p< Mp and for 


m even 
1 
k= (n—2p)—1, 


k' = p(n— p+3)—+(n—2)(n—4), 
n odd 


k= 7 [(n— 2p) (n—2p+2)—11), 
k= p(n—p+4)—7(n—1)(n—8). 


For po< pi (n—2)(m—3) when n<13 or pp< p<p, when 
n> 14. 

In this case, no accurate limit can be found in terms of m and p 
only. When n and p are given, however, the limits are determined and 
can be found by first determining m by the formula 





1 
[m| > 5 (7+ /24p — 8n + 25) 
and then using the above general limits expressed in terms of n, m and p. 
For p,< pp, when n> 14 
k=(p—n+2)*—2n+7, 
k' = p(2n — p— 8) —(n — 4) (n—5). 


The curve with the maximum number of cusps for a given m may 
have all its cusps real. These limits are 


[k] < ¢ n(n —2) for n<13, 
[k] <j (n*4+8n—16) for n>14. 
4. Klein’s Theorem may be written in the form 
i+2t”=n(n—2)—2d—2d'—2k—3k’. 
From this it follows immediately that a curve without point singularities 
may have at most n(n — 2) real inflections. 
Each real node reduces the number of real inflections by two but 
does not alter the number of isolated bitangents. Each pair of imaginary 
nodes absorbs two isolated bitangents, but does not alter the number of 


real inflections. Then each node, whether real or imaginary, reduces the 
number i+ 22” by two. Klein’s Theorem thus does not restrict the 
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number of real and imaginary nodes so that all the nodes of a curve may 
be real or all imaginary (provided only in this case that the number be 
even) up to and including }(n —1)(n— 2). 

As in the case of nodes, Klein’s Theorem makes no distinction be- 
tween real and imaginary bitangents. Since the point singularities and in- 
flections can always be so chosen that #”=0, all the bitangents of a 
curve may be real or all imaginary if the number be even. 

If a curve has no point singularities other than isolated nodes, Klein’s 
Theorem becomes 

i+2t"=—n(n— 2), 
the same as for a curve with no point singularities. The maximum number 
of isolated nodes is, therefore, restricted only by the genus. 


Suppose that a curve has the maximum number }(n — 1) (n— 2) 
of isolated nodes. Each isolated node absorbs six imaginary inflections, 
three stationary tangents coinciding with one of the imaginary tangents 
at the isolated node and the three respectively conjugate imaginary 
stationary tangents with the conjugate imaginary tangent at the isolated 
node. Then if we think of the curve first without point singularities 
and add the isolated nodes, the original curve must have had at least 
3 (n — 1)(n— 2) imaginary inflections to be absorbed by the } (n — 1)(n — 2) 
isolated nodes. Then of the number n(n — 2), no more than 3(n — 2) 
can be real inflections and the curve with }(m — 1)(n — 2) isolated nodes 
must also have at least 4(m —2)(m— 3) isolated bitangents. A curve 
may, however, have as many as }n(n— 2) isolated nodes and at the 
same time have its maximum number n(n — 2) of real inflections and 
no isolated bitangents. 

The reciprocals of the above statements hold for isolated bitangents. 
For a curve of given order, however, the maximum number of isolated 
bitangents is n(n — 2) and this number is attained only when the curve 
has no real inflections and no point singularities except isolated nodes. 

The number of real inflections of a curve of given order can not 
exceed n(n — 2), but any even number of its inflections up to and inclu- 
ding the maximum 3n(n — 2) may be imaginary. A curve with no real 
inflections has some isolated bitangents with the exception only of those 
curves for which 

k'— 2d" =—n+2p—2. 
If d” =k = 0, these are self dual curves. 


For the number of real inflections of a curve of given class, the reci- 
procals of all statements in sections 2 and 8 and in the following para- 


graph apply. 











Reality of singularities of plane curves. 787 


Each pair of imaginary cusps absorbs sixteen imaginary inflections, 
three isolated bitangents and a number of other bitangents depending on 
the class of the curve. If we think of the curve without point singularities 
before the cusps are added, all the inflections may be imaginary if n is 
even or all but one if nm is odd. In the first case, ”—1in(m—2) and 
in the second t”’=in(m—2)—1. Then when n is even, any even 
number of cusps up to and including the Pliicker maximum }n(n — 2) 
may be imaginary. When n is odd, in(n — 2) is also odd so that ¢” is 
still sufficiently large to allow the curve to have any even number up to 
and including }n(m — 2)—1 imaginary cusps. Then any number of the 
cusps that a curve of given order can have may be imaginary, provided 
only that the number be even. 

5. All the curves discussed in the preceding sections satisfy Pliicker’s 
equations, Klein’s Theorem and the Lefschetz postulate. That all exist in 
the strictest sense has not yet been formally proved. The existence of 
a part of these curves has, however, been formally proved by both 
Lefschetz’®) and Coolidge) in their proofs that curves with any number 
of cusps up to and including the maximum exist for any n when p< pp. 


Wells College, U.S.A. 

%) 8. Lefschetz, loc. cit. pp. 33—39. 

1) J. L. Coolidge, “On the existence of curves with assigned singularities“ 
Bulletin of the American Mathematical Society 28 (1922), pp. 451—455. 
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Ober p-Relationen. 


Von 
R. Weitzenbick in Amsterdam. 


Nimmt man die homogenen Koordinaten von d linear-unabhiangigen 
Punkten z,y,...,z im Gebiete G, n-ter Stufe (= (nm — 1)-dimensionaler 
Raum) als Elemente einer Matrix 








By Bq. B 
Mm — | 2% | (9<dsn—2), (n>dA4), 
. | 


dann sind die (") alternierenden GréBen 





Dy, Ti, ++ Ley | 
Po ...tg = (FI +> Bae... ™ | - picking = (4, 8, ... ta) 
Ss Tk 


die homogenen Punktkoordinaten p,;;,;... des durch die d Punkte be- 
stimmten linearen G, im G,. 

Zwischen diesen 7;,;... bestehen Relationen R= 0, wo die R Poly- 
nome der p;,;... mit numerischen Koeffizienten sind. Wir nennen eine 
solche Gleichung R=0 eine ,,p-Relation“, wenn die beiden folgenden 
Bedingungen erfiillt sind: Erstens R += 0 {p;,:;...}, d. h. R ist nicht Null, 
wenn die p,,;... durch unabhiangige Variable ersetzt werden. Zweitens 
R=0{zx;,,y,,--.}, dh. R ist Null, wenn man alle p,,,.. durch die 
Koordinaten der Punkte z, y, ... ausdriickt. 

Wir beweisen im folgenden den Satz, daf jede solche p- Relation 
R=0 auf die Gestalt R= 2A,II,=0 gebracht werden kann, wo die 
IT, = quadratische p-Relationen sind, daB also jedes R dem Polynom- 
ideal (J7,, IT,,...) dieser quadratischen p-Relationen 7,0 angehért. 
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Der bisherige Beweis fiir diesen Satz stiitzte sich auf den sogenannten 
zweiten Fundamentalsatz der symbolischen Methode’). Es ist mir jetzt 
gelungen, ihn unabhangig davon zu erbringen, und zwar konstruktiv, d. h. 
es wird die Umformung von R zu 2 A_/T, auf eine endliche Anzahl wohl- 
umschriebene ausfiihrbare Operationen zuriickgefiihrt. 


g 1. 
Die quadratischen p-Relationen. 
Man erhalt die quadratischen p-Relationen JZ am leichtesten wie 
folgt. Greifen wir aus I die d-+-1 Spalten heraus, die den untereinander 








verschiedenen Indizes 3,,4,,...,%,, %, entaprechen, so bekommen wir die 
Matrix 
| 2, 2. Mey Mp, | 
M’ — P 
i, °° ig 2k, | 





Hier multiplizieren wir die Zeilen mit u,v,...,w, addieren und schreiben 
die Summen als letzte Zeile. Hierdurch entsteht aus MW’ eine identisch 
verschwindende Determinante, die, nach der letzten Zeile entwickelt, die 
Beziehung liefert: 


(1) (8,85... 84)+ Day, u — (kt, ...8,)*Sayu 
+...+(—1)* (ks, ...8_,): Fau=0. 
Jetzt nehmen wir fiir u, v,..., w die Minoren von 2,,, Yz,, ---s 2%, 
in (k, k,...k,) und erhalten aus (1): 
(2) IT (4, 8, ... 43 & hy... by) 


== (6, 8, ...8,) (by hy. by) — (B, 8, -.. £2) (8, & .. - by) 
+... +(—1)*(k, 8, «.- fg) (fgg --- by) = 0. 

Dies ist die allgemeine Gestalt einer quadratischen p-Relation I. 
Man kann hier verschiedene Typen unterscheiden, je nachdem die Indizes- 
gruppen 7,4,...%, und k,k,...k, gleiche oder verschiedene Ziffern ent- 
halten. Ist kein ¢, gleich einem k,, was 2d <n voraussetzt, dann ent- 
halt (2) d+1 Glieder. Ist ¢,,,—byii, thag=Raags ---> tg= hy, 80 
erhalt man eine JT mit h-+1 Gliedern. Der Minimaltypus entsteht bei 
h=2: 

(3) (8, %,h,... hy) (kh, hy... hy) 
— (hy ty... keg) (6, by ... hg) + (ky t, .. hy) (tg hy --- bg) = 9- 


‘) Vgl. mein Buch ,Invariantentheorie“, Groningen (Noordhoff), 1923, 8. 115. 
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Fiir A =1 hat man namlich 


(i, hy... hy) (h, hy... hy) — (hh, ... hy) (8, &, ... ky) = 0, 
und zwar ohne daB man auf die Reihen z, y, ...,z zuriickgeht. 


§ 2. 
Die unabhingigen p;,%:,..- 


Wir wollen jetzt zeigen, daB alle (") GréGen pip... durch d(n —d)+1 
passend gewiahlte, untereinander unabhingige p;,;,...;, rational ausdriick- 
bar sind. 

Es sei die Bezeichnung so gewahlt, dab p,= p,,...,+0 ist. Jedes 


Py= (8, --- thy yy ee a) = Di, by... dy Bass Base +k? 


wo die d — h Indizes k, Ziffern aus 1,2,3,...,d, die A Indizes i, ... i, 
dagegen keine Ziffern aus 1,2,3,...,d sind, kann dann mit Hilfe der 
quadratischen p-Relation //(¢,4, ... 4, &,,,... 4; 123 ... d) rational durch 
P,-1» P, =(t,k,...&,) und p, ausgedriickt werden, wobei p, im Nenner 
steht. Die wiederholte Anwendung dieser Umformung gibt dann 


1 
(4) Pr= ri Ga (P1)> 
Po 
wo G, ein Polynom vom Grade h in den p, = (t,k,...k,) ist. 
Man erhalt hier die explizite Formel*): 


Pio3...4 Piss...a °** Pass...i, 
Pies...@ Pris...@ °° Puss...¢, 
he ed 
(5) Pag... %s...8™ . ’ 
Pyoes...d Prigs...a *** Piss...te 





woraus sofort auch die Ausdriicke fiir h <d abzulesen sind. 
Auf diese Weise sind nun alle p,;,,_.. ausgedriickt durch die d(n — d) +1 
GréBen 
(6) Pie...d> Dik... kg (k,=1,2,...,4), (¢=d+1,d+2,...,n). 
DaB diese GréBen untereinander unabhingig sind, kann man leicht 


geometrisch nachweisen. Es geniigt, diesen Beweis z. B. fir n=7, d= 3 
zu fiihren. 





*) Gegeben von H. Bazin, Journal de Liouville 16 (1854), 8. 145—160; vgl. auch 
M. Hamburger, Crelle 100 (1887), S.390—404; Th. Vahlen, ebenda 112 (1893), 8. 306 
bis 310. Siehe auch: Th. Muir, Theory of Determinants II (1911), 8. 206, und IV 
(1923), 8. 55, 212. 





\ 
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Wir haben dann zu zeigen, daB zu den gegebenen 13 GréBen 


(7) Pros 9%, Piss> Piss» Pisa (t= 4,5, 6,7) 
eindeutig eine Ebene (= G,) im G, gehért. Wir ermitteln die geometrische 
Bedeutung dieser GréBen. Sind p,,, die homogenen Koordinaten einer 
Ebene im G, mit dem Koordinatensimplex (1, 2,...,5), so schneidet das 
Koordinaten-G, (1, 4,5,6,7) die Ebene p,,, in einem Punkte P,, mit 
den Koordinaten p;,,, d. h.: 


Pg Prag? © : O = Dyag: Psos = Poss : Pras - 
Wir projizieren P,, von 1 aus auf das Koordinaten-G, (4,5,6,7) und 
erhalten den Punkt Q,, mit den Koordinaten 


Qes 0:0:0: Dyas: Pses? Poss: Pres - 
Hierdurch ist die geometrische Bedeutung von (7) ermittelt. 

Ist umgekehrt (7) gegeben, dann haben wir drei Punkte Q,,, Q,, 
und Q,, und kénnen obige Konstruktion umgekehrt ausfiihren, wobei P,, 
durch p,,, auf der Verbindung von 1 mit Q;, gegeben ist. Die Ebene p,,, 
ist dann durch die drei Punkte P;, bestimmt. 

Fast wortlich gilt beim G, im G,, dasselbe. 

Aus der Unabhiangigkeit der GréBen (6) folgt nun unmittelbar: 

Es gibt keine p-Relation, die nur die GréBen (6) enthdlt. 

Denn in einem solchen R = 0 mu R auch dann verschwinden, wenn 
die p;,,... durch willkiirliche Verinderliche ersetzt werden. 


§ 3. 
Umformung von R (pix:...) = 9. 


Das Polynom R kann man homogen in allen Argumenten p,;,;... und 
ebenso homogen beziiglich jedes Index 1, 2,..., dieser in R anwesenden 
Pix... Voraussetzen. Sonst zerfallt nimlich R in eine Summe R, + R, + ..., 
wo jedes R, diese beiden Homogenitatseigenschaften hat und R,=0 auch 
eine p-Relation vorstellt. Ober Irreduzibilitét von R braucht nichts voraus- 
gesetzt zu werden. 


Wir erweitern jetzt unser Gebiet G, zu einem G,,,, indem wir der 
Matrix IN an der rechten Seite eine d-reihige Determinante 


| 
| Tata Tr+e = 02 Tata 


k on Yn+a m2. 2 Yn+a 
(8) (zy..-8). 1, ass... ate) ntsiath, G = (yy... 4) = Do 








en+4 2n+e es Zn+a 
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anhingen. Wir erhalten so eine Matrix M* mit a Zeilen und n+ d@ Ko- 
lonnen: 
SP Se 


(9) mMm* — 














2 2q vee By Zag +++ Bea 


- Eine d-reihige Determinante aus M*, die i Kolonnen von QM und 
daher d—# Kolonnen von p, enthilt, bezeichnen wir kurz mit p;. Es 
ist also 2. B. (la,a,...a@,) ein p,, (120, a,...@,_,) ein p, usw., und 
in einer p-Relation R=0 des G, sind alle Argumente py;... vom 
Typus p,. ‘ 

Sei (¢,4,...%,) eim pya;... aus R. Aus der quadratischen p- Relation 
(10) IT* = (6,6, ... 64) (a, a, ... @y) — (@, 8, ... 84) (8,0...) +... 
erhalten wir durch Auflésung nach (#,4, ...%,): 

>. tt . 1 , , 
(11) Pa = (8,85 «++ 8g) = 5° I + P,P, — Pa Pi + +++: 
Hier kénnen wir rechter Hand jedes p,_, wieder mit Hilfe einer 


quadratischen p-Relation des G,,,, namlich vermiége 


(i, 8, ... 8404) (@, @, ... @,) 
= (a, 8, ... 8,04) (8,0, ...@,) — (@, 8, ... 8404) (8,0, ...0,) +... 
rational durch p,_,, p, und p, ausdriicken. Die Fortsetzung dieses Ver- 
fahrens liefert schlieBlich nach (11) eine Beziehung 


(12) P= i [(pé-*1* + G(p,)], 





wobei G(p,) ein Polynom von GréBen p,, vom Typus p, ist, dessen 
expliziter Ausdruck leicht aus (5) entnommen wird. 


Wenn wir jedes p,,,. in R durch die rechte Seite von (12) er- 
setzen, so geht R = 0 iiber in 


(13) p.- R= R(p**11* + G(p,)) = 2A* 1" + H(p,), 


wo H(p,) die Summe der von den Ausdriicken J7* freien Gliedern an- 
gibt. s ist dabei eine natiirliche Zahl, die vom Grade von R in den p,y;... 
abhangt. 

Betrachten wir nun beide Seiten von (13) als Polynome in den 
j,Y,,--+ (¢,4=—1,2,...,n2-+d), dann steht links Null und rechter 
Hand ist jedes JJ," Null. Daher ist auch H=0{z,,y,,...}. H=0 wire 
jetzt aber eine p-Relation im G,,, mit lauter unabhingigen p,,,;... Nach 
dem vorigen Paragraphen ist daher nicht nur H(p,)=0{z2;, y,,.-.}, 
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sondern auch H(p,) = 0{ pja:...}, 4. h. H(p,) kommt in (13) iiberhaupt 
in Wegfall und wir haben: 

(14) p.-R= ZA; Il. 
§ 4. 
Beweis von R= 4, Il,. 
(14) gilt identisch in allen z,,y,,.... Als Beziehung zwischen den 
Determinanten p,, P,, P,,--- gilt (14) vermége der quadratischen p-Re- 


lationen im @, , ,. 
Zur gewiinschten Beziehung im G,, 














(15) R=A,Il, 
gelangen wir nun, von (14) ausgehend, durch Wegschaffung der in p, vor- 
handenen Elemente 2,,,,9,4,»---- Dies wird bewerkstelligt durch 
s-malige Anwendung des Prozesses 
é é a 
Otn+1 Otnte  Cln+e 
0 é é 
(16) Qa,,...0¢ = Yat: O¥mte CYn+a 
é é é 
O2n+1 Ofmte Cln+a 








auf beide Seiten von (14). Wegen 
‘ 8 d+s8e—1)! (d+s8—2)! d+2)!(d+1)! 
Q%,...ua(P8) = ein Cran ot i I! 
und da R von den 2,,,, Y,4,»--- wnabhiangig ist, entsteht links c,-R. 
Kénnen wir beweisen, da8 durch 2° die Gestalt SA JI der rechten Seite 
von (14) erhalten bleibt, so sind wir fertig. 

Da8 2° (SA? IT) nicht identisch Null ergibt, folgt aus der Tatsache, 
daB die nach (10) in den JJ," steckenden (i,i,...%,) durch den Q-ProzeB 
gar nicht beriihrt werden. Es kénnte also nur dann Null entstehen, wenn 
R = 0{piei...} ware, gegen unsere Voraussetzung. 

Wir ermitteln zuerst die Wirkung von Q'=Q auf SA* II*. Die 
IT; haben die durch (10) gegebene Gestalt. Die A,” sind Produkte von 
Faktoren p, und p, und zwar Produkte vom Grade s—1 in den z,,,, 
Trego ees Taeqr I den ¥, 44, Y,49,--- usw., d. h. jedes A, enthalt 
(s — 1)-mal die Reihe «,, (s — 1)-mal die Reihe «,, usf. (A," IJ,*) wird 
dann erhalten, indem man auf alle méglichen Arten je d verschiedene der 
Reihen « ,,herausgreift“, auf diese den Q-ProzeB anwendet und die er- 
haltenen Ausdriicke addiert. Wir haben also die Wirkung von Q zu unter- 
suchen, ausgeiibt auf d verschiedene, beliebig aus A; JJ,” ,,herausgegriffene“ 
Reihen a,, a, ..., @4- 

Mathematische Annalen. 97. 51 
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Die Berechnung des Resultates wird erleichtert durch einen Kunst- 
griff, der in der Einfiihrung d-faltiger Komplexsymbole besteht. Wir 
ordnen in Ay I],” die Faktoren so, daB die herausgegriffenen «,, «,,..., «, 
in dieser Reihenfolge stehen, ersetzen sie dann durch das d-faltige Komplex- 
symbol a und vereinigen durch identisches Umformen alle diese d-Symbol- 
reihen x in einem Klammerfaktor (x¢). Dies geschieht durch Verwendung 
der Identitat*). 

(2*a, a, ...a4_,)(au") = mn [(a***a, ...a,_4) (a, wu’) 
— (w*t'a, ...a,_,)(a,u’)+...]. 
SchlieBlich ist wegen m2..¢—1 der Klammerfaktor (x¢) durch d! zu 
ersetzen. 


Die Zulassigkeit dieses Kunstgriffes ist am leichtesten wie folgt nach- 
gewiesen. Sei ; 
F=(a’a,) (6 a)... (e’a,) 


eine d-lineare Form der d-Reihen «,,«,,...,@,. Dann haben wir 
Qa, a...0g F =(a'b’...c’) = Sajby... cg. 
Ersetzen wir in F die « durch 2, so entsteht: 

F, = (a’ x) (b' a)... (e'a) = Sajby...cg-me...a=(a'...c’). 

Wir miissen jetzt die verschiedenen Méglichkeiten untersuchen, nach 
denen die in A; J/,* ,herausgegriffenen“ «,,a,,...,@, auf die Faktoren 
von A; bzw. auf J7;* verteilé sind. Wir haben deren drei: 

1. Sind alle Reihen «,, a, ..., @, in A* vorhanden, so gibt Q(A," IT") 
einfach J7,"-Q(A*) == B? I;* und die JJ,* werden bei dieser ersten An- 
wendung des 2-Prozesses nicht beriihrt. 

2. Sind alle ,,herausgegriffenen* Reihen « in JJ,” vorhanden, so 
haben wir 

Q( AP II,") = A? + Qa, a,...04( Hr ) = 0, 
da jetzt 27,” identisch verschwindet. 


3. Zwischen 1. und 2. liegt der Fall, daB a,,«,,..., a, auf A* und JI," 
verteilt sind. Ersetzen wir diese d Reihen durch x, dann kénnen wir 
diese d-faltigen Komplexsymbole x so zusammenziehen, da8 alle in J/,* 
stehenden Reihen nach auBen gebracht werden und in den neuen A, ver- 
einigt sind, wodurch wir wieder auf den Fall 1 zuriickgekommen sind. 
Um dies zu verdeutlichen, sei ein konkreter Fall gewahlt: d= 4 und 


(17) II,” AY =[(1284) (a, @«,«,) — (a, 234) (10, 0,0,)+(«, 134) (2a, «,a,) 
— (a, 124) (Se, a,c.) + (1123) (4c, o,0,)]-(a, a, By). 


*) Vgl. mein Buch ,Invariantentheorie“, Groningen (Noordhoff), 1923, 8. 79. 
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Hier sind «,,@,,@, und «, die ,,herausgegriffenen“ Reihen und von A® ist 
nur der Teil angeschrieben, der diese « enthailt. Auf die Bedeutung von 
«;, %, B und y kommt es im folgenden nicht an. 


Ersetzen wir «,,,,@, und «, durch 4faltige Komplexsymbole 2, so 
kommt: 


(18) Q(II* A*) = [(1284) (2*«,a,) — (2234) (1aa,a,) + ...]-(n"By). 


Die beiden Reihen a in JI* bringen wir jetzt in den Faktor (x* fy) 
von A*; beim ersten Gliede von J7* haben wir: 


3(a* By) (a*a,0,) =(a* y) (Baa,a,) — (x* B) (y 20,0). 
Beim zweiten Gliede wird: 
3 (m* By) (234) = (x y) (8 284) — (a* f) (y 284). 


Analog bei den weiteren Gliedern. Dies in (18) eingesetzt, ergibt, wenn 
wir J7* in (18) durch 7 (1234, 2*a,«,) andeuten: 


(19) 3Q(1I* A*) = (a*y)-11 (1234, Bb xa,a,) — (* )-11(1234, p20, 0). 
Jetzt kommt die zweite Reihe 2 nach auBen. Wir haben: 
4(a*y) (Bua,a,) =(x*) (By a,a,), 
4(x°y) (1a @,@,)=(n*) (ly @,@,) ust, 
so daB schlieBlich statt.(19) kommt: 
24.2 (II* A*) = (a*)-17 (1234, Bya,a,) oder: 
Q(IT* A*) = 11(1284, By a,«,). 


Da die einmalige Anwendung des Q-Prozesses auf = A* II, wieder 
eine Summe J A* J7,* gibt, ist auch 


QE a,...0g(2 A; II,*) 


von der Form 2 A, J, und hier treten die Hilfsreihen «,, a,,...,@, tiber- 
haupt nicht mehr auf. AuBerdem sind in R = SA, JI, die IT, quadratische 
p-Relationen des Gebietes G, und zwar alle vom Typus 


IT (i, ig... ig; Key hy -- + ha)s 


wo (#,%,...%,) ein in R vorkommendes ;,;... ist. 


(Eingegangen am 30. 10. 1926.) 
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